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第 一 章 总 6 


许多 物理 运动 或 其 它 运 动 过 程 可 以 用 一 个 从 微分 方程 的 定 解 
间 题 来 描述 ， 例 如 无 限 长 细弱 的 让 由 振动 问题 可 归结 成 二 阶 双 昌 
型 方程 的 初 什 问题 , 而 束 对 平衡 位 置 的 信 移 就 是 方程 的 解 。 但 是 
绝 大 多 数 伪 微 分 方程 定 解 间 题 的 解 不 能 用 明显 的 公式 来 表达 ， 有 
时 即使 可 用 公式 表示 ,也 往往 过 于 复杂 ;所 以 需要 用 各 种 近 忆 方法 
来 计算 它 的 解 . 

差分 方法 是 解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 常用 近似 方法 之 一 . 
Courant, Friedrichs, Lewy(1928) 首次 对 偏 微 分 方程 的 差分 方法 
作 了 完整 的 论述 。 第 二 次 世界 天 战 以 来 , 快速 电子 计算 机 的 诞生 
和 发 展 为 差分 方法 提供 了 强 有 力 的 工具 ， 从 而 促使 这 一 学 科 迅 速 
地 发 展 起 来 ， 

一 般 说 来 ， 从 偏 微分 方程 定 解 问题 的 原始 形成 到 得 浏 合理 的 
RHR. Кажа К: 

第 一 , 物理 处 理 . 例如 报 据 各 种 物理 定律 建立 起 各 种 物理 量 
之 间 的 关系 趟 ,其 中 包括 正确 地 捍 出 各 种 定 解 条 人 性， 

第 二 , BORE, 通常 对 上 面 建立 的 各 种 关系 式 进行 极限 处 
理 , 从 而 表达 为 一 个 偏 微分 方程 的 定 解 间 题 . | 

第 三 , 离散 逼近 。 采用 各 种 方法 把 偏 微 分 方程 的 定 解 问 题 离 
felt. 

第 四 ， 解 算 方 法 .主要 是 用 直接 法 或 迭代 鞭 求 解 由 离散 逼近 
所 导致 的 线性 或 非 线 竹 的 代数 方程 组 ， 

第 五 ,上 机 计算 . 把 解 算 方 法 编 成 程序 并 用 电子 计算 机 计算 ， 
最 后 分 析 计 算 结 果 . 

以 上 五 个 环节 是 密切 联系 的 。 一 个 实际 问题 的 完善 解决 , Ж 
常 要 在 这 五 个 环节 之 间 往 复 多 次 ， 


HD 25 ESBUAE y Е SH IE SB п. RHA 
地 介绍 这 方面 的 基本 理论 和 方法 。 


$1 差分 格式 的 构造 


差分 方法 的 首要 问题 是 构造 合理 的 差分 格式 ， 使 得 它 的 解 保 
持 不 问题 解 的 茶 些 主楼 性 质 , 并 且 又 相当 精确 。 本 节 介 绍 一 些 最 
基本 的 方法 ， 


11 FHEA 
ТЯ Hopf 方程 的 初 值 问题 
9U yy Wg ох о, D< < T 
at Эх 
U(x,0) = (2), —co <x < со, (1.1) 


其 中 U(x) BASRA RR, 并 假定 (1.1) 具有 唯一 
B) ds A. 
Hi A30 T DSH RIS А ar == T 是 正常 数 . 
记 
By, = (xix = jh, j BRR. 
нх.) 表示 Ux) HEHA онбу = нх, kr), Еф < é 
2.4220. LRA КИ і 


uix) = + (а(х НА) — utl), 
ах) 一 h (u^) — ае 2), 
иа) = 一 > (ае) + (ж), 


uM) = (u^ 一 нк), SS, 
М Ж 2y MR BU Si 308 773 JE FH ЭЕ gg ABI DS Xe. 


出 于 可 以 用 天 局 的 差 商 逼近 同一 个 息 数 ， 因 此 能 够 用 不 同 的 莽 分 
格式 来 还 近 同 一 个 偏 微分 方程 的 定 解 问题 。 例如 
pe ноды я) = 0, z€ Ra K > 0, 


a (x) = Us) x € Bs. (1.2) 
(re + u*Ge)utGn) = 0, x€ Fs, & = 0, 
w(x) = Ux), +€ 52, (1.3) 
和 
© ик) = 0, r€ 22,, & > 0, 
wx) = Ох), x€ By, (1.4) 
如 果 和 = 是 连续 的 , 那 未 (1.2) 一 (1.4) 的 逼近 误差 都 是 0 
(r+ À). fug OY 也 连续 , 那 未 (1.4) 的 下 近 误差 是 Olr + 所). 


Ox! 
GA, DUBE ЫТ ЕШ ОН Б. И БЫ ДЕНЕ А 
X. 
若 习 充分 光 请 ， 则 训 应 用 各 种 方法 提高 格式 的 精度 ， 最 简单 
的 方法 是 用 商 阶 差 商 来 盈 近 相应 的 导数 ,例如 当世 空 工时 ,可 用 下 
式 来 计算 a(x), 


и} (=) + + ul) 一 A n$C) = 0, (1.5) 


其 中 
w(x) = 5 (u*(x + 24) — ut(x — 2h)), 


上 式 的 通 近 误差 是 OC 480.0 RHET RAR Be UR 
Ж. 

Collitz(1960) ЖҰ Hermite 方法 来 提高 格式 的 精度 。 它 的 
基本 思想 是 在 差分 格式 中 保持 侈 数 的 导数 的 近似 值 ， 从 而 在 不 增 
加 网 格 点 的 情况 下 提高 格式 的 精度 。 对 于 问题 (1,1) 来 说 , > 


P 一 Эр ,并 将 它 改写 成 
£ 


SU + uv = 0, —4O00 < x =< oo, 0 =< ¿= T, 


aU 
И = =, око, Ü =< ; = T, 


'U(z,0) = Ule), — 0 < x < оо. 
不 难 验证 
Vile + À) + АС) + Vt(x — А) = BUT Ce) + ОСА), (1.6) 
所 以 得 到 下 列 差分 格式 
ик) + и С) (д) = 0, x€ SR >> 0, 
их + А) +4e* (a) Боа А) == бы к), ХЕ, Z 0, 
ux) = Us. x€ Hy, 


(=) = 25, T (1.7) 


ЖЕ (1.7) КН Olr + А). 
Orszag, Irraeli(1974) Н Kreis ЕАН. И 
基本 思想 是 用 
uf (x) (1.8) 


| | 1+ = uS (=) 
ue OU 4 a 
ЖЕ 《x)， 从 而 得 到 下 列 格式 
ui) + E wh) + ии) = 0,46 By, k 20; 


aC) == U(x), rE #,, (1.9) 
这 个 格式 是 陷 式 的 ， 不 难 验证 它 的 通 和 近 误 差 是 O (z+ A). 


1.2 基于 各 种 物理 定律 的 可 分 格式 


， 通 近 精 度 高 的 差分 格式 不 一 定 给 出 好 的 近似 解 ， 因 为 一 个 合 
理 的 格式 还 必须 保持 原 问 题 的 某 些 物理 性 质 ， 所 以 人 们 常常 从 物 
理 定 律 出 发 构造 差分 格式 ， 


E E 


2688 Нор! 方程 的 周期 解 问题 : 


20 „р 2U о, —co < x < co, 0 < ; Т, 
x 


U(x,0) = U.(x), —cço < x =< oo, (1.10) 
其 中 Uy) == UG + о Вен Мея. BRE 
的 解 满足 下 列 一 次 守恒 律 


f Ur, dx = f Ue) de, (1.11) 


如 果 把 《1.10) EBB (Gs 016 — DA хс G + Wa, 
kr < z < Тут 内 积分 , 则 得 到 


Ten — 1 CA+LIF . 
ПЕН pt + 2 f. [Св А hat) 


— U*(jh — hat) ldt — 0, (1.12) 
其 中 
йк = [77 Ule, &т)4х, 
2-0 
BRA FADE EUM A A 


U**! =s hutt (54), 


U* == b(u*(jh — p) + АО), 
АНУ . . 
f Ulih — A,1)d: = вв — В), 
{К+ . . 
{, UGA + Ам )й = бы (f + AYP, 


BDA ALA (1.12) 后 就 得 天 下 列 Lax(1954) МЕЖ, 
a) 一 их + À) + их — А) 
2 


十 К [Си А) ав), ЕЯ, SO, 


st (s) == иб + 1), r€ Z, k > 0, 

Ww) == Ux), хЄ.#,, (1.13) 
其 中 y= аја Тр lh j= + A, JRE 
整数 。 不 难 证 明 


L У) н) — à Su). (1.14) 


rts, Fes, 
EE EER T (рр), BY mI ae a HL 
一 般 说 来 ВОЛЕН JE £ A+ Et B TCPB TS TRE, 
所 以 基于 不 同 的 守恒 律 可 以 获得 不 同 的 格式 。 BL, (1.10) 的 
解 还 满足 二 次 守恒 律 
|, U(x,e)de 一 f дах, (1.15) 
ТЕ, ЖЕ (19653) 引入 了 下 列 差 分 算 子 


Ji, ш) = i wee 十 i (wos, 


E u(x), wGO 和 ps) 以 1 为 周期 , 则 由 Abel 公式 得 到 
в vr) pw бк) + У, Me), 
же, uz 


qx)» == 0. (1.16) 
特别 有 
в S Ле), фб) (к) = 0. 


计算 (1.10) 的 差分 格式 总 
uM) + PRICE C tut (0), et) + a (ey) = 0, 
r€ Hak 22 0, 
ux) = ut^ x + 1), r€ Sa, K 20, 
w(x) = Ux), x€ Ky, (1.173 
因为 
еб)» бду = LGD — E Gu Gv. Gi (1.18) 


Br (1.17) 的 解 满 足 (1.14). XE FH ^ GO ru Ce) Ж (1.17), 
并 对 一 切 xE FF; 求 和 ; 则 由 (1.16) 得 到 


A> GG) = , У (6 (z), (1.19) 


Xe. ХЕ 


出 于 上 式 同 时 合理 地 模拟 了 (1.15)，。 所 以 可 以 得 到 较 好 的 数值 结 


67 


R. 
(1.10) RE RKE Se E E 
dx 一 一 U(x, rt), 
di 


满足 
40 
di 
假定 w^) EAS. BEAR Gs (A + Dr) 作 近 似 特 征 线 : 
x — jh = аА) — (k + 1)r). 


= 0, (1.20) 


mer < 一 一 一 区 ТЕ URGET ВЕРЫ 1 一 kr MER X = ji 
ти) € [G — LAG + DAL АИ (1.20) 得 到 
а") = и), (1.21) 


但 x 不 是 网 格 点 ,必须 用 内 插 法 计算 ик). Ж etA) 20, 
®ELG— LAA], 所 以 可 令 
ЧА) = ut(z) = ru'Gh)u*QA — А) 
+ (1 一 га Св) СВ). (1.22) 
E C4) 0,08 
u* t (jh) = —rutGA)u^( + ñ) 
+ (1 + Асс), (1.23) 
这 就 是 特征 型 格式 . 


l3 Ули 

建立 差分 格式 的 另 一 个 重要 途径 是 利用 变 分 原理 ， 它 是 由 
Courant(1943), Argyris(1954) 和 Turner, Clou h, Martin, Topp 
(1956) 等 人 首先 采用 的 . 

今 考 虑 下 列 Burgers 方程 的 初 , 边 值 问题 


aU aU eu 

5, a. ae? 0 < x=< 1, 0 = r= T, 
U(0,7) = U(1.:) = 0, Оо. = Т, 

IU Cx, 0) = Ur), 0< xz<1， (1.24) 


其 中 p> 0, 000) = U1) = 0, 并 记 .Z — r0 < x < 1), 
今 假定 存在 唯一 的 广义 解 , 即 存在 唯一 的 U(r, NEL, T; L? 
CDA, Ti HY.Z)), EB 
j (20 "Im au + OU OW 
? sr Ox Ox Өх 


үү” = 0,vw c HY), 


(1.25) 
m. zie S; = {хм}, 


i 
# = Ú F je 


用 ФС H(.Z) 和 CAC.) DERE HM ARR АК 
空间 ,它们 的 每 个 元 素 都 是 连续 的 ,并 在 «Я, 中 是 代数 多 项 式 。 用 
ф; бж) 和 aCe) 分 路 表示 Ф, RLW AREE. Ure) 的 近似 解 
是 и(х, t), 


i 


ulas t) = >) maple). 
BAER (1.25) 得 到 
Jon Ц 1 
У) | атан + 2 [ асад 
1 7 hemi 70 


= 


bog 
` фиа) (ж) фу 00)4х + » >` Í uoi) dris )dx =0, 
іза 1 9 


(1.26) 
其 中 mz) 表示 we) Me Ю.Ф 表示 ole) Жл 的 导 
eS. | 
Zi Ф. = Ф,„ ХЕ Галеркин HH, И 


pits) = de -i) (1.27) 
其 中 
I— fsf, 当 [sf <1, 
w= 1, EMEN 


它 就 是 一 次 元 有 限 元 格式 ， 经 计算 得 到 


+ § « 


1 Ë 
| va Gite = Ë, 


1 2h 
‘рат = 5. 
i pia) pi Ск) дк = +, (1.28) 


ори = — +, 
|, pilpil jdr 一 -i 
0 #1 3 * 


f pia qi 一 T 


° 


[ева — о, 


ә 


|, фа) pi px) dr 一 一 T 


t i 

NT Ppl dr = 3? 
1 

人 Саур Са) pine) dr == os (1.29) 


(f pa pj (ads = 一 + 


i 2 
NOUO — +, 


í pi i (s) pr dr 一 一 +. (1.30) 
把 (1.28) —(1.30) FEA, (1.26) 就 得 到 
> (43609 + 4400) + ва) + H "OIC OP 
+ i (uie — >ш); = 0. | (1.31) 


Ж Ф, == ар, МЕЗ Петров-Галеркин У. 车 采用 乘积 


法 ,也 就 是 用 
J 
DD (ail) (ж) 


i=] 


来 逼近 g(UD); 那 来 得 到 计算 (1.24) 的 下 列 格式 


J + . J 1 
D | aera Gods — 3 > | Oe) 
tei "Š pe 79 
i а 
dev У (Сою), 00005 = 0. 


іж] 


BE фу Сх) H (1.27) 决定 ， 
dux) == o(= 一 i) 


PGs) == 0, м |+] 22 1. 
通常 还 要 求 66) 满足 下 列 规 范 化 条 件 ; 


оо, 


人 d'G)ds = 0, 


Г p GOsiga(s)ds = —2, 

下 面 记 | | 

a= Г [si @Cs)ds, 

|, = -一 Í фа, 

j | 7 

‘с == | (ах, 

| L 

4 = — I irs, 
则 不 难 验 证 


00) 0045 — 4 (a+ E), 
[Gelder = 90-4), 


1 5 
(| ondadas — (а — b, 


(1.32) 


(1.33) 


(1.34) 


(1.35) 


(1.36) 


1 
, Pi CrP) dr 一 一 cs 


(| 

| Фак — c + d, 
фах = —4, (1.37) 
| 


1 
4 
1 


1 


f qid dx = 4 


время = +, 
|, фа (фах = — = (1.38) 


把 (1.36)—(1.38) КЛ (1.32) , 即 得 到 
s(t) — BAUGE )a + oe (а), — E D 


+ 5 (20), — икон = D, (1.39) 


特别 , 当 Q; (w) = фр) 时 ,a = +, реф, с = — 
从 而 《1.39) 退化 为 度 用 乘积 法 的 Галеркин 方法 ， 


14 ”其它 类 型 的 至 分 格式 


本 节 介 绍 一 些 建 立 差分 格式 的 其 它 方法 ， 设 “一 (xi xi), 
器 是 正方 形 {x10 < x. 1 WREST. OF РЯДЕ 
jae =f, хе 0, 
на,  x€F, (1.40) 
其 中 了 e 是 适当 光 清 的 函数 ,使 得 该 问题 有 唯一 的 古典 解 ， 
配置 法 最 星 是 由 Канторович( 1934} 提出 的 ， Lanczos( 1938， 
1956),Ito( 1972), Cavendish(1972), Douglas, Dupont(1972, 1973) 
和 De Boor，Swartzt 1972) 等 用 它 建立 计算 格式 ,用 ®; 表示 区 间 
ЦА — 4,11, PD) 表示 D 上 次 数 不 直 过 ， 的 多 项 式 的 集合 ， 
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+ = 3 并 记 | 
M(A,r) = оС) о Є CI[0,1],e € PO), =< j s J). 
a 表示 [0,1] 中 的 Gauss 点 ， 
有 < 
wi 表示 权 ，1 委 erol., wel 0， 于 是 对 于 一 切 次 数 不 超 过 
2r 一 3 的 多 项 式 p(w) ,都 有 
r 一 1 


MO = D леба). 


id айыы 一 Cn — ПАН 2,4, 1Sl,Sr — 1, m = 1,2, 
иб) 表示 U(x) 的 近似 解 ,于 是 得 到 计算 【1.40) 的 配置 格式 
— Айба a sa), == Ари dia.) 
1#& д, mJ, bm.h = r — 1, (1.41) 
配置 格式 的 优点 是 可 以 获得 相当 高 的 收 敏 阶 ， 这 被 称 为 超收 
ЗЕ. 
Babugka( 1969.) 和 Bramble, Schatz(1971) НЕА Е 
法 。 例 如 设 Ф, 是 НСО) 的 有 限 维 子 空间 ,并 记 
JG) = Wf Ао ео + ВЕ — «а, 
于 是 计算 (1.40) ЕВ ux) € Ф, GE Š 
Jin) = minJ(e). 


X] — 38 IR DL ЕЛЕ EROR ЖЕНЫ РАШ, +B Hj 
ПЕРА. 

当 + 三 0 时 ,还 可 以 用 边界 值 通 近 的 方法 来 计算 (1.40). Я 
如 设 On 是 NN 维 空间 ， 它 的 基底 po) ЗЕ (1400 的 特 解 ， 于 是 
U (x) КОН Е Co), 


N 


u(x) = > аф), 


1=1 
TE 
sup| g(x) — #(s)| = min suplg(x) — v(x)!. 
ft ved, Fer 
还 有 许多 其 它 构 造 方法 ,例如 双 曲 型 方程 的 耗 散 格式 ，TFory- 
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нов RA „БЕЗЕУ РЕ, pSREM RIK, MA ERIE 
型 格式 ,Box 格式 ,交替 方向 法 和 分 裂 法 (splitting) , М RMA 
程 的 单调 格式 ,广义 差分 格式 ,Schwarz FERIA. 等 等 . 
在 以 后 各 齐 中 将 陆续 介绍 这 些 方法 。 


$2 线性 差分 格式 的 稳定 性 和 收 化 性 


当 进 行 大 量 计算 时 , 差分 格式 的 稳定 性 是 相关 重要 的 ， 假如 
在 某 种 条 件 下 RENE ERE RES ,我 们 就 认为 格式 是 稳 
定 的 。 差分 客 式 的 另 一 个 根本 问题 是 它 的 解 对 原 微 分 方程 定 解 问 
题解 的 收 合 性 .由 于 稳定 性 与 收 钱 性 密切 相关 , 所 以 通常 把 兰 者 
统一 处 理 . 

Courant, Friedrichs, Lewy(1928) EH GENET MAH, Dm, 
Von Neumann, Goldstine (1974), Crank, Nicolson (1947) 和 See- 
ger (1948) 等 研究 了 稳定 性 . 目前 已 有 大 量 的 有 关 著 作 ， 例 如 
Рябенький, Филиппов{ 1956), Forsythe, Wasow( 1960), Richtmyer. 
Morton( 1967), Самарский, Гулин( 1973) 和 Марчук, Шайдуров 
(1979) 等 等 . 


21 线性 方程 的 初 值 向 题 

Von Neumann, Goldstine (1947), Von Neumann, Richtmyer 
(1950), O'Brien, Hyman, Каріап(1951) 和 Lax, Ríchtmyer( 1956) 
ST ЭЕ ТУЙЕ k HH A EE. JF ФЕ Richumyer (1957) 
和 Richtmyer, Morton( 1967) 的 著作 中 建立 了 一 般 的 理论 。 

ЕЕ S 是 Banach 25 |8], KARELI * Ж 1, 
UG) € B, LERET, CRA BRM e, НЕЕ DIL), 
425 Fe КУШЕЙШ 
| aU LUG), n< < т, 

t 


U(0) 一 Uy, (2.1) 


这 问题 可 以 是 纯 初 值 问题 ,也 可 以 是 初 , 边 值 问题 ， 但 此 时 总 假定 
边界 条 件 是 线性 和 齐 次 的 ,并 且 每 个 UG) є S 都 满足 这 种 边界 条 
tE, 

MEC DER ДНА ВЖЕ UG) € Sn DCL), (siis r 一 0 
№}, 


| UG + 2 —UG) русу |^" (2.2) 
l. 

RED ES PHRE-TTR, HTH UEZ, RAM 
一 的 元 素 UGE B, 并且 洁 一 切 гє го, T]， 一 致 地 满足 (2.2). 
于 是 存在 一 个 线性 算 子 , 记 为 EG), ША WED ti, U( = 
EDU 就 是 (2.1) 的 解 . 

如 果 下 列 两 个 条 件 成 立 , 则 称 问 题 (2.1) 是 适 定 的 ， 

G) DESH, 

(H) FEER A с. 使 得 对 一 艺 (€ [0, Т], HA 
|| Буг) * ба, 

条 件 (5) Am; (2.1) 的 解 对 初 值 是 连续 依赖 的， 事实 
Е. UO) 的 初 值 是 ГР, ШШ] 

UOC) — VPC) x „НЛ? — 9]. 

根据 Hahn EO EGO PREIS ©, 记 为 FC), 
FEA EC] = ED. FRM ea U,€ 器 ,都 存在 相应 的 元 
REQ Uu ERIS (2.1) mur xe. 

BRED) НЕЕ, (2 0, 120, 

Els + r) = E(s) EC). 
(2.2) RRR. т — 0 E AH ze [0, Г], 
UG + т) – UCOTlM 0. 

我 们 假定 S 是 定义 在 BRASH SE" 中 的 一 个 有 界 或 无 界 
J RODE BE 0^ HATRI r = Cys ae). WTAE 
分 方法 计算 (2.1) ,必须 把 空 闻 BUTS. A? be sa RS 
HAS. 假设 变量 rn 的 步 长 是 hms A, 一 g (r), HEH 
ТОЙ ,2 (т) — 0. ХА иб Hom От) HH, J ES l 
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一 般 形式 的 两 层 差分 格式 

АС = B(r)u*, (2.3) 
其 中 AQ) 和 В(т) 是 不 明显 依赖 于 : 的 线性 差分 算 子 。 对 于 
ET x, ACC) 3a BCr) 分 别 把 wt 和 wt 的 若干 邻近 点 上 的 值 线性 
地 组 合 起 来 ， 我 们 假定 AG) 和 ва) 是 r 的 走 续 函数 ;47(r) 

fete, С(т) = 47) В(г), Р (2.3) SOF 
ut = Cir)uf*, (2.4) 
Білин т, E. (2.1) 的 解 的 一 个 子 集 合 , 它 的 全 部 
元 素 所 对 应 的 初 值 的 乐 合 2. ES PAB. ic i 


RAUG)) = (202—1 -L WO. 


若 对 任 一 UAE Of 3 т 08, *j— H ГЕ £0, T]. — t 
地 有 WRCUG)) — 0, МИНЫ (2.3) 对 (2.1) RS в Е 
的 . 

FAA A ESE SCRI (2.2) 3648,28 c —= 0 B] a, 一致 地 有 

UG + +) — С(т}Ш г) | 
T 


— 0, (2.5) 


由 (2.4) нива 
u^ = [C(z) Us, (2.6) 
я |E ARS E Rhina. 若 对 一 切 me ЖЕ 
定 的 i:€ [0,7], 当 r— Off, 
сеу lo, — EC UN -> 0, 
МЖК (2.3) Bikar. 
下 面 来 讨论 稳定 性 .假定 U, ARE PAM at 有 误差 G^. 如 
果 存 在 正常 数 cy 使 得 当 rs тз kr = T 时 ,一致 地 有 
ПЕЧИ ИР (2.7) 
BURR (2.3) Fee ЖИЕНИ | |! EH. 
由 于 格式 是 线性 的 ， 因 此 gt — [С2)10,. Т, 
H] ть, Ат < Т.Н 
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MEEN PIS 2 (2.8} 
则 格式 是 稳定 的 。 反 之 ,着 (2.7) 成 立 , 则 对 一 切 U, 和 相应 的 и“, 
都 有 p nlt. Nim (2.8) 成 立 ， 央 此 定义 (2.7) 和 (2.8) 
是 等 价 的 . 
ЕШ) Lax 等 价 性 定理 【网 Richtmyer, Morton (1967)) Я 
示 了 稳定 性 与 收 敏 性 的 关系 。 
ЖЕЕ Li WAHE (2.1) Bee. BA (2.3) 对 它 的 逼近 
ДЕН A AY „Яра ER ae EE SA, 
证 明 SCH ЕЕ Ща НЕ, 我 们 断言 。 才 (2.3) ЖЖ 
的 ， 则 对 一 切 VEB, WEEER A МИЛ), SRB r = ro 
Қт T |, НН 
СС) tv < M (Uy). 
落 不 然 , 刚 可 选择 子 列 ici}, 使 得 当 1 — coi, 
тү-» 0, km — r € 0, TM 
ILC (rz) ol — со, 
TB E: H ЙС УЕЛ 8] 
lE Cr J4U, — Е) — 0, 


这 是 矛盾 的 . 
根据 上 述 断 言及 一 致 朋 界 性 定理 ,存在 正常 数 ci 使 得 对 一 切 
т < ту, ÅT S T AA ИСИ xe. 
再 证 明 稳 定性 包含 了 收 敏 性 。 先 假定 UG) = EGU € 2, 
那 末 根据 (2.5) ,对 任意 正 数 e, 都 存在 то, НМ z < то НЕ, 
|Le(r} — ЕСО =< вт, 


令 
А == [C (z) PU, — E lkr, 
kr—1 
= S [C(I i Clr) — El) 
LEE! 
- ЕС — 1 — a)r: |, 
WS 


ki-i 
l4 < с D en = саки S ast. 
732 


因此 当 т; = 0, Am >: У, > 0. 
假定 上 是 [0, T] PRERE MY = mial, бут), W= 
t — Аль h EG) 的 半 群 性 质 得 到 
Ekm) — EG) = [ЕЁ ||) 一 ПЕС, 
其 中 符号 +” ЕН $ 的 正 负 号 来 决定 ,从 而 
ПЕС) — EG) TU < supl Се CEC si) — DU, 


显然 , 当 s — 0 RF, ERTS. BU. UG) 6 26, kr — £ MI 
WE CC) uU, — ECU, 一 0。 

设 UG) 是 (2.1) BERE, CHIES U. H 2001 9 
ЖИ, BIDLEIZRRERTU Ре Bro, AM м ool, Uy — 
Uoll -> 0. 我 们 有 

[C(z,)]SU, — E@)U = (LCGui)) — ЕС) 

+ ECGOMQ, — UP?) — EG), — UP), 
由 于 Ui" € Bo 所 以 当 Kou; 一 + 了 时 ,上 式 右 端 第 一 项 趋 于 零 , 这 
就 证 明了 收敛 性 . 
现在 把 上 面 结 果 推 广 到 下 询 非 齐 次 问题 


UG) — LUG) =f), 0 < < T, 


U(0) = Us, (2.9) 
其 中 U, 和 Ко BEA) 对 re (0, T] 一 臻 连续 , LIEB, 
算 子 ,并 假定 对 一 切 正 整数 8, D( LP) ES PRE. 
定理 22 шя Y X AU mE 
G) Use DCL), Кое СГП), 
Qi) ГКО 和 ПКО 连续 ， 
AGA. (2.9) 其 有 唯一 和 解 0С), Е. 
UG) = ECOU, + y EU — s) Ms, (2.10) 


其 中 Еб) 25 (2.9) 对 应 的 齐 次 问题 的 解 算 于 。 


证 明 ”分 内 步 进行 .首先 ,由 EG) 的 一 致 有 界 性 和 f(s) 的 
ХЕЗ, (2.10) 中 的 积分 是 有 意义 的 。 对 (2.10) 形式 地 求 导 得 到 


4000 а. 4 РЕ: ; 
L EGU, + š | EG —s)f(d 


de 
= LEG) + £ | EG — MG). (2.11) 
£ 
浙 以 着 能 证 明 下 式 成 立 
= |, Et — s)f(s)ds = 0) + | £ E(t—s)f(s)ds, (2.12) 


PRR (2.11) 得 到 
2000 = РЕК + (’ LEG — Odds 
га a 
+ ка = LUG) Ка, 
{Б ЖЕТИ (2.10) 是 (2.9) 的 解 ， 
其 次 ,由 EG) 与 的 可 易 性 得 到 


< E(t ЭК = LEG — 040) = EU — Lil), 


БТРДЕН RE Gi), (2.12) 右 端 的 积分 存在 。 MERR As Ж 
证 明 , 对 一 切 s€ [0, 了 ], 当 -0 时 ,一 臻 地 有 


| Els 十 TT 一 中 一 ғ) f(s) — LEG — f| t 


HT EG ғ) 是 致 有 界 的 且 与 可 易 ， 所 以 又 把 问题 归结 成 
证 朋 对 一 切 5610, T], 当 5 一 0 时 ， 


[P= =! уо) — Atl (2.13) 


第 三 :对 于 国定 的 pa) = EGORGO WE 


dip 
а. 7 19 
df К) 6 DIL?) AXE 
dy „оро 
d? Le. 


可 以 证 明 , 对 任意 的 pe DCL), L p BM, П] 


= 1B œ 


Elegy + | LoGMs, 
两 次 应 用 上 式 即 得 到 | 


EC) —L 46) — 116) = | Cas) — Ley) 
-i[( ааа | 


t 
колонн. 
[50 O= Ly] < + sp ПЕСЕН. 
| T 2 baral 


Я т 一 0 了 时:(2.13) 成 立 , 从 而 (2.12) 成 立 . | 
最 后 , 设 (2,9) 有 两 个 解 , 它 们 的 差 为 上 (2), A 


WO) — йо), 
dt 


0(0) = 0, 
并 由 此 得 到 D) = 0, BD (2.9) 的 解 是 唯一 的 . 
如 果 fs) 不 连续 ,但 (2.10) 的 积分 存在 , 则 把 它 定义 为 (2.9) 
的 广义 和 解 。 
与 (2.9) 相对 应 的 美 分 格式 是 
{тун = B(r)u* + р, 
"一 了， 2000 5 244) 
А | 
I u^ = C(r)a! + rD(r)1*, 
其 中 Dir) ik (Ar), НЕА 


k-i 
ut = {CR т У LCGO T DOO. (2.15) 
fea 


假定 P ARS HR а MRE. REE Ж 
2, AI Tn, kr < 了 时 ,一 致 地 有 | | (7 


к-1 | ts 
П] < ex >) ИН, 20 Q16) 
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则 称 (2.14) 的 解 对 右 端 按 范 数 1 中 稳定 ， 
因为 | 
ior S LG) DG, (2.17) 


ied 


所 以 ,如 果 (2.3) ЯНИЕ EA BAR т «ото, Ат < T N, 
4-1 
П < ez > ПРИ, 


ЫШ СТ Еш Ж ЖЕЙ. o 
把 (2.10) 和 (2.15) 两 式 想 减 得 到 
их DU)= [ G(r)]*U, — ECU 


&-1 
+r $ (LOG) OO — BG — — r))D(r)J 
imo 
a-1 
+ r У EG — ie DNC — für) 
k-i 1 
+: У Elir) Diru |, ЕК. 


jeg 


жщ тїт, br < T 时， ИС) —KAR MRT — 0, 
kr 一 1 ВЕ, ERMA TS eR BY, Re. 由 收 
化 性 可 以 推出 稳定 性 。 从 而 Lax 等 价 性 定理 对 于 线性 非 齐 次 方 
程 的 初 值 问题 也 是 成 立 的 ， | 

可 以 把 前 面 的 全 部 结果 推广 到 工 依赖 于 + 的 情况 . 

还 有 许多 其 它 的 稳定 性 定义 。 . 

Richtmyer (1957) 最 初 研 究 的 稳定 性 是 指 对 一 切 了 和 rm， 都 


有 
CC] <1. 
如 果 存 在 正常 数 c BM т то, BA 
ICID] Kit ar, 
则 称 格 式 (2.3) 是 强 稳定 的 . 
显然 ,Richtmyer(1957) 的 稳定 性 包含 了 强 稳定 性 , 而 强 稳定 
性 包含 了 稳定 性 。 | 
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如 甘 存 在 非 负 常数 «和 正常 数 co 使 得 对 一 切 r < z, kra 
7 ,都 有 Ë 
ILCC 14 < ee, 
则 称 格式 (2.3) EBRE., 
显然 ,稳定 的 格式 一 定 是 弱 稳 定 的 。 如 果 对 于 +e (0, Т1, — 


致 地 有 
lim 18:60601 о, 
ro т" 


ИЩ T 一 0 时 ,wt ИЕ U(Rr). 

Strang( 1960), Forsythe, Wasow(1960) 和 Richtmyer, Morton 
〈1967) 都 研究 了 这 种 弱 稳 定性 。 有 关 材 料 还 可 见 Gottlieb, Orszag 
(1977), 

一 般 地 说 :常常 在 在 т ИЛА МС), Ш vom or. {т< T 


时 ， 
i ПЕС) < MC. 
如 果 M (r) < cr-", 则 该 格式 是 弱 稳 定 的 ， 如 果 当 = 一 0 时 , 它 


в + BTE CBE K МИА ЭЕ ЗНН. 


2.3 不 适 定 的 初 值 问题 


在 流体 力学 ,金属 探矿 和 天 气 预报 等 问题 中 ,会 遇 到 不 适 定 的 
HAR, Jlaepemrbes(1956,1962), Крейн(1957). Крейн, [Ipo- 
зоровсая(1960) 和 Miller(1964) 等 最 早 研究 了 这 类 问题 ，Uyaoa 
(1962) ALEK (1965) 等 讨论 了 有 关 的 差分 格式 .本 节 介 绍 一 
类 不 适 定 初 值 问题 及 其 差分 解法 ,其 范 数 其 有 凹 性 秸 计 , 它 是 张 关 
A (1965) 工作 的 直接 推广 

WES ДЕ Banach 空间 ,二 是 线性 算 子 , 今 考 虚 下列 间 题 

dU 


— = LU, Ü) <= T, 
dt i 


U(0) 一 Uh. | (2.18) 
我 们 假定 (2.18) 是 不 适 定 的 , 但 是 存在 正常 数 ， 使 得 对 一 
LET + 


Ям UCOe 省, 它 的 范 数 满足 ‚ n 
ШООЛА (2.19) 
显然 ,这 样 的 解 是 唯一 的 
Я @ #RBH-Tt+TR, 4UE MH, (2.18) AH B. 
(UCT) < co. # 20 ЧЕХ 
IUS = max( 1, (OCT. 
于 是 可 以 把 (2.48) 写成 下 列 形式 
UG) = EUs, 
其 中 ЕС) 是 定义 在 2 E, HES 中 取 值 的 线性 算 子 ， 根 据 
(2.19), EG) 是 有 界 算 子 , 即 存在 正常 数 e > 使 得 
ЕСА 和 е1. (2.20) 
注 记 2.1 如 果 (2.18) 是 适 定 的 , 则 存在 正常 数 <:， 使 得 IU 
CT) =< 10, 所 以 ol FO Coil’ 等 价 ， 因 此 (2.20) 等 价 于 通 
常 的 稳定 性 ， 
如 同 $ 2.1 那样 ,计算 (2.18) 的 线性 差分 格式 是 
HRT = C(r)u*, (2.21) 
我 们 假定 Cir) 满足 下 列 条 件 : 
(ü) [CC]! 的 定义 域 是 (UGO/UCO = EDU, Ue ZZ, 
: + Ár =< Th, 
(ü) [CHEG 连续 如 依赖 于 гт, 
Git} 2, E Z 的 一 个 稠密 子 集 ,对 任意 的 4，r 和 和, 当 D, € 
D ht A (Са) PEG UIE A, 
(v) MEM tkr < T ËJ r, z RO AI Ce) ЕС) ЖЕ 
AED 上 并 在 四 中 取 值 的 线性 有 界 算 子 ， 
若 对 一 团 Us € DAM : + r =< T' RA 
C(r)E(Q)U, = ЕСС), (2.22) 
则 称 格 式 (2.21) 是 可 易 的 . 
HEH, D 不 是 完备 的 。 根据 Hahn 定理 ， 可 以 把 算 子 
EG) 和 [C(r)]1EG) 扩张 到 DS ИНН. 为 方便 计 仍 
记 为 2, EG) 和 (CU) EG) FFE EOU, BRA (2.18) 的 广 
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xE, 
如 果 对 每 个 Ue 27, Ñl i e [0, 71,4 r -一 0 时 一 致 地 有 
| LEC) — C(r)]ECOU, EEEL, < (0, v)-0, — (2.23) 
ИЖ, (2.21) WF (2.18) ABI SLA ХАО. 
若 对 一 切 Use OMA т, t И + eT. Bron, 
КС (1 — CLEC) ID EGU, < АНТ ) — 0, (2.24) 
WIER (2.21) 是 对 (2.18) BSc SORS. 
AEE Ж ЖК сз, ЧЕХ — EJ r = таг + Ат = TMU 50, 
ЕСС) PEG Ui] < |0, (2.25) 
则 称 格式 (2.21) 是 稳定 的 ， 
EH 23 如 果 (2.21) 是 对 【2,.18) RA, BREE 
是 稳定 的 . 
证 明 FH (2.200,24 2 + 4r < Tit, gue, 
liL ECT) REQ = {ЕС + | = е Г. 
结合 (2.24) BAD ZEE. ES U, AREH S MCU), ES 
СС) PEG Uo] = МО). (2.26) 
ПЕ (2.21) 不 是 稳定 的 , 则 可 找到 子 列 01 e e, TU 
МЕЕ, c.n, а + Ат, Т, НУ ¿ оо, 
ЕО — оо. (2.27) 
{НН (2.26), (СС) THE C) 1 是 定义 在 OD 上 的 线性 有 界 算 子 
族 , 根 据 一 致 有 界 性 定理 必 存 在 正常 数 c;:， 使 得 对 一 切 UD e D, 
ПГС) IVE UDUPI < ell UPI, 
但 这 是 与 {2.27) FI, 
定理 2? 着 格式 (2.21) BABAR, 对 (2.18) Е 
是 相 容 揭 , 那 末 它 一 定 是 【2.18) ae. 
TERR HE Cle Z., Mh ur ET 
ССС — LEC ec) DEG USI 


кел A 
= |= ECCO)" °C (г) 一 EC) IEE OU, 
if t= 


k-1 
< »lLCCOJC "EG + ot) (C(x) — ЕС). 


因为 [CCc) 一 E(r)]U, € Zo, RAT (2.21) 对 (2.18) EDEL E 
相 容 的 ,所 以 由 (2.23) 得 到 
iC (x) — ЕСЛИ < re(Us,7), 
lECOLCCÉO — ЕО) = Le Cr) — ECr)] 
“五 (El x reUa 7), 
从 而 击 稳 定性 条 件 排出 
Lee) T — ГЕ (=) ЕС 


&-1 
= ст >, &€(U 7) < esTE(Uo, 7). 


BR, M r — 0 bj LABS, 
若 Uo 是 鹃 中 的 任意 元 素 , 则 可 找到 序列 UP є BD, (58a 
и сой, sa = |, — USP — 0, ТН (2.20) 和 稳定 性 条 件 
Е 
ПОС Cr) 15 EECO EGU All 
< CEC] — LEC ЕСИ 
+ ECC) PEG (U, — Ui?» 
+ НЕС) ECU, — Ut?) 
= CCI LEC JOEU + e£. 
BA, 4 op— 0, pg 一 со, ЕЯ. 
注 记 2.2 Atul RRR (2.21) 对 (2.18) 的 逼近 是 相 容 的 ， 则 
Tex bk И eoe PE. 
下 面 举 一 个 例子 ， 设 Ulx, г) RARAN, HORE Us, 
j),l<l<p, ЖЖ ТЯ 


OU ge o < x< oo, LST, 
x 


0(х,0) = Uslar), — 00 =< x = co, (2.28) 
Ka RERO HEA ЖЕЕ 日 ,使 得 
< 24 + 


jf 
O40 = A, ^-| P. | | (2.29) 
кә!" 
定义 空间 | 
L"(0, T; ТА) = 1UGO/ lU Са < оо, (€ [0, ТП}, 
其 中 


1 $ 
Поа = (| IU Go Pas), 


4 V = ОШ, 


ӨР ө 
— = A 一 一 一 2.30 
ar х" ` ( ) 


X oU(x,neL"(0, T; Г), VCx,( € L*"(0,T;L'(CSE))» 
所 以 
V(x, = | р, дев, 
其 中 P(e, z) 是 Vi, г) 的 Fourier Е, НО VB, 0). 
FH (2.30) 得 到 
DA, г) == ehem pg, 0), 


所 以 

ПСО а = | UG, Рав, (2.31) 
其 中 

Ke, 1) = > ар Св, 0) |". 
记 

ACB, 0) 一 emu P, ODI, 

则 有 
кв, 0 = Ўв.) 

不 难 验证 ü 


dn fig, :) > 0 
dé = - 


Лаврентьев (1956) UHH, #22) RO kajpi Ep sk, Е. 
dln gilt) 
SERO. >a, Д 


dln (X ro) 
dP _ 
AE. 
E ав) > 0. (2.32) 
de 
id 


GG) = m |” 18,948. 


把 上 式 写 成 积分 和 的 极限 形式 , 则 由 (2.32) 得 到 


EGG) у, 
d? 


TER GG) P: 的 是 函数 ,因此 
t 


Ye LU. 
GG s E GG) + \! " G(0), 


— 


4 N — co, iis (2.31) 得 全 

и лао < (ТЇЙ, „ПР, 
因为 8 为 非 奇 异 阵 ,所 以 由 上 式 得 到 

WOM rw < oT, ECON E, 


. Э % = ДРС) Ш (2.28) 的 解 满足 凸 性 估计 式 (2.19), 用 
D 表示 这 样 的 UC) 的 集合 ,使 得 对 这 样 的 Ce) , (2.18) EE AE EL. 
МЫС) < со, 2, TARAH Fourier 变换 在 一 个 有 界 区 域外 
为 零 的 函数 Оо (х) 的 集合 , 亦 即 

DCe] 一 Z | Deag, (2.33) 


mc 


BRD P 中 是 稠密 的 . 
可 以 把 上 述 结果 推广 到 带 有 低 阶 项 的 方 称 , 例如 


+ 26 * 


m" I T 
| U(x,0) = Шаби), (2.34) 
其 中 4, ER REM, A 的 特征 值 互 异 ， 
Agmon, Nirenberg (1967) 研究 了 Hilbert 空间 .多 中 的 一 
类 微分 不 等 式 ， 它 的 解 也 满足 凸 性 估计 。 关于 不 适 定 问 题 的 -- 般 
研究 可 见 Тихонов (1943, 1963a, b, I964a, b, 1965), Марчук 
(1973), Тихонов, Арсенин (1974) 和 Payne (1975) 等 。 
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假定 9, ЯП 9. 是 两 个 Banach 空间 ， 它 们 的 范 数 分 别 为 gt 
Tull. ЕНЕ SHREE 9. 中 的 线性 算 子 € 入 ,于 是 一 
般 形 式 的 线性 定 解 问 题 是 

. LU — f, (2.35) 
为 方便 计 ， 假定 逆 算 子 工 二 存在 . 

1% 3, п # 维 欧 氏 空间 5" US FERE POR, EUROS c 
APRE A, Sm), gU) BERAR, H & — 0 IF, g, 
(A) — 0,4 称 为 特征 步 长 . 用 有 限 维 Banach 空间 9, ЩТ 8, 
其 范 数 是 alm 1,2. Yi, 是 从 B FS, 的 限制 算 子 , 它们 
是 连续 的 ,并 满足 

тй, = U], YU € %8, 


(2:36) 
tim ||72,aF lau = floes Whe B, (2.37) 

qa 是 从 9, FS 的 连续 算 子 , 它 满足 
Yid = b, Vf, € Bas, (2.38) 


8. gn—t Banach 空间 ,其 范 数 是 11-13. pa 是 从 Bs 到 B 的 连 
续 算 子 ,w 是 从 9, 到 $, 的 连续 算 子 .我 们 假定 存在 正常 数 aE 
CENE 时 ， 


{рй = sup To < a (2.39) 


BOE 81,5 1211, y 


并 对 一 切 Ue, 
lim l| pafis U — cU, = 0. 
aad 


在 本 节 中 假定 Tras Pas 4 和 和 名 痢 是 线性 的 。 


(2.40) 


L 


BE | d 


Ly 


图 2.1 


La BRM Ba 到 Ban HORDE AREER JE PSII Es 
Wut (2.35), 
Lu, = Taal (2,41) 
ня 
R,(U) — LU — g,L,Y,4U. 
We E (2.35) 的 真 解 的 一 个 集合 , 它 所 对 应 的 全 部 定 解 条 
件 了 的 集合 FES PRE. ЗМ A> Ont U c 2 , 
都 有 | 
Пе,С0) — 0, | (242) 
DIER (2.41) 对 (2.35) ат ААУ. 
И и, 分 别 是 (2.35) 和 (2.41) КИ. AN LU 
All a, 
lim Pata 一 oU], = 0, 


则 称 格式 《2.41) REUSE BU. 
定 解 条 件 了 的 误差 7 会 引起 н, 的 误差 пл. 如 果 存 在 正常 数 
cas 831—3) f 和 # = Е] 
lea, ll, < eal Fl, (2.44) 


(2.43) 


RUHR (2.41) ERER. 


. 28 а 


由 于 L, f vua ЕАУ, Т LASTS 


o igea s alfh. (2.45) 
RBA нь 一 Liat НА EXOCSEUET S — H а 
IE A "2 = sup ааыл, wad lls < €x. (2.46) 
定理 24 如果 LOE, (2.41) 对 《2.35) 的 逼近 是 相 容 的 ， 
那 末 稳 定性 等 价 于 收敛 性 ， 


TA SER Ea. 7—07 f, 当 一 0 时 ， 
рь. — eL f], — 0, 
Ah, Wels wall Я СОНЯ. НН PE EB, ИП 知 
(2.46) 有 成立。 
反之 , 若 格式 是 稳定 的 且 Ue. 85) 
Pate — oU |1, < Прат, — aU lla + рл — Patiala, 
ЕН (2.40), ц 470K, RAMs BAS. AA Lan, aU € 
3... KH (2.38) 得 到 
heater — Patoa lja 一 llPaLz Tunal — Pal Vangel Yu, aU ls 
= [pale Taa (LU— q,L АЈ), s IpaLi'viall R4CU hh, 
Hide (2.42) 70 (2.46), 4A — 0 BJ, LABS, PEM € 
Bl a 
leass 一 otil > 0. (2.47) 
# UE (2.35) 的 解 ,但 FE , 则 存在 UM є 2и, UY 对 应 
ЕН JO) e .多 ,并且 
lim |f — fL — 0. (2.48) 


Я =? 表示 以 FK? 为 定 解 条 件 的 (2.41) 的 解 ,; 则 有 
pate, 一 oU f = Рик 一 pal], + [ры 
— 0], + [60% — oU], < |р 11 
— FP lla + рш?! — 009), + До ШЕИ — А11, 
ЕН (2.46)—(2.48), 5 д — 0 FF, ERAMATE, 这 就 证 明了 收 
ЗЕ. 
iki 23 Feo SMS НТИ, WA lim lo^ p, 


. 29 * 


us — Uli; = 0, 

i 2.4 Ж B = % == Ba, [а 1,2, Му, ль РА, а Mo 
都 是 恒 等 算 子 。 KE чу =, ЛЕ Ий 2.4 等 价 于 Канторович 
(1948) BOSE Ac ob Se HB. 

在 许多 情况 下 还 可 以 获得 误差 的 浙 近 估计 ， 其 中 最 时 的 工作 
是 Рябенький, Филиппов (1956) 和 Seter (1965) 开展 的 ， 下 
商 是 一 个 一 般 性 定理 . 

定理 Z5 se PARE 

G) La 是 稳定 的 ， 

р 
(ü) 2,00) = >, Адат Ар + дафа, P > 0, 


}=0 


其 中 p” ВЕ, 
(ш) 方程 La? =o? AMHR Lag таре, Dex D 
PEE S 


p 
Pata = рът, U РАБ фи + >) віры. 
fap 
WEB] ”不 难 直接 验证 


fr 
La{ a, — Tall — Leh, — >; hing? ) 
im} 
P 
= Ya — Lay U Фә 一 M bra” 
ПЕЕ 


Р 
= y; R ICU) — d — > hly; pt) == 0, 
上 一 由 
Arid 
. p 
ty = ҮП + Liha + > Any, 


H CRS BT uE, 
Я 2.5 由 定理 2.5 得 到 


tot 


t 
Patt, = xU + paral — aU T+ paba pa + > Bog 


fae 
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+ > AN psa? — cy”), (2.49) 


如 果 pU = 0, 01 р 1,llq, dp = OG, Wear. — о 
U |j. = ОС?) WU (2.49) 得 到 ` 
Pata — oU = OC 4"), 

ШЖ pO -0, Ор 1, lada = ofA"), Пра, 
aUih = of AP), [ры — wn, = 01), WA 

Pala = oU + А? оар) + of AP), | (2.50) 

ЖЕТЕ aT SUE ERB АН, ОИ (2.500 E VL, 

A, = ХА, X > 1,Mi 

Patia, == oU 十 XP AS Оор? + of Al), 

Pa ttn, — coU + Ат? + о(АР), 
因此 得 到 较 高 精度 的 近似 解 "， 


(Pa — Pan) = 00 + of 44), 


1 

xP — 1 
BBE SARS OSE EERIE. 例如 设 qr 0,0 is 

P— 2, Шафи = olk), [Рыб — oll, = ов?) pan — 
сот РЗ], = oh), | Рим” — on], = о(1), AU А, == Xhaka 
Ay, X, > 1, X, > 1 Wr, 

Patty, == 00 А ХХР TAR agi + ХХР nt) + of AT), 

Pats, = coU te XP! S on Y + Хот + о(АР), 
Pata, mm oU 十 AS tant U + Scan’? + о(А$), 


Ej itis 
ә = wo 1 (XI! Pate, — Pa aL) 
一 ой + =i 一 тс 一 ЖЖ вет + olki), 
x, = LLL OF Pus, — Pha.) 
ХР — 1 D ба 
= U + gir Cl — XXE! + of AP). 


a 31 > 


则 得 到 


р = 222 0 = U + olhe). 
а — 1 


下 面 介绍 另 一 类 外 推荐 ， 设 h = ХА, > l, СӘ, 
此 时 
Latia U = Yaad + Y. Ë R | CO), += 1,2. 
假定 


R, KU) = Alp + da dra, 
pp Ss 75 uda, = обй). lú 
da UU) = g, ba, 一 4a, Ran CU) = Ra (U) — RU), 
Vii] 
Raa CU) = (XP — 4o + PaO), 
若 按 下 式 计算 (2.35) Bg LE vu, 


Р 


x " 
Lage а +: Yaa Raya QU) 


xe — 1 


则 


Lp ra TU ) = 


xP = | 
> Укл) da. 


所 以 | 
рли, — 00|, < MPa Yu — ой + laa tLe leat 


+ len ыт» da, a QD. 


从 而 可 期 望 Paes, Kk Pa Ly Y i 更 接近 cU. 
关键 在 于 如 何 估计 Ra СО), Ame PARE 
By aU) = La Y s ata, — OR bey ass 
其 中 LEN? 是 从 Bis, 到 Ba 的 连续 转换 算 子 .ap BM ©з, 
到 Gar, 的 连续 转换 算 子 . 
上 述 方法 也 被 称 为 7 内 择 法 ， 它 与 多 重 疯 格 方法 密切 相关 ， 
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APE RATA Pisa, 进行 内 插 , MVEA E E 
加 一 个 修正 项 ,因此 即使 P? 与 x 有关 ,仍然 可 以 使 用 . 这 个 方法 最 
EB Brandt, Dinar( 1979) 提出 的 。 有 闫 的 资料 还 可 风 Auzinger, 
Stetter (1981), Brandt (1982) 和 Stüben, Trottenberg (1982) 等 
ХіХ. 

提高 计算 精度 的 另 一 个 方法 是 Defect 方法 .简要 介绍 如 下 ， 
Жа RSS г ОШАЙ, Д) | 

{ө = Liu, 
a == wy — Ly'[7; LD, — Yu], $293, 

其 中 Da EM 9, $1 名 的 连续 延 拓 算 子 .该 方法 的 优点 基 可 忆 在 
同一 个 空间 %., 中 来 计算 «D. gu IDA FEGGX HESS BWR 
© ise, ASE BJ BBL ATL Stetter (1978), Hackbusch (1979, 
1982) 和 和 Auzinger, Stetter (1982) FAXE, 

线性 格式 的 解 还 满足 组 合 原 理 ( 见 Lin Ош, Lu Tso (1984)), 
例如 成 立 下 醒 的 定理 : | 

定理 26 如 果 满 足下 列 条 竹 : 

G) LP ЖЕН, ри = т, DSM, 

(ü) REU) = Aa ra gt A-4449, LLM, 
其 中 eU SAR, 
(i) 方程 Ly? = gp?! 有 解 ,并 且 "did = Y, хф“, 


(iv) « 是 常数 ,并且 5 a= I, > ap? = 0, 
t=1 ѓа] 
那 末 


M 
s = > mp = Patra + гу aPC Руф 
1=1 


+ 5 ah? Py? — con), 


imi 


НЕВЯ H (2.49) 得 到 
Pru? — Bean? = рат, QU pL) pip 十 AP (Pam 一 con), 
Жа Е АНЯ, ЊТ 


+ 33 + 


м 
У) аА?) = Aten > am” 


¿=1 i=l 
‚ М 
= АР]! (> ay”) = 0, 
i=1 


BUTS BOUE, 

根据 定理 2.6, 可 以 把 用 不 同 近似 方法 获得 的 解 组 合 起 来 ， 从 

而 得 到 更 精确 的 结果 。 例如 设 定理 的 条 件 往 足 , 并 且 当 5 一 0 时 ， 

la,0 = о{А?}, фу от), == об), Рат — eU = 
oA?) , Д] 

s = ¿U + olh’). 


24 ”线性 特征 值 问题 | 

Wb BH Banach ZM, HORE D]. L ROMA BB) S985 
全 连续 算 子 , + 是 复数 ,并 考虑 下 列 特征 值 问题 

LU = 407, (2.51) 

用 (L) 表示 算 子 工 的 谱 。 由 于 工 是 全 连续 的 , 所 以 oL) 
Je c Ke EE ЖЕНГЕ IE Зря. H AL) 
RBS, MD ze ACL) 时 ，(s — L)” BARBS. X 
ie o(L), à = 0,e 是 小 于 4 到 其 它 谱 点 的 距离 的 正 数 ， BRE 
JH RE ҮТ 

@a,L)= 1. NEC — рузе, 


TH HangePU,L) == (А, L)S 是 由 工 的 对 应 于 4 的 简单 或 
广义 特征 元 素 所 组 成 的 集合 ( 见 Taylor (1958)), 

AS, Be D, L, 是 从 3, 到 m, 的 线性 全 连续 算 子 , 并 
用 下 列 疝 题 来 代替 (2.51), 


Lu, — Али. (2.52) 
为 简单 计 , 下 面 假定 B= BFE PHA 
G) im 人 Za — LUI —0, VU e S, (2.53) 


Gi) {La} & Ek E pr PF, Па 


a 34 + 


£L,U/|U| = 1, сєз} (2.54) 
任 间 中 有 紧 致 的 闭 包 。 
根据 上 述 假 定 , 在 在 正常 数 co, 使 得 
IEA! * Co, i Lal = Co, (2.55) 
以 及 
Him 102. 一 LaL) = lim Е 一 L4) Lal = 0, (2.56) 
Atkinson (1967) йт ГЕНИЯ, КИЛИЯ 
. 
818 21 W 5550, cwn № (e — м) BM BASH 
See ERS uw. 是 从 BR SORES EMA THA 


ll ora и) 1 < (2.57) 


EDR (2 一 os) 存在， 
гй 1 аа мой, 
М Sm Ncw al 


(2.58) 


lz] 
lG — елй” 


并 且 对 一 切 Uc Ss, 
Oa ar — (z — ur Ul s GO — Lar !Ї! 
Шав UF 1а 4 UL on ell 
[zi — We о Ce — cer Dez all ` 


(2.59) 
证 明 ROA 
Ci + (z 一 wi La alls аа) 
= z — (z — wi) Ца — iioi 

由 条 件 (2.57) 和 ers cos 的 性 质 即 知 (z 一 oer) FREE Н. 
足 42.58)， 经 过 仓 细 的 计算 , 则 可 进一步 得 到 (2.59) 

mR z 0, z€ ACL), BRA ARCS, AS] 3E 2.1 和 
(2.56) FER («— Lu)" 的 存在 性 ,并且 

Gs — Б — (z — LUI = 0. 
Turner (1966) SIA T БУО {LW}; 
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L= — ajl + ula, 0X a <1, 
显然 有 LPI < 
паа 设 Ë RL) PORTH, Vor BEE 
在 正常 数 如 和 c, 使 得 
G) X—E) zem, MG — LI a, 
Gi) 当 A «ATE LS CAECLI) ERIT) z€ 5, 
IG Ley «a = Con, 


其中 4 是 多 到 原点 的 虑 离 ， 
(ш) H#—- U e 9, ze. Mach, 
Ie — L)^U (а — [ЧУ < ra 
-CL LPU + С — LILY), 
Gv) # {в v| «ul £ <, z€ Я, 则 有 
Wa — LEP — (a — LP YY < Anda — v. 
证 明 因为 9 EAL) HREM, (z — LIEF” 
是 连续 的 ,所 以 结论 (1) 成 立 。 又 由 于 
(L — LPL = pll — ВСЁ LOL + (L — LaLa 
所 以 
ICL — LL) < ICE — LL + 二 WL — LLI. 


BEM he YAN, BBY А < Aa tht, РАНА ss 因此 由 
结论 G) 得 到 
о< 4 < <del E LPL + + Е LD) LI] 
< [z| — |= — БАШКЕ — PD) LIP, 


Mitt 


L — Буре Lz | . 
Ie LUN = ry 


结合 引进 2,1, 即 推 得 结论 Gi) ЯП (ш), 
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最 后 当 [am v| < x 时 ,由 结论 Gi) 推 得 
Iz — £59) — (z ~ LP i= — IE — L.l 


< 2e a — vl 


ч 


1 1 1 
^26 ^341G- L8Y] ^ [бес EPT 
Süyt.BilH Von Neumann ERACI Taylor (1958)) 得 到 

IG — LP) — (z — Ley 

le LP Че — LPI 

1 — | (= — РР) — zeli 

“PIPE A ТҮРКИ КРЕ. 

定理 27 Ws se BARBER, и E L, 的 特征 值 ， 
|2,1 22 a, ЕЛЕ A> 四 使 得 当 ASA Б „|4 — Lj < =, ЖН 
age LEER [s 

证 明 ЕН (2.55), LAL, 的 全 部 特征 信者 落 在 辑 |2| < с, 
之 中 .不 妨 假 定 a < cs HAE ЯИМ a << |z| < co 
My ¿e (ЖГ EER |= — z] За, RRM E ЕЕ 
加 ,并 把 余下 的 集合 记 为 E'S APF Ldà m ERAS FT, ALINE 是 
MIRA. PEA RO EEA REFER TERR, НЕЕ 仍然 是 紧 致 
SHA E' CL). ЖП 2204 я = E'Y <= 1, WS 
=< h WE CAELI) BHR E'No(L,) BER. 因此 , ж 


= Аве и — vl. 
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a P! 


ine (LANE М — jg d£ le o(L), fE 由 一 dal < SER. 
假设 4 > 0, i€o(L),5 Во BY Ri Г, Жл LS le 
i| = а, Г. RRS Г, ARR PAR, 其 内 部 包含 了 原点 和 


РИ, BY FE — n unuis/isl «3, HÆ T, Г, 外 
部 }， 则 集合 互 是 ACL) mS se A. GBR, ALY) EB 
Зе 

Iz! = > №. 

根据 引 理 22,4 AA ECRI), KA ALY) — 
CET RAM, Hof 表示 OLY) 在 五 内 部 的 部 份 , 特 别 
id on 一 e ERR olla) SH ds 一 41 < s HAR. 

定义 投影 算 子 

Poy, LIP) 一 zl (z — LP) de, 
2mi n, 

定理 28 4 «AL, 

Ci) £imzP(o,,L,)8 = £'ims2(1,L)8, 

Gi) 对 任意 Uc PU,L)®, 


lU — Ploy, Lull < tas, (CL — ьш] 


+ «(КЕ — LEAD, 


有 从 而 
lim |D — Bay, LysU ll = 0, 


证 明 首先 由 引 理 2.2 的 结论 Gv), 4 (p — »[ eL, 


45952 

ЕР NI ñ < ñ Rt, 

IPOP,LP)— POP, Li E | Ge — Le? 

Zim 2n 
— (z — ЫРУ Ава — vl. 

所 以 PCP Li) AF p ERN. 

根据 泛 函 分 析 中 的 一 个 定理 ( 见 Riesz, Nagy (1955), 359 
И зано ЖЕК Н. (B 
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P(e LPB — PU,L)B,H (ai, Ly?) 关于 ww 连续 ,这 就 
证 明了 结论 G). 

又 在 引 理 2.2 的 结论 Gil) 中 , 令 а = 1, EE U e PA, 
LYS, 

lU — Plar La U] — NPA, LU — Gs. LUN 


-| = f. ((z — L) U — (z — 1070) 


< =. (lO — LUI ОИСЕ — РЕ). 


下 面 来 估计 收 敏 速率 . BB Hilbert Sh), ГЕНКУЯ 
子 或 规范 算 子 。 则 可 得 出 许多 结果 ， 可 参见 Nyström (1930), 
Bückner (1950), Brakhage (1961) 和 Keller (1965). —Ж #89 
结果 则 让 Atkinson (1975) 最 先 得 到 ， 为 此 需要 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 23 ik 4 = (Ay), ВСВ) BN X NRE, |461 < 
Bu IBR р(4) < o( B), Яр o(4) Е: АНУ. 

证 明 对 应 于 向 量 范 数 lol 一 max|ay|, 8889388805 RK ЖЕ 


l4] = max У) 1451,35 B. 
t jel 


oC A) = вы, (2.60) 


由 定理 条 件 推 得 | (4)! < (В, 所 以 aA < В", Bm 
12.60) 得 到 所 证 的 结论 . 

引 理 24 Rik AN хм EH AYN BEE. К 
Еу. Mik A, BN x МИН, НА à ОН, 14—461 — 0, 
那 未 ,存在 正常 数 с ti 


4 
max |А — 2, | x el4 — 4l", (2,61) 
Ape at dy) 


其 中 o(4,) E 4, 的 特征 值 u 的 集合 
证 明 不 妨 设 4 已 是 Judon 典 则 形式 ， 记 4 一 31 +M, 
其 中 


` 
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lo 60---08 
h E. w xou HER. ШЖ ЕТ 


А 
max y= р el, Ут = N, 
l<; =<" 


іва 


id D, = 4,— AW] | 
Бася, — 4,1) = Det( + D, — (1, — AH). 
所 以 为 了 估计 |1 — 4.1, НЕЦЕИ S + D, 的 特征 值 Pi， 令 
i, = max | CD); ] ; 则 由 引 理 2.3 得 到 
p( 9 + Da) < РОЯ + 2,9), 
яъе EN X мы, EMRE 1。 下 面 估计 M+ 2,5 
的 转 征 值 ua. WE e = (ropt орм)" 是 彬 应 的 特征 向 量 , 即 有 
(M+ a,S)v = pav, 


4 e= 0,1, ER, s= D mi, 则 上 式 可 改写 为 


(Ole + оазе) = wat, (2.62) 
X v= 1, MBSE, 从 而 с СЯ + 0,6) = 10, Non}, 由 
И ЕЕ (2.61). 
X r> 1, MD v (20,90,-..907)*, Втр U) = Col, 
5$.» vIP)*. HH (2.62) 得 到 


het + ape = ии, lise, 


或 者 写成 分 量 形式 
(o + m= aur, Тары, DE Sr, 
и = ивы, Тр г. (2.63) 


如 果 :一 0; 那 末 下 于 e > 0, 所 以 一 定 有 нь == 0. EAR 
有 r+ 六 2， 则 确实 可 以 找到 eco, ВЕД (2.63). МЫ 
рь 一 0 确实 是 М + a, 的 特征 值 ， 
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如 果 s 0, —5E. ша 9 FER NGM AM, ua А 
可 能 等 于 1， 若 不 然 , 则 由 (2.63) 得 到 
s) = (w + 1 jess, LS j= n, lise, 
把 上 去 对 i RAEE 


P 
а = Yop че) "T 


fel 


再 寺 1 求 和 后 得 到 
а У tm + 1) 一 1， 
2 121 


4 z, > D , RSS ЯУ} „Т1, nua 1, 
MiB (2.63) 得 到 
я — vj? + vag = nag, Li Sr, 


再 对 2 求 和 就 得 到 
> eff = (1 — М + Nays, (2.64) 


55 — Ji Wl, MAA (2.63) 推 得 


1 — ay 
piu? = ay Y 
— Bs 


用 wy RER H LUISA S] (2.64), RL ах, НИЗ 


r vi 
— ait + в + Мал) — oy >} am (LHF) — 0, 
ici 1 一 p 


(2.65) 
上 式 左 端的 最 后 一 项 是 一 工 次 多 项 式 。， 把 上 式 看 作为 关于 s 
的 代数 方程 , 则 1 是 它 的 根 。 用 由 一 工 除 方程 的 酚 边 就 得 到 
— ps + eu uu) = 0, (2.66) 
其 中 авл) 大 ?一 工 次 多 项 式 ， 
因为 в, 是 mm ERMA, MEE BR с, 使 得 当 
la,| 1K | ира») | < n. BERA (2.66), ШТЕТЕ 6 8k 
css FSR FED DA AS besa? < ca, ҮЕ ЗА) В со, ВА] 
对 一 切 5 AB RE LK А ШВ f (2.61). 


定理 29 jk 1560, ¿€ (L y, CORE v, 也 就 是 说 ，> 
是 使 得 下 式 成 立 的 最 小 正 整数 
Not LP) = Hull(C4 вр), 
那 末 ,存在 正常 数 of A < В, 


1 
max|à — Aa| < сипах| Li — Е." 
ARES A 


其 中 p 是 Ка — L)” JS. SiN, кеш М, N E 1 
HER. 

证 明 设 0, = {AAP Нн Др МИНОР). 
根据 定理 2.8, 当 & «^. WAP Sis rh) 的 重 数 元 和 等 于 
№. Plor La) 的 值 域 y 可 分 解 为 

ебад) = Ill A — Ly) QD Hall — Ly eae 

LE — Lyre, 

把 орг 看 作为 从 VO) = wlll — Ly!) 到 -大 

Coa) FSS FRI UJ єк (Л), X РЯ 
aU = U — SP (A,L)S2(o,, L4)U, 
Т ДЕН ЯВ 2.8 得 到 
a U| < 1.2262, LU — os, LD 
=< of (а, EIU. 
其 中 
8, = max( CL — Lg) LICL — £251). 

把 oa SHES (a) 2] Ci) RT. WS A> Om, 
l. || — 0. ВА 4S № FF, (1 一 aura) ^ FEHB RA 
At. 

不 难 验 证 在 WA) 上 Pla, Lu) WERTE 

(52(0,,L,)) ! = (1 — a 4) PL), 
并 且 当 ASA 时 是 一 臻 有 界 的 . 

SELA NWO) BOA) 的 算 子 S, 如下: 

HU = {Bo La) LS (a, LU, UE Va), 

WA Za ВЛЕЕ оь. Ш tet 是 Са) 的 基 ; 所 以 对 一 切 
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А . 
НЕ), U-— У) арг. В. 
2-1 


ILU — sul < (27 1601) — рей. (1.67) 
由 于 有 限 骏 空间 的 一 切 范 数 都 等 价 ,所 以 存在 正常 数 сз, 18 
25 lel < eU] AEH (2.67) 得 到 О 
|LU — s“ ,U| = esl U imaxi] СЁ. 一 Sil. `: 62.68) 
由 于 对 一 切 Vera) 
LV — s#,V|| = WA lo, L ,)) dl 
* lB L, ,)L V 一 Ро, ГРИ, 
因此 由 LPer L4)V = Ploy, L,)V 得 到 
НЕЙ — Vl = CH (а, La DIEA r L oer — Е.И], 
把 它 代入 (2.68), ИО Ue wi), 
ILU — s U] = eWUmax|L g; — Lil, 
这 样 ,就 在 КО) 上 得 到 
WL | < сотах). 一 Lagi. (2.69) 
但 车 WA) ЕТ, m^, MLAS GR AM А, RRM, 
14 一 Aall = eel L— sZ „|| AE ES (2.69) Вр] l4 一 Aull 
的 上 界 ， 最 后 ,应 用 引 理 2.4 就 证 明了 定理 的 结论 ， 


关于 特征 值 问 题 的 其 它 工 作 可 见 Chatelin (1973, 1981) 的 
文章 . 


$3 非 线性 差分 格式 的 稳定 性 和 收 伍 性 


非 线性 差分 格式 和 线性 格式 有 本 质 上 的 差别 ， 一 般 说 来 , dE 
线 隆 格式 不 可 能 具有 $ 2.3 所 定义 药 稳 定性 ， 另 一 方面 ,Lax 等 价 
性 定理 和 Канторович 型 的 等 价 性 定理 也 不 成 立 。 因此 ， 估 们 从 
不 同 的 角度 出 发 来 推广 稳定 性 ， 并 讨论 在 什么 条 件 下 可 由 此 挫 得 
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eae HE. 


31 非 线 宪 问题 的 广义 稳定 性 


假设 €, 是 Banach FH, RERE I-i Z ÆA 8 3] 9, йо 
Fit „1 9,, ЖЖ ЕИБ 
LU =f, (3.1) 


在 本 节 中 Rit LU 存在, 

ЊН 9,8037 BAF ть, PARI АЕ IR] $ 2.3, 并 满足 
(2.36), (2.37), (2.39) 和 【2.40)， 但 它们 可 能 是 非 线 性 的 ， 用 
L, 和 f, ЖАЛАУ, PAs 

Laus = hb. (3.2) 

Wu (3.1) AU, MU BE IT RU) 定义 为 

RAU) = f,— Lamia, 
154 д о, ЦЕСС) — 0, НИЖЕ Ц, 格式 (3.2) Ж] (3.1) 
ARITA, 

如 果 RAT) = OCF), ДЕ 07, ЖЗИ Е 

ы, U) REIFE siLa) 一 sups(U ). 


如 果 
lim || Pats 一 10|, = 0, 


则 称 客 式 (3.2) BUE na ИСТ О. 
问题 在 于 如 和 何 定义 稳定 性 .可 以 仿照 $2。 把 稳定 性 定 尽 为 : 
存在 正常 数 єз, EFS AS 加 时 ,对 一 切 a 6 8,5, 9 


lat? — uf, à e [L Ahi 一 Laus? laa. 


通常 把 这 种 稳定 性 称 为 线性 稳定 性 . 

大 量 事实 表明 非 线 性 格式 很 难 有 具有 上 上述 稳定 性 . ЖИ 
(1965a, 1976) 针对 非 线 性 间 题 的 特点 握 出 了 广义 稳定 性 的 概 
<. 

AIR FEET wx п АЖЕ РВ MG) RUN 
(ea) Ll K 35 ЖМ q, ВЧ 


. 44 .- 


WL atta — Laradza Sz Niua)! (3.3) 

hr. 
IP — АГ =< M Gl Lana — У (3.45 
则 称 格式 (3.2) 对 点 ил 是 广内 稳定 的 . 
假定 适当 小 ,9 < 4, ж 

Lege 一 Laoshan < Na, Ae 
It (3.3) EPRI. 因此 ,对 一 切 L, 和 aa, 这 样 的 8 的 上 界 都 是 
+c, 人们 感 兴趣 的 是 它 的 下 确 界 ， 并 且 被 称 为 L, 对 ow, 的 广 
义 稳定 性 指标 , 记 为 Свв). Пп La) = sups( La, on) RRA 


ELM 
Ly 的 广义 稳定 性 指标 . 
若 对 性 意 的 94,《3.4) 都 成 立 , 则 记 s(La. u.) = — 00. 如 果 
对 任意 的 из, (La, 44) = — оо, Mid CL) = — оо, 
如 果 对 一 切 af e$, Йи? 一 Lush © N(u4)À* Hj, 
la 一 s|, МС) sa — Lae? a, 
HIER (3.2) 对 点 a, 是 一 致 广义 稳定 的 , 并 把 这 种 了 的 下 确 界 称 为 
La XL ui 的 一 致 广义 稳定 性 指标 I clases). Hf L, 的 一 至 
广义 稳定 性 指标 是 sCL,) 一 Supe Las ita). 


MN 


我 们 知道 ， 非 线性 系统 通常 当 且 仅 当 外 界 扰 动 不 超 过 临别 导 
时 才 是 稳定 的 ,广义 稳定 性 就 是 适 诺 了 这 种 情况 ,特别 , 若 н, 是 
(3.2) НО, fa RB Ja (Li, us) < 0, 则 当 [| А 
基 常 数 时 ,ws REBBEN. ХРЕНЬ, — RRK, La но) A 
小 ,格式 就 起 稳定 。 Griffiths (1982) 专文 介绍 了 这 种 稳定 性 , H 
称 它 为 8 稳定 性 . = | 

广义 稳定 性 是 线性 稳定 性 的 推广 . 
”定理 3.1 OL, 是 线性 的 ， 则 线性 稳定 性 的 充 要 条 件 是 М 
(и) 和 Ne.) Ба, AUX.H. ALa) < roc. 

证 明 Ж L, 是 线性 稳定 的 , 则 对 一 切 us, oC Ls, ка) 一 一 oo， 
从 而 s(L,) = оо, B М(ил), NGo1 为 常数 ， 

Я, М(и,), NGgG) 为 常数 ,日 (ha) <а< boo. H 


* 45 «+ 


ж a, SLA of) = NAN Lan! — Laws 1 == 1, 2, 则 
ч 
ПА. avi? 一 Lee laa NAT, 
并 由 此 得 到 
les? 一 oP ls < MYL ae? — Lari lls. 

因为 ¢< 十 co, 所 以 可 由 上 式 推 出 线 狂 稳定 性 . 

ш г, 是 线性 算 子 时 ， 线 性 稳定 性 的 另 一 个 充 要 条 件 是 М 
(мл), N(u,) 与 и, BHR HL} < +оо, 

下 面 来 讨论 (3.2) 的 可 解 性 ， 

引 理 3.1 БЕ РЯ Е 

(i) L, FER Bale’, R) 中 有 定义 并 连续 ,其 中 

Bylo’, В) = fefe, v/€ Bs, ll» — eha < К}; 

Gi) WE v? € By GA R),38 | 

Law” € Baal Lav sr) = {gje € Balg — Бы |а <}, 
pU 


lg? — 602311, , < Мә! — Laess 
其 中 MM 是 正常 数 ; 
(i) Pim(B,,,) = ZZim(3,,), 
PB, Mo g< Di та), WE Bale’, R) 中 存在 唯一 
a PIECE Lar = ғ. Ач 


: Ё 
ғо = min (^ E). 

WR KE Gi) 保证 了 在 集合 B, (L m, rN Li Ве”, 
ку) H, LF 是 唯一 的 ， 所 以 只 要 证 明 Bi (L; , но) Lal Bus 
wR). ЕН НЫЕ IES. 

假定 £g € Baa(Lae', го) fB РВ, К)). & 


g(3) = Ен + Ag, 4720, (3.5) 

并 记 
AW zB X) ae (0,2) ,sta E La( Bsr „Еу, 
0,25 БВА. (3.6) 
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ЖА > 1, Rg) = g€ L (B, (6, Ry), MERE BE 
ВЯ. 

# 4 一 0, 则 gm СХ) = Гр € "MS 8), 并 且 对 应 
HERRE = L gev. 

ж од 1, WRAP 1 КИЕ в, 都 有 = 

gli — 8) € Lal Bisle, ВП В. Lae’, ro), 

所 以 元 素 Руа — в)) FE. HA iF Gi), 还 存在 极限 元 素 ? Р, 
使 得 


$ = limL;'(g(X — &)). 


但 对 一 切 这 样 的 8, 由 条 性 Gi) 及 (3.5) 得 到 

LG — в) — vhs < Mile — в) — Lala 

= МОХ — elg — Б МОЯ —в)}< (1 —®)Р, 
因此 РЕВ, (7,8), Fit La 在 В, (0, R) 中 的 连续 性 ， 尚 有 

Llr) = р, 

现在 以 5 为 中 心 , ERR Bi, DC Bale К), 并 使 L, 
(Bia, £))C Bz (Lw, г), 于 是 在 BL, Е) 和 Li Bia, 
£)) ZH], La 是 个 一 一 对 应 算 于 .从 和 而 由 条 件 Gi), LAC BC, 
eD 包含 了 下 的 一 个 开 邻 域 ,而 这 与 区 的 定义 (3.6) RUF BI. 

定理 3.2 如果 下 列 条 件 满足 

(i) La EIR Balata R) 中 有 定义 旦 连续 ， 

Gi) L, 对 点 уй 是 一 致 广义 稳定 的 ， 

(ш) PinBB) = £Pim(9,,), 

(iv) 2,0071,» < r (A). 其 中 


ег" R 
4) = min (Ev, U Mirum, К), 
ro( 4) = min (N(Y U) MU) 


则 格式 (3.2) 有 唯一 解 . 

证 明 在 引 理 3.1 中 令 r = w. U, ro 一 ro(#), 那 末 本 定理 
的 条 件 ()— Gu) 恰 为 引 理 3.1 的 条 件 ， 所 以 在 Baal (Уй), 
r4) Ls BRED. 叉 由 定理 的 条 镍 (iv) 得 到 | 

lfa 一 Lyr.. U Wes < rol 5), 
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Ыш Һе Biu(pLa( viU) nO) ПЕВА Y ЖЕ. 

注 记 3.1 Я (3.0) 是 依 微 分 方程 的 初 信 问题 或 初 、 边 值 问 
EE ,(3.2) 是 相应 的 显 式 格式 ,网 它 的 可 解 性 是 显然 的 。 对 于 其 它 
AUS Т EE) SE 3.2 来 保证 它 的 可 解 性 ， 

下 面 来 讨论 收 伍 性 . 

定理 3.3 假定 下 列 条 件 满足 

G) 对 充分 小 的 4, 格式 (3.2) HE IE ил, 

Gi) 对 点 y. U, (3.2) 是 广义 稳定 的 ， 

(Gn) P, 是 线性 算 子 ， 

Civ) [RE ua < NOn At, 2E HL. 

lim M Gr, U JR (U) = 0, 

BBR 

lim ||P ate — wlll; = 0. 

证 明 5 = YU + ss. Wl 

MN = f,— ВИ), 

Livi U + п) = fs. 
HARE Gi), Gv) ЯП (2.39), 34 4—0 Rj, 

[Райхл ||, = суйл < ceM (7 ,,4U Ras |1, — 0, 

由 于 Ри, 一 oU = Pul, + Рт „О — oU, [КҖ ЕН ESEURI (2.40) 
BUS Bri, 

注 记 3.2 ”如 果 存 在 正常 数 Mo 与 №, ЕМС, „О < Mo, 
NOU) Z М, HA (Гл, T aU) = 0, Дум (КОО), — 0 
时 ,格式 就 是 对 己 收 敏 的 。 

注 记 33 ШЖ M(T..U)||R,(U l, = ОСА), ра, 
«||, = O(4"), gu > max(s( La, y, 907), 0), М 

Paes 一 00), = O. 

B— PARE {нь} 对 f, 的 一 至 连续 依赖 性 . 对 于 线性 入 
式 来 说 ， 解 对 定 解 条 件 的 一 致 连续 依赖 性 等 价 于 格式 的 稳定 性 ， 
若 阁 式 对 原 问 题 的 逼近 是 相 容 的 , ЭЕ X Sir ТИЕ. 所 以 
ЛАМ ЛИЕ Ж Malls 对 Ц 的 一 致 连续 依赖 性 ， 
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对 于 非 线性 问题 ， 并 没有 上 述 关 系 . RI, 往往 由 广义 稳定 性 或 收 
' 钱 性 推 得 解 的 有 界 性 和 对 定 解 条 件 的 一 致 连续 依赖 性 . 
定理 3.4 d; 1,00) 二 0, 502,0) < 0, Malee МСО), Wi 
MAST, — BOA Pall eM ONO), 
ЗЕЯ RNA 
fee) 一 0， 
Lj lus) = fa, 
因 站 由 广义 稳定 性 定义 得 到 еа, s МСО) в 并 由 (239) 
BP ТТЕ. 
WU des 的 函数 ,x 一 (tL tatr ta) s Urn 表示 如 对 xm AIDS 


А 为 步 长 的 向 前 差 商 ， «== (=, Oa, °° о)! > Om 22 Ü, HE = > 


m=i 


LIT 
[7.9 = U; ai eae feta se DU = Regu cA 
E ^ m Яхтдхіз- Ox 
定理 3.5 假设 定理 3.3 的 条 件 成 立 ,并 且 | 
(i) оны, 


(и) мои као р. = OFA"), |p r, U 一 aul — 0 
(4^), - 
(ш) DU 连续 ,并 且 lel 2 и> 0, |#| = =, 
BDA Pye, 对 < 的 8 阶 向 前 差 商 一 致 有 界 . 
证 明 НЯ (0) 得 到 E 
(Pita) == e DU + «(0,8 — D'U) 十 T 一 eU), 
ШЖ C), Cui) 及 注 记 3.3 即 得 所 证 . 
注 记 34 BAR Gi) 中 的 OGM") BA о"), WH & — 0 
В, (Ранд), — D'U, | 
一 般 说 来 ,L。 依赖 于 若干 参数 . 记 a 一 Cassan o da), PEL 
s(L,) 也 是 a 的 函数 ， 我 们 自然 希望 选取 a = a, E L) ЗА 
到 最 小 .由 于 实际 上 很 难得 到 o 的 准确 值 ， 所 以 内 能 设法 使 
г.) aje. Weinberger (1972), Michelli, Miranker (1973) 
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和 Birktioff, Gulati (1974) 等 都 研究 过 格式 参数 的 最 党 选 起 问 
题 ,但 他 们 只 考虑 线性 问题 ， 并 设法 增 大 s(L0. 对 于 非 线 性 问 
AE RIED 28 ES 5.0L.) 和 s(L,) ;设法 增 大 S Ls) DRE, 
减少 (La MERRE tE mA- H (hs) < Е), 于 未 就 可 
Зин. 

综 上 所 述 , 我 们 可 以 按照 下 列 途 径 来 站 究 非 线性 格式 . 即 先 
估计 (Laws) 或 sj, 并 使 它 尽 可 能 小 ， 然 后 在 一 定 条 件 下 ， 
由 定理 3.3 Ba. 若 再 附加 一 些 条 件 , 则 可 能 由 定理 3.4 和 
定理 3.5 得 到 Pau, ВНИЗ ВН ОН УЕ. ЗЕ MG). N 
(wm) 所 依赖 的 Цеа es) Ais ВОН: 那 未 还 可 比较 
А — 0 时 ,两 个 格式 的 稳定 性 的 深 弱 (网 Guo Ben-yu (1982)), 

十 面 所 讲 的 非 线 性 稳定 性 是 对 一 般 情 况 和 而 言 的 ， 在 实际 计算 
rh, 许多 因素 都 会 导致 误差 . 为 了 判别 格式 对 某 种 误差 的 稳定 性 
质 , 还 需要 进行 具体 的 分 析 ， 人 和 例如, 设 ws 和 fs Ex КАЖ, 

L;ua(x) = fas), | 
并 可 通过 有 限 次 算术 运算 , 逐 点 地 计算 u (z). 假定 采用 9 进 制 
的 定点 运算 计算 机 , 它 的 字 长 是 *， 于 基 每 进行 一 次 算术 运算 就 会 
有 一 次 侈 人 误差 ,其 绝对 值 不 超过 9” 的 适当 倍数 . REL, ЕР 
阶 差 分 算 子 , 合 信 误差 引起 的 误差 是 fr. ws 的 误差 是 дь, RU 
Lans + 4) x) = (j, + Fa) (а), 
AB [Pallas < сай 79", c, 是 适当 的 正常 数 ， 设 广义 稳定 性 指标 
是 (Laon) BAR euh gT жш Neg Atom 了 时 ,有 
dala < М Ga Falls S< eM (wa) ra, 

出 于 通常 4 < 1, 所 以 以 上 面 的 分 析 可 以 看 到 ， 

(1) sCLa.t,) 越 小 , 解 对 合作 误差 就 越 稳定 ， 

(ú) 计算 机 的 字 长 越 大 ,计算 就 越 稳 定 ， 

Gi) 二 越 小 ， 就 越 可 能 不 稳定 ,此 时 宜 采 用 双 倍 位 运算 或 字 
AA BL. 

Civ) Boer ВР BA TARA, Albee ir, 
为 低 阶 的 方程 给. 
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Kuo Pen-yu (1981) ЖГ 2 eee УВВ, 
邯 指 存在 函数 М(и»„й) 2m 0 ЯП М(аь, A) > 0,1924 [БЫ 
Гло s NGA) 时 ， | 

lus — vals s MG ADM Eas — Lavalas 
在 该 论文 中 建立 了 与 定理 3.2—3.5 相关 似 的 结果 ， 

Stetter (1966, 1973) 也 研究 了 非 线 性 稳定 性 。 他 认为 如 Ж 
BEARS и, 有 关 的 正常 数 Mle.) 和 N(ws)， 使 得 当 Бр 
Latala < N(u4) ШЇ, 

les? — ugs. = M Ceea Lavy? 一 Lat? laa, 
则 称 格 式 《3.2) 在 点 s, 是 稳定 的 .显然 , 它 等 价 于 La и) = 0 
时 的 一 致 广义 稳定 性 ，, 

Rosinger (1980a,b) 定义 了 男 一 种 稳定 柏 , 即 对 9, 中 的 任 
意 紧 致 集合 Е, ЕЕ ВЕНКА MCE), HBA UJ 
tes UA € E, Е 

[us — Calls SE МСЕ) Lisa — Laval. 
FEET- AJEA, 自然 , 这 种 稳定 性 已 经 很 接近 于 线性 
稳定 性 . 

Ж, Рябенкий, Фэлиппов (1956) НЕХ f 58— RAE UE 

稳定 性 . 


3.2 非 线性 问题 的 局 部 稳定 性 


如 果 (3.1) 具有 多 个 解 , 那 末 (3.2) 也 应 该 有 多 个 解 ， Keller 
(1975》 所 提出 的 局 部 稳定 性 ,就 是 适用 于 这 种 情况 的 。 记 
B,(U,R) = {V/VEB,|V — Ul, = R}. 
如 果 存 在 正常 数 ce ,使 得 对 一 切 V € BQU,R), 
[ү — voy, eal pv? 一 Lvl, 
WHR LE BCU, К) 内 是 稳定 的 ， 
oR E (3.1) 的 解 ,并 存在 R>O, HALE BU, R) 
内 是 稳定 的 , 则 称 它 是 (3.1) DRIER. BR, YEE (3.1) В, 
(U,R) 内 的 唯一 和 解 . 


X38 36 假设 工 是 线性 的 ,并 在 球 BLU, R) Ма, fU 
BE JET U Ra Ù, 
[©], = erlflk. 


证 明 若 ео ина Č = e 
вї 
TD 


FE 100, < RHA 
LU + 0’) = f + 


H fe yE FE AY z: SCRI ФП 
IE. = ce RII a 


P" 5 
(Ul. 


并 由 此 推 得 定理 的 结论 ， 
如 此 存 在 线性 连续 算 子 (И), 
L(U + V) — L(U) = L'QU)V + r(U,V), 


其 中 
ВСР 一 省 
НР, ПИ] , 
ЙК LEAU E: Fréchet 可 导 的 . РОУ) 是 该 点 的 Fréchet & 
数 ， 


EH LAD)V = 0 MBA V = Ш LW) BASSE 
的 . 

DRE К Me, ERA UU e ВКО, ғ) INL, 

LW) — LW) < eu — UML, 

则 称 L' fE BAU yr) 内 是 Lipschite 连续 的 . 

жо E (31) 的 解 , B. LU) JESS, ВК Е (3.1) НОЙ 
立 解 

定理 3.7 设 0 是 (3.1) 的 稳定 解 , 且 L'QU) FEM ee 
是 孤立 解 . 

证 明 假定 100) 是 奇 恒 的 , 则 必 存 在 = 0, 48. LU) 


V = 0. а PESER, W (а) = Uk aV ДЧ а < [vi 时 ,Ty 


(2) < B.(U,R), HTU aye JA 


-= 52. 


TRA 


al Vl, = lU — wads < esl LG) — LOW Gal 
= er O aY jl + УСО, а Pio = cgll rCU a F je. 
EHER а RETE |||, = Ох. 
定理 38 15 0е9,, LUSH, FA B (U, r) A, 
L'(U) jk Lipschitz RN, IBR LE Bi(U,R) 内 是 稳定 的 ,其 
中 
R < ЧЕ”, 
ПСР"): 
1 — rel EE 
证 明 HERR r m VO BUR) RNA 
L(V) — L(y9») = G(V 0, и) (р — yu», (3.7) 


£g = 


其 中 | 
GOV, po = Jj L'(49 + (1— Oe) de, 
由 于 
GV, V) = L'U) + (GUY, v9) — LU) 
以 及 


[eire ve) 一 L'O 
= |, I L'GV'? + (1 — 20V?) — L'GU + (1.— )0)\ 4: 


< of VSD FAITH ha < Ra, (3.8) 


所 以 当 适 当选 择 ORR Re CL’) < 1 mb. АИ Banach 
定理 得 到 
GVO), VO < (F + (LCE (GVH yo) 
разу риа“, 
Н.Н (3.8) # 8 
Гуа pao ICL'CU )) 1] 
[6 anm v ШЕ — Re NCL‘ (Uy) 


从 而 由 (3.7) 得 到 
iy" — von < cgl LV? — Lv. 


注 记 3.3 Ate BU.) 内 
ПЕРСИ) — СЗ < ДУ PA 0 < = < 1, 
则 引 理 的 结论 同样 成 立 ,但 此 时 ‚ 
R =< lel EE =. 
定理 3.9 ie Ue (3.1) 的 孤立 解 ,并 在 BU, ALLE 
Lipschitz 连续 的 , 那 末 : 乙 是 (3.1) 的 稳定 解 ， 
现在 用 (3.2) 来 近 局 计算 (3.1)， 对 任意 Ve BS. RRS 
是 RV) = fs — Latin’ — Tial + Y, LV. 
为 方便 计 , Úr т... ЖЕНЕ, Lk 表示 LH] Fréchet 导数 ， 
如 果 对 一 切 Ve BAY, R),3 h — 0 Е, ЕСИ) а — 0, R 
称 在 BAUR) 内 ,格式 (3.2) 对 (3.1) MRA. 
如 果 存 在 正常 数 加 , RMS ACKER 对 Rs 使 得 对 一 切 
AS hy 和 uP € B aliss R) 8 
Паро — sila SS Mallbaug — Laug llass 
ШЕН La 对 Hy 是 稳定 的 . 
{ЕЖЕ 3.8 IE HR: 
定理 3.10 假设 me Bus L, ЛЕ Bia. р) 内 存在 ， 并 
HWE РЯ 
G) 存在 正常 数 Mo, 使 得 对 一 切 A, OLG)" | Mos 
Gi) 存在 正常 数 M。: 使 得 对 一 切 wi Вань, e), 
Па) — Lite < M ullus — и, 
PAL, Ж s, 是 稳定 的 ， 
下 面 来 讨论 (3.2) FOF WERE. 为 此 先 介 绍 Канторович 的 引 
4 (М, Красносельский, Вайникко, Забрейко, Рутицкий, Стеценко 
(1969)). 
BIE 3.2 1% 97, 81.97. EP Banach 空间 ,5 Bik Be 
а Я. SET, ER Sle, р) AS AY Fréche 导数 < 
存在 ,并 且 满 足 
ИСЛ EI Geo] < АС ДНЕ 
НА, 是 正常 数 ， 


+ Fae 


СЕ 1 = ee Ш. - 


Silo, р) = {we Fa lw — wv lls, < р}, 
NRE во П С) EEE, Noell < Ао, Па C9) < л, 
Bb 24 


1 — АИТ — 2a, 


1 
ag == buy 55 Po = БА; <p 
时 ,下 列 Newton BRE 
wiry = wi 一 Lo Ce? си (n0, 7 > 0 (3.9) 


ВВК SEER we 5.009, ро), А S (o) = 0. 
证 明 定义 下 列 序 列 


pa. = > зн “= > 441 == або +» 


b, атн; 
1 一 а 2(1— ar) 
| — 1 — 2a m 
pai tt сушы + 5 i = 0, 
并 用 归纳 法 证 明 
lE S Co IF < be) Та Ge) p, < m, 
‘a<t, (3.10) 
2 
1009, pCS Cw? ua), (3.11) 
№ у = 0 Б, (310) 8 (3.11) 自然 成 立 。 假设 (3.10) RI 
(3.11) Xj 1 成 立 , 则 
Р — ws = Шо) (lle, < nis (3.12) 


FALL, 9 € SWP, or) c SG, р), DUT S Cato) 在 在 并 
且 满 足 
leg" (o) Т (a) — (a?) 


=< bk, [0*9 — wills, а > 
于 是 Loe) 存在 ,并 且 由 Banach 展开 定理 得 到 
[ ££ (1*9) 171 к= {у + [oc Ce) IL et) 


* 55 


一 SCO se (a) = >) CI Ge] 
к=й 


. [z^ (^ *») — A Ce? AL ау] 
和 


li s Gor I] < 21 AE Cr) Eg Gant 


k-nü 
by 
1 — su 
НН, , (3.10) 中 的 第 一 式 对 1 十 ТИ. 
由 于 


Са) = < = Oty. (3.13) 


gf (ui) (um — why = — uf (Gu), 


因此 
Set?) = se (ze 4*7) 一 Ca) 


— НЕТЫ — шч?) = | Deo 
° 
+ Cet) — w) — g''(u)](u mt? — w” de, 
| er Cet) lls x Кр eet? — w OZ . 
3 2 1 


8 E EXE (3.12), (3.13) „ИИ al 
о) (eo hy, < bikom 


2(1 — a) 
= am _ — 
x — a) LETS 
从 而 (3.10) 中 的 第 二 式 对 1 十 1 也 成 立 . 
容易 验证 
Gin =” bi om, = „Баат = i = i. 


2(| — ay Kl= a)? 2 
EB GE ee 一 aS Pa =< Pres, ДЕН (3.12) 得 到 
|| se =< ws, = || — rd Pa + IP FE 
一 io s, © opta Ñ+ mi =, 


BB (3.11) 对 4 + 1 dB ar. 
`Y * 


X XH (3.10) ЮА, в < БД Геор, eio» 0, 


ERI ©. ЕЖА. m" 就 得 到 se (m) 一 0. 
引 理 3.3 在 引 理 3.2 的 条 件 下 ,下 列 简 化 的 Newton 迭代 过 


程 
| with == PL — goa (ш), i > 0 (3.14) 

Weak BRP we Siw, x), В. S (Gv) = 0. 

证 明 іс nw ew — HS lw), FEA ER Sie, р) 
A er 是 压缩 算 子 ， 事实 上 ,对 任意 的 0. 0Е 5,609, рь), 

eum Mw — e v = w — v — ge S (w) — e (v)) 

= a | Lor Qi) — sr + ци — 9) Mw — v), 

所 以 


р 
larw — ef ally, < bele — lly, < kem 
do. 


-(1— l 2a Jle — vllo, < lle — elis, 
其 中 o< 6 < 1, 即 .. ЕЕ. 
再 证 明 lw QUI, Slo, д). 事实 上 , Ж le 
ols, < pos MS 
le — wle ze — er wy, 
dara? wohs, < Meo | ГС) 
— gs + w — шуу а — w) dell s. 


fete (s — В, + ms < PEE + qs — ө, 


+ в = 


RELHA., rwn 在 Swt, p) кта 的 极限 
z, Ë. w= 0, 

318 3.11 iZ UE (3.1) 的 解 , 并 在 В.О, р) A Ls 对 工 
的 逼近 是 相 容 的 ,定理 3.10 的 条 件 对 TU Mi. 那 末 存在 适当 
小 的 m 和 fo, ВВЦ А С до р, (3.2) 在 Bua (YU, ро) PITE 
一 解 。 

eva 


et 一 一 -一 一 re 


证 明 在 引 理 3.2 或 引 理 33 h, а 54,2 — Ae, 
wo uy, S (u) = Lum — bs FE (3.2) 的 解 满足 Z (а) = 0, 
Hom" LL Ash, SRSA, 使 得 引 理 的 条 件 满 
足 , 岂 就 证 明了 本 定理 . 

SR wv 一 Yal, b = М. MAA L Iy, U — fa = RA 
(0), Bi AOR RACY) || — 0, PALLY A SSN AT wh 一 
Me ,其 中 8 是 适当 小 的 正 数 ， 根据 定 理 的 条 件 , 还 可 令 


这 样 ,就 满足 了 引 理 3.2 或 引 理 3.3 的 全 部 条 件 ， 

注 记 3.6 (3.9) 和 (3.14) 还 给 出 了 求 (3.2) 的 解 的 具体 过 伐 
方法 ,但 收效 性 与 初 值 选择 有 关 . 

定理 3.12 EU и, Sr SU д (3.1) #1 (3.2) ЮЖ, wc 
Валь, ро), La Æ BAU, p) рух} L {ЁТ BH os vius 
U 是 稳定 的 ,m < p, Ж 

|z, U — usla МЕС). 
证 明 AMA 
pe = fas 
L,Y,4U = f; — RG), 
从 而 由 L, Miagi iE. 

注 记 3.7 BIRCH. = О(5°), UW nu 一 llaa = О 
a”). 

对 于 许多 非 线性 问题 ,Keler 的 稳定 性 条 件 很 难 满足 ， 为 此 ， 
Guo Ben-yu(1985a) 推广 了 Keller 的 理论 。 SOR FETE IE №, 
К, EHM M Cus, А) ARERR NO, A), HRB À SMe, 
r € Ва (нь, К), 

las 一 Larvalar S МС А) 


Hf. 
lea == valla S Mu A} 一 Тель 


则 称 L, BAR Въ (нь, R) 内 对 иь ШГ RRR, 


58 М 


如 果 当 AS hy, PC В. (нь, В), 
' 124 — Latisana < М(иь,й) (3.15) 
я, 
lla? — oP hs s Ma, AV Lan — Lauf llass (3.16) 
WHER L, JEYESR Bias R) 内 对 vs Fe BU SUR FATEH. 
定理 3.13 如 果 满 足下 列 条 件 : 
(i) L; Æ Bulma, R) NAM AER, 
(ш) Dim(B,,,) = Pim(B,,,), 
(Gn) Ж v,€ В, лбн, R), Lavs € Baal Latins N Cua, В), MH 
[Lin] 存在 ,并 且 一 致 地 有 
lEESCO2 < AIC, S), (3.17) 
ЖЖ, La 在 球 В, Сев, r) ALE ил 一 致 广义 弱 稳 定 的 ; 其 中 
e) = min (Сив, в), —R.), 
M(u,, h) 
证 明 ”由 网 函数 存在 定理 ( 见 Schwartz(1969)) Xf —3) v4€ 
Busta, R), Lava € Baa( Late, TA) fE Lava 的 一 个 侣 域内 


存在 LSE 
(L5 Y (Lava) = [L,(s))1"*, (3.18) 
所 以 由 (3.17) 得 到 
ПС Со) < M(u,, A). (3.19) 


由 于 Bas Late, to A)) EGR A Laup € Bia Laus, TA), 
gilt) = Lauf + (Lus? — Lau), Ot <1, 
ДГ (РУС) 存在 并 且 满 足 (3.19), 从 而 由 中 信和 定理 得 到 
|a — Plus = La Lae?) — ECL 
= Mna) Le? — Lan? las. 
仿照 定理 3.3 和 定理 3.4, 可 证 明 下 列 结果 : 
定理 3.14 PATIRE 
G) L, TR B, (uU, R) НАЕ У НЕ, 
Gt) L, 是 在 Вл, R) 内 对 YLíAU. 一 至 广义 弱 稳 定 


(Hi) Dim(B,,) = Pim Baa), 
Gv) [RAE Jaa < nOD, Н 
| r (h) = min (Nr aU, л), xcov 
MÆ Burin, R) 内 :(3.2) 有 唯一 解 . 
定理 3.1 HI FU IARE: 
G) U (3.0 OMFS AS Ay I (3.2) RE w € Bias 
U.R), 
Gi) Ls 是 在 Bula, R} 内 对 z. U Г Хаййан. 
Gu) ТЕКУ) S N(Y uU, A), 
ñi 
Ma, — YiU lha S MOM LU, AIRAU aas. (3.20) 
MG R—0 BJ, MOU, ANRC Yaa 0, W dus — us 
Ul, — 0. 


$3 ”分歧 点 问题 


前 节 计 论 求 孤立 解 的 数值 方法 ,但 在 实际 问题 中 还 第 要 研究 
SBME, PI mA БК ANB. 分 歧 后 的 情况 , 分 睹 的 终止 与 再 分 
ЕЕ 关于 这 方面 的 工作 可 И, Krasnosel’ ski(1964), Rabino- 
witz (1968, 1971, 1974, 1976), Keller, Antman (1969), Sattinger 
(1973), Nirenberg 1974), Berger( 1977) I Crandall, Rabinowitz 
(1980) 等 人 的 文章 . 

假设 名 是 实 Banach Bid. BREI- I 2 是 名 中 的 开 
FH. 0620. GEM ZZ SIS BIST, LESER. 今 考 虑 下 
列 问题 

Gl, U) = 0, (3.21) 

Ж ТЕ PR A k Le TL 5 К. 为 简单 计 , 假定 

(3.21) 有 如 下 形式 
LU — Ар = 0, (3.22) 
其 中 工 是 非 线 性 算 也 ,5L(0) 一 0。 于 是 对 一 切 4,(3.22) 都 有 平凡 
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m. . . - DEED 
MRE (4,00€ 2 x 9 BER BRA, BEE (3.21) 的 
非 平凡 解 ,出 称 2, Ж (3.22) SIS ЛНУ д. 

如 果 

L'(U)V = pV 
存在 非 平 凡 解 , 贡 称 站 为 二 (D) 的 特征 值 аж CLU). 

定理 3.16 ШЖ à, Я (3.22) 对 平凡 解 的 分 车 点 ， 则 ¿€ c 
(L'(0)) 

证 明 2 ay Я (3.22) SPERARE ЕЕ ЛА. WEERT 27, 
UO} Fe [VA] 0, LU? = APU, FF BS оо B$, aU 
dos UU y 0, BECA 

QQ — UD = LUY 一 AUOD 
= L' (DUP — iU + r(9,u"), 


Ww? = ipa WO 一 1 并 县 


І’ (оу? — AM H = g^, 
r(0,U") 
| іса" 
若 160(1'(0)), Ш 2, — L'CO) БЕЯН ЯТ. 
IWO < lC. — EODH N, 

{24 1 — co fS ДЕО) > 0, Ol — 0, ORE S, 

并 非 所 有 的 L'CO) 的 特征 值 部 是 对 平凡 和解 的 分 歧 点 ， 本 节 详 
细 讨 论 一 种 特殊 情况 , 即 假定 : | 

НЕЕ ИТ, Я LO OREERT, P 是 相应 
BEERE lel = 1. 

Н: 存在 正常 数 Al SERRE OR BOON) УЛУ < m) 
内 , 工 是 二 阶 可 微 的 ,并 且 СР < eo- 

ж ТЕТЕ БЖЖ Т, 是 分 歧 点 ,需要 应 用 广义 逆 算 于 的 
WZ. HL. RI 分 别 表 示 如 一 工 (0) HSS. Et 
MEME, 并且 $ = FOX, ARAN, MARY few 
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g^ = (a? — „ын? — 


时 ， 
(ag — L'(0)) =} (3.23) 
TAR-RE., (3.23) 的 任意 两 个 解 鸭 差 则 都 是 中 的 元 素 ， 在 
& (3.23) 的 解 是 唯一 的 。 我们 记 
W, fec, 
0, 4 fem, 
РЕЖА FES, # = h + j, HHA, БЕЯ, Ш 
Wi ль. ЗЫ or 推广 到 整个 空间 , УЖ „— L' 
(0) ГХН. В, .ex HY 中 的 元 素 一 一 对 应 到 自身 中 
WER. 
ТЕ a (L'(0)) = а(1,°С0))/ (41 AE UE 
ag = —— | (2 — L'(0)) dr, (3.24) 


221 JT À — z 
其 中 了 ЗЕ EE RRA ER woe LC0)) ET RART 加 在 
的 外 部 ， BE 2A 2 DUERA SA е Б 
+ WA 
vai (A. — L'(0)) = (a L'(0)). =, (3.25) 
3ETH 3.17 (Atkinson(1977)) Aw H,, H, 满足 , 则 存在 正 
数 #8, 使 得 当 lel =< s 时 ,存在 非 平凡 的 单 变量 连续 函数 V (o) 和 
ax) 满足 C 


PLE 


Ula) = elp + V(a)), Via)e &, 
L(U(a)) = С + ele) JU Ce), 
Ve) = O(a), Ble) = Ola). 
TESA JH Lyapunov-Schmitt F7HE (Ud, Stakgold (1971)) Ж 
WEAR. $ ¿= a+ 5, M] 
LU — AU = L'(0)U + r(0,U) — (4 + 8)U, 


因此 
(4, — L'(0))U = —8U + r(0,U). (3.26) 
HR EE H.E JUR 适当 小 时 ， 
|rCo, v )1 <2 ШЕ (3.27) 
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Ф U=a(pt+V), ac 0, Vea , WH (3.25), (3.26) 得 
到 ， 


Via) = —8,s V(a) 十 L er rW,alp +7)), (3.28) 


öp = = Pr(0, alp + U). (3.29) 
把 (3.29) 改写 成 5g 一 (о, Dp, FRE 
1 
| nm 
[8| = 8o < Lei 


则 (3.28) 等 价 于 
v= nU + B. arl elp +Y) = E(V 12,8). 


(3.30) 
"FE FB HE SER SR XE Е UE BH (3.30) Bg mp AR ВЕ, 9 36, ш 
(3.27), GEER a, CAME AU fal, 830 IV ЕСГ; a. 
DS alel. BA [|| Sms т, ЕЕ lel sm. A JE SCV o, 
8) 把 球 В(0, 2) Bh 332 SA. HRA 
{#(0, 9 — r(0,W 9] < e 


+ — we weppwe- we, 


因此 存在 正常 数 с, 使 得 
WECV 50,8) — £CV95a,8)ll < саа ИӘ — ҮСӘ, 


FAH lal < "LE E RERET, ME BO, n) 中 存在 唯一 


的 解 V(o. 8), 使 得 V(a) = £(V; e, 8), 并 且 当 5 适当 小 时 , 一 
致 好 有 
llVCa, Ol alal. 
下 面 来 证 明 (3.29) Ка. BGA HATE 
|. (a, 8)] = alat. 
ДЕ 18| < а, сја} < 5 ¿@(a,5) 把 区 闻 [701,211 
RHA SA. HA 


a 63 > 


har (E a) — f (67 x)y| = a ПСО еф 
РА 


+ aV(e,0t0)) — r(0,oq + aVla,8™) HH 
© cel [Fte a) — ¥(a,6 =< cya? 68 — 8091, 
所 以 存在 正 数 5, 使 得 当 lal 5 Bye? < 1, (Ea) 是 一 
个 压缩 算 子 . 从 而 存在 (а), 使 得 sa) = (а, 6(=)}, Ш 
(3.29) 是 可 解 的 . 显然 ,还 有 Gla) = Oto). 
BIAS RE UAR М: 
定理 3.18 (Leray-Schauder) 落 工 是 二 次 可 徽 的 全 连续 算 子 ， 
i, d L'(0) Е АРЕ РАЕН, ME Е РУЛЯ, 
定理 3.19 (Красносельский) "ОТ, HAR 
S n ИУ БАНЬ Е, DEE ao Sh, 是 L'( 0) ROSES Е 
值 , 则 它 是 关于 平凡 解 的 分 歧 点 ， 
关于 平凡 解 的 分 歧 点 的 数值 方法 的 最 早 工 作 是 由 Weis 
(1975) 和 Arkinsoa(1977) BEAR. SHIT 8 = B, L, 是 
从 Boe B o 的 算 子 , 并 考 起 下 列 问 是 
Liu, = Latte, | (3.31) 
我 们 假定 下 列 条 件 成 立 : 
Hy. ХР МА, LRSM TA L,(0) = 0. 
H: {Ls} RED 上 集体 紧 致 的 算 子 族 。 即 对 尾 一 有 有 界 集 


ЕС, RA |) LAD ES dU ES RS en. 


Hs: L,# 22 FRA AUR, BÜXI—EJW e BD, 23 5-0 
W]. L, W — LW] — 0. 
He: La 在 BOO, я) РЕ, Н. 5—9) А, 
0и) S <. 
H: 特征 值 问题 
БСО) 一 ДР 
可 以 忙 为 等 价 的 实 短 阵 的 特征 值 问 题 ， 
今后 记 да == ol LaO aah f, 和 87, м 和 一 
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L,(0) 的 零 空间 和 值 域 , 则 B= 1.0%. 
为 了 证 明 收 敏 性 , 先 介绍 Мооге(1966) 的 两 个 引 理 . 
引 理 3.4 ik 多 是 Banach SA, (Z) BMW MK BJ 
算 子 族 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 
GQ) (zu 是 集体 紧 致 的 ; D 
Gi) 对 任意 的 WE ЕС, (4 ,} EERE 
那 来 ,对 一 切 W € E, {67,0 )) КЕН. 
证 明 设 BO JE GA PHAR ЕЕ. 由 条 件 (ú), ЖЕ 
É e> 0,7 8 > 4, 使 得 对 一 切 Vc BOM or, WEG 
log + 8V) — &,()) 
一 (W la < sllVila < s. 


但 是 由 条 件 GRA UJ oe (CW +37) — S OP BRE 


HAG, КИН. 而 上 述 不 等 式 又 表示 它 是 【人 vi 


(WYB 的 8 网 ;从 而 Uo.) 也 在 多 中 有 紧 致 的 闭 包 ， 


引 强 3.5 ДЕД я 中 的 开 集 ,并 且 

Gifs} 在 E 中 等 度 可 微 ; 

Gi) 对 一 切 W eE {SAW ЖЖЖ 

(їн) 对 于 在 EE 中 逐 点 收 分 的 拓扑 而 言 ,是 在 (o0. RO 
包 之 中 ; . 

OA, EE LAR AM RES. MWe E, 
lim | of QV) — (Wl = 0, 
Nsw € E # V £ + ,有 
ИшИ )V — £'(W)V ile = 9. 

证 明 WERWe E fi V e BO, НИ: (ш), Lear} 
ARAIA gr., ВЯ {СГУ CRAE ЕТ. 
ERAS p ЖП A’ UNA 

| g (W + eV) — Z (W ) — esV lle 
+ + 


< |S#(W + oV) pW + eV) ha 

+ NL WY LOW le + ol ,( WYP 

一 2V [is 十 l| , W + eV} 一 FW) 

— LAW )oV|ls, (3.32) 
设 有 任意 的 в > 0, HR (让 ,存在 6 > 0, 使 得 当 баро SON, 
上 式 最 后 一 项 必 小 于 sp。 2 А — 0,88 (3.32) НО —, 
二 :三 项 都 趋 于 零 . 因 此 得 到 


\ + pV) ~ £z (QW) — рез Sep. (3.33) 
由 于 s 是 尾音 的 ,因此 共有 一 个 聚 点 ,所 以 可 写成 
lim gf 4(W )V = zV. (3.34) 


Жар BO 扩充 到 整个 多 , 且 妨 记 为 e, FAR LATA, 8 
是 线性 算 子 ， Hi RARE EMA (3.34), g 是 连续 算 子 ， 而 
(3.33) 表示 ЕУ 是 SZ (WV. Ba (3.34) ,好 得 所 证 的 第 二 个 
结论 . 

定理 3.20 WR НН, BE BBE 

(1) ЖЕЕ BUNC Ан, BORA AS EE, £400) XE [ao 一 
т.2041] PA HE AOE S A FAROE ОЖ qas А = 
1; 


(2) 存在 正常 数 ,使 得 当 lol Se Bp. НЕЕ 
数 aila) 和 oo 它们 满足 
ula) = оф» + vi(a)) esa) € Mas 
L (u (z)) = (A, + ale) usle), 
Sala) = Оба), rila) = Оба); 
(3) 4 lal <£ Bf, Sale) Al ra) 一 致 收 敏 到 ala) 和 
V (e); 
(4) Ажо В, 
Ute} — илбе А 
oc laf иҗ S n > о; 
(5) 在 [Ah — а, 21 A, (3.31) 没有 其 它 的 非 平 几 解 。 
证 明 ВАО 3.4 和 3.5, {Lat0)} 是 集体 紧 致 和 逐 点 收 


仇 的 算 子 族 ， 根 据 定理 2.7 一 定理 2.9 ЕЕ n, 使 得 在 [一 
т, № На], LO) 有 唯一 的 实 特征 入 4, 和 相应 前 特征 元 素 
фл» || = 1, ЖЕНЯ ТН, НЕ А < h 时 ,一 至 
地 有 
(7 15] — OCILL'CO)o — Lel) 
he 一 ol = oE Mp — 2,00) Ф|). (3.35) 
其 次 ,对 [k — п.м + n] Ana, FH 22, f @, 分 别 表 示 
从 和 到 .9 和 多， 的 投影 算 子 。 由 定理 2.8， 
DW — Pw, Wwe, (3.36) 
i r iÑ (3.24) 中 所 示 。 根据 定理 2.7, WA e A. а, 
在 了 之 肉 , Was 在 FF 之 外 ， 从 而 对 一 切 AA, z€ Г, MEE 
(2 一 L100)", НЯ. 进一步 尚 有 
Па — L'(0)) 'W Се — £4) mW 
«с СЕС) — £4C0))(s — L'Co)) 1m, (3.37) 
其 中 e 5 z,W aXX. AFTRA (o 一 L'(0)) ЧИ /re Г} 是 
REN, LOW 在 时 的 紧 致 子 集 上 一 致 收 敏 到 LOW ,所 以 
Cz 一 LOW — Жср (= — РОН. id 
1 


L ‚ A 
enim z |, (s — L4C(0)) Mz, (3.38) 
ЕН (3.35), (3.37) 得 到 
au AW — aW, VW CS, (3.39) 


根据 (3.35) 和 $ 2.4 中 的 方法 可 得 到 
la W — Lee WS ССО) — LAC Oe] 
+ mas|( (0) — Lie — 1009) 9и), 

FA bee ВШ ERE, eA я 
性 定理 得 到 

sup ll er al = со, (3.40) 

КЕ а, RE (3.22) 的 解 UI 
Laas) = £400) 十 r4(0, 44), 

其 中 


. 07 © 


Сом» И =< + СТА 


id ¿= А; + 8,, Д] 
Cay — £400) eg = —68445 + ra(0,,). 
MS a = alps + 04), 0.6 Ws, = = 0, TI BOE 
ja) <, <, 
sup | sz all 
pem 
则 得 到 


v, 一 + LAB o A oa ara CA 


i 
Bipa 7 Зе фа + ra) = A A, BH) pan 


-到 此 , 即 可 仿照 定理 3.17 证 开本 完 理 的 第 二 个 结论 ， 

第 三 ,根据 条 件 H —H, Ж (3.36), (3.39), (3.40) 以 及 集体 
紧 致 算 子 族 的 理论 E Z EDREIRA BA WEZ, 
о, 5 Zah Wy & — 0 ECW 5a, 8) — E(W $ a, 8), eM ale, 
8) =. (2,8), 从 而 当 lal < n ft a — 0 BF, 一致 地 有 8.00) 
Sla) 和 rala) 一 V(a), 这 就 证 明了 第 三 个 结论 。 

第 四 ,因为 当 |а| 充分 小 时 ， 

eta] > fel Hell — IVD > lsi, 


因此 
Uca) — (е) — 2 рау 
Тос рете? ==)! 
« 2(||р— Ф + IV — 2,0), 
这 就 证 明了 第 四 个 结论 . 
第 五 个 结论 是 显然 的 ， 


ШЖ L, 还 具有 一 些 附加 性 质 , WAGE SAMAR. № 
可 以 把 上 述 方 法 推广 到 非 单 重 特征 值 的 祖 况 ， 但 一 般 说 来 , 第 四 
个 结论 不 成 立 [ 见 Atkinson( 19773), 
XT (3.21) 的 对 于 非 平凡 解 的 分 歧 点 理论 ， 则 要 复 洒 得 多 ， 
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一 种 最 简单 的 情况 是 转向 点 【Turning point), ВИЛЕ FHA (E 
BY Cà, Us), | 
G) GOs, Us) = 0; 
(и) С.С, Us) MERA (CLC, UDE AF ZN 
都 是 -- 维 的 ,其 中 Со 表示 G 对 0 的 Fréchet 导数 ; 
(i) Сы, Ue) BEREARI. 
(зу) С, U,) =O, BOE (Gullo UD 的 零 空间 的 
X. 
Keller(1977) 证 明 . TE ЕЖЕТ F (3.21) 有 通过 (hs Ue) 的 
唯一 的 解 曲线 (A(a), U(a)). 
关于 特殊 方程 的 转向 点 的 数值 计算 工作 可 见 Simpson(1972)， 
Mooney, Voss, Werner (1979), Sprekels (1980), Spence, Moore 
(1980) 以 及 Moore, Spence(1980b). ЕН ,Мооге, Spence( 1981) 
建立 了 转向 点 计算 的 一 般 性 理论 。Mooret1980) 还 研究 了 一 般 的 
对 非 平凡 解 的 分 歧 点 的 计算 . 
| jh fF ,Mittelnana, Weber(1980) 介绍 了 分 歧 点 计算 的 进展 情 
TRS BEAM RIA Simpson (1975), Keller (1977), Menzel, 
chwetlick( 1978), Зеу4еК 1979) 和 Moore, Spence(1980a), 


$4 差分 格式 稳定 性 的 常用 判别 法 


LPT BEER, 议 及 两 者 的 联系 ， ЮТА 
体 判 别 一 个 差分 格式 的 稳定 性 ， 还 应 选择 合适 的 范 数 和 判别 法 . 

对 于 常 系数 方程 适 定 的 或 不 适 定 的 初 值 问题 ， 最 常用 的 方法 
是 Fourier 分 析 , 它 把 格式 的 稳定 性 问题 归结 为 代数 问题 ,从 而 得 
副 稳 定性 的 一 些 充 要 条 件 或 区分 条 人 性。 能量 方法 也 是 经 常 使 用 的 
方法 , 它 来 自 物 理 中 的 能 量 守 恒 律 ,并 可 应 用 于 线性 或 非 线性 的 各 
类 定 解 问题 , 其 缺点 是 不 能 给 出 稳定 性 的 必要 条 忻 . 另外 还 有 单 
IGFET ERIE Green 函数 方法 等 , 对 于 某 些 河 题 , UA 
祖 当 有 效 的 。 在 本 节 中 ,我 们 将 逐一 地 介绍 这 些 方法 . 
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4.1 aa Fourier 方法 


# (2.1) 是 常 系数 方程 的 初 值 问题 ， 则 可 应 用 Fourier 分 析 
方法 研究 稳定 性 . 关于 这 方面 的 早期 工作 可 见 Von Neumann, 
Goldstine (1947), Von Neumann, Richtmyer (1950) 和 O’Brien, 
Hyman, Kaplan(1951), Richemyer, Morton( 1967) 刚 对 此 作 了 完 
整 的 总 结 . 

Их = (хз, ta tetara)" B E Hibet 空间 , 它 的 每 个 元 素 
都 是 变量 * 的 + ЖЕН DG), ЯВЖ (2.1) TORRE TS E 
Bee U(x,0. dk d = (4,2.-4,)*, Og = {x/0 = rm < duas 
l =< m= ni. WR Ue, He 102), B £ xo JAAHA das M 
可 展开 为 


Ula, 由 一 G 1 yx Ü(g,r)e'^*, (4.1) 


TL td, pest 


其 中 8 = (A, fas -8,), ЭЛ 是 网 格 点 的 集合 , 它 使 得 p, 取 遍 所 
t 27а ,其 中 rw EBR, (р, r) Ж Fourier 系数 : 


s o Gd) pente 
并 成 立 下 列 Parseval 等 式 
IW Olen = | IUC, Dla = D 1068,01", 

E g= (h, h, trdna)" P(q) ЕР X ph, HORE 

qo as `` -9 的 多 项 式 . 今 用 -RE gw; 即 得 到 p (2) ee 
X a x | 
常 系数 偏 微分 算 子 工 的 一 般 形式 ， 若 7 是 一 个 常 向 量 , 那 末 
Liget) = PLB) ne, 

如 果 (4.1) 是 (2.1) 的 解 , 则 


< 008,1) = РЕЗОВ, 15, 
并 由 此 得 到 
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OCB, г) = e'"""Ü(g, 0), 
以 及 `. 
1 i рій) sË r 
Ule, = (= =) ere Dp, 0). (62) 
上 述 方法 同样 适用 于 差分 格式 (2.3), НА AGO. В(т) 和 
Clr) MEP x p UEBE. Ни) 表示 (2.3) INR, T" 表示 位 
BAT , 即 当 «= (а, osit. a) BH. | 
Тик) = ut(x, + ауд ух 十 0403, * * * x, F 06h), 
于 是 (2.3) 可 改写 为 | 


УХ Че) Тик) = У В") Ти (в), (4.3) 


ЗЕМ 4 TENG 


其 中 A") 和 Be(r) Be X PÜLHORSOSER, М, 和 Ne EH 
BS g 的 集合 ,而 de. ЛОТ ЕЛЕЙ. 
把 «5(x) AY Fourier 展开 式 


ah) = (元 3E P (B, гей 
代入 (4.3) , 即 得 到 
X (X LOWE, о, отца, oen 


ЫЗ. ‘oth, 


-5 (> B'(r)WC o. h) ) ПАВ rye, 


BER “ENG 
xd 
所 以 对 每 一 个 p, BRE H (8, cit Qr) m Har ECS, т), 
其 中 

H,CB, r) 一 > A'"(r WW (8, s, by, 


Halas r) = ЎЎ BOW (80,1). 


CEN 


假定 Hile, т) = WJ G(3, т) = He, т)Н, (8, c), 它 被 
称 为 增长 矩阵 ,于 是 有 А 
ЯВ, т) = GCB, т), v). (4.4) 


从 而 
BP, т) = (G(s, т) (8, т), 
所 以 
lat] 一 2 Laie, r)? = > отр, 


ellis = >) [Свт (7, 
BE 


PR RRR (Cr) 的 关系 ， 设 Z 是 一 个 线 
HAT, ЗЕН s#x(8)= MOUDROD, Ж Me) 是 ХРИ 
BE. 用 DM Ce) 表示 矩阵 范 数 , 即 


LM CaN = max M CD. 
HEP 


my 
[el] = шахИМ C1. (4.5) ` 
由 此 即 得 到 下 列 结果 ， 
定理 41 差分 格式 〈4,3) 对 初 值 按 了 范 数 稳定 的 充 要 条 他 
ER EER r A e ERA r 所 ro 时 ,对 所 有 P Sa kr < T, —Ж 
地 有 
Gre, 01 x a. 
根据 定理 4.1, SESS RAO ВТО 2A PERERG — 
致 有 界 性 问题 ,这 是 一 个 线性 代数 问题 ， 设 СОВ, r) 的 特征 值 , 特 
征 向 量 和 谱 半 径 分 别 是 MOCG(p,z))，moCG(psz)) 和 ACE, 
中)), 通 常 简 记 为 WC), CG) Ж 0С). BIA] 一 max ja 
C6)1, 则 
PCG) = [4(G)| = eel «6, =, (4.6) 
y n 


BANA 
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Itt, OPI < ms Le Cs OL lefel < IEE, OP. 
' чә 
一 般 地 有 
CoC G))* < [IC GCR 7) « |. (4.7) 
定理 4.2 差分 格式 (4.3) 按 己 范 数 对 初 值 稳定 的 必 ie 性 
BH r&r Ш, МВ 和! 成立 
LG) x 14+ Or), (4.8) 
证 明 若 格式 是 稳定 的 , 则 省 + < ra fT HW, 
HGS, тї < a. 
ЕН (4.7) 得 到 
Cel G8, TYRE а. 


ЖАН a Pl, PEH- gie, 


eG, 7)) < ek, 
即 对 一 切 1 都 有 | 
LAGE, т) < о(С(8,т)) < 7 7 1 + 069). 

Я (4.8) 被 称 为 Von Neuman 条 件 . 今后 为 方便 计 ， 用 
“格式 稳定 ”来 代替 “格式 核 P 范 数 对 初 值 稳定 ”这 人 名 话 ， 下 面 先 给 
出 四 个 稳定 竹 的 充分 条 件 . 

定理 43 r <eoht WYP ОН Lots <1+0 
(е), (4.3) 是 稳定 的 . 

证 明 这 是 (4.7) 的 直接 推论 . 

定理 4.4 .如 果 对 一 切 8 和 +，G(p,r) 都 是 规范 矩阵 ， 那 未 
Von Neumann 条 件 是 (4.3) 稳定 的 充 要 条 件 ， 

证 明 若 .G(8, г) 是 规范 短 阵 , 则 存在 完全 正 交 的 特征 向 最 
AnG). IHE- AE ROS 


Р 


= 2 Oy e, il) QU, fs 


从 而 得 到 
. 73 + 


—— meee ei 
a — n M n 


hs lea С) |> 
IEE, r) “тыу 9 AG), 
M pea 


fel 


He 4.1 和 4.3 得 到 二 定 理 的 结论 ， 
ASAE p 二 1 时 , Von Neumann AERE (4.3) Ж ЕНУ Ж 
要 条 件 . 
定理 4.5 如 果 存 在 非 奇异 阵 res, r), 48 
Т ЦВ, r)G(B, rT, v) = ACS, r), 
其 中 ACP, т) BHR FEES B. т 无 关 的 正常 数 cj, 使 得 
Mer т, 
IT, Oke, IPCs, т = с, 
EBA Von Neumann 条 件 是 格式 (4.3) 稳定 的 充 要 条 件 ， 
ER ”此 时 有 
G(8,r) = ТОВ, РАВ, T)T (8, r). 
2: Von Neumann ЖЕ, WARD ARR GS P E 
1+ O(r), AF 
(Св, т)“ = ТСЕ, vA, т)Т ЦВ, т), 
所 以 当 r =< ть, kr =< T hj. 
(ССВ, т x ciU + OCC Ses, 
定理 46 如果 С(#,т) 有 完全 的 特征 向 量 系 (C) to 
НЕЕ B, г РЕЛЕ 5, 使 得 {nCG)} 的 Gram 行列 式 的 
绝对 值 大 于 5, 那 末 ,Von Neumann 条 件 是 格式 Wi 3) 稳定 的 充 要 
Жї. 
证 明 3€ {я (С)} 排列 成 矩阵 TO, г), х3 T, (8, 
т), 1= fis i < t TE 
ТИВ, r)G(#,+)T(8,z)= АСВ, r), 
其 中 деа, г) ЯЕ. É Von Neumann 条 件 满足 , 则 其 全 部 
RIS ERE 1-„О(т), 
假定 in (G)} ЕЖА, WIT #,т)| < 1, XH Schwartz 
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不 等 式 , 得 . 
P Ld 

> Ta (8, оз = (> lay?) 

= jet d 


. (> IT 4(8,©)1?) < PInl^, 


因此 TG. < Р. 

另 一 方面 ,由 Gramer ФЕШ],Т 8, т) 的 元 素 TL) 等 
于 代数 余子 式 Tu T) SHAR De(T(8, 20) He. {8 ЕН 
Hadamard ASAC Courant, Hilbert(1953)), 一 个 兴隆 的 行列 
式 的 绝对 值 不 超过 相应 矩阵 各 行 { 或 各 列 ) 所 对 应 的 向 量 的 长 雇 的 
乘积 ， 因 此 由 于 代数 余子 式 所 对 应 的 符 阵 的 每 一 列 的 长 度 不 超过 
1,983] 

THB. И < — 


从 而 
lr-(,7)] «с E, 


5 

最 后 应 用 定理 4.5, 则 可 得 出 结论 . 
例 4.1 Se qu E RDB 
OU _ OU 


an ag? —90 < < 90, 0cr«T, 
x 


aU 
9 С 0) = Ur, (x); — 00 <r =< OO, 


U(x,0) = И), —оо < x < оо, | (4.9) 
其 中 VC), UC) 满足 同样 的 周期 条 件 、 令 
V(x, :) E NA ðU au 


а 
oo Өх dr + or *› 
并 把 (4.9) 化 为 
ди _ Әу 
Br Әх’ 
8v _ au 4 
Ө; ^ 5х. (4.10) 
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今 用 下 列 格 式 来 计算 (4.10). 
ae) — utis) 


T 
vit (+ + Aus (=+) (« + Ete ( —^) 

Е 2 2 2 2 
2h , 

gt (« — 2) — ot (x — +) 

2 2 
T 
_ ut (y) — wht x — nt aks) — их 一 A) (4.1 T 


可 按 (4.4) 来 计算 СОВ, т), 但 通常 用 分 离 变 量 法 来 计算 G 
(#› т) 更 方便 些 , 也 就 是 说 , 令 
нА (я) = >) #8, rh”, 


bem 


| = > £t(8, те, 


BER 
FEE AURA (4.11) , 即 得 到 
pe r) — ias** (8, т) = RB, т) + iact(8, т), 
— iai g, r) + 05" (8,7) = ial ^ (8,7) + 258,7), 


Mh а © sin 25g 
A 2 


GU, z) = (1 mane “) a i E (! — а? e), 


—ia I ia 1 lja 1—4? 
АЕА IE 
[1 — а2 — (1 + а2)А(С)р + 4а — 0, 


A l— а -r23i 1 — а? — 2: 
10 б) 一 a zz a С) = й ia 
(<) 1+ а? ? (e) 1 + а 


BERA AG) = |4®(С)| = 1, 即 满足 Von Neumann Ж. 
又 由 于 


GF) = C ME C 21) = ©*(#,т), 


所 以 GR, т) EAE, 从 市 一 定 是 规范 阵 。 根据 定理 4.4, 格式 
(4.11) 是 稳定 的 . | 
研 帘 差 分 格式 稳定 性 的 另 一 个 重要 途径 是 研究 矩阵 旋 .多 的 
稳定 性 . ibe x r ИРЕ .多 的 稳定 性 是 指 存在 这 样 的 正常 
3X c (SERE — UI 4 € .多 MEEK р ВН . 
П Sey. (4.12) . 
矩阵 族 .多 的 稳定 性 与 (GCF, tT) 的 一 至 有 界 性 密切 相关 . 
НЕ, Beer «то, kr < ТН, IEG, T) < a. BRAS 


a E log с, HARER 97 一 1267" GC, т)}. 由 于 对 和 任意 


>, 总 有 ， 一 UT + k, 0 < kr < T, ABB 


Пее ссе, еу) < NCEE Cs, r) 1С 6G 1 


< ea "ва < a Š, 
即 2” 是 稳定 的 . 

反之 ,车 .多 ЯК, КН] тт, 及 Xr = RA 

IEC, e < ect < сеет, 

因此 (СЖ Е. 

由 于 » 是 任意 的 正 整数 , 为 了 使 {e-**G(8。r)} 稳定 , 它 的 全 
部 特征 值 都 必须 满足 139 Ceo) | 过 1, 从 而 有 AO] < em 
1 二 Dr, 这样 就 再 次 得 到 了 Von Neumann dft. 

Kreiss( 1962) 证 明了 下 列 基本 定理 ; 

定理 4.7 下 面 四 个 性 质 是 等 价 的 ， 

G) Як Sr ВЕК; 

(ü) 存在 正常 数 cx， 使 得 对 一 切 А є gr 和 lel > ARR 
(4 — 31)" 存在 ,并且 - 


[(А — sI < ет (4.13) 
(її) FEER cs 和 cs， 并 且 对 每 个 4€ Я, RESET 
E£ 5, 使 得 15| «cs. (St mes, В = SAS", Афв Е f 
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№ В," Bap 
Ü к ---B 
B 2 Р? , 
0 0 "EB, 
Bu! < esmin( 1 — Jar} a1 1641005 (4.14) 


(v) 存在 正常 数 co > 0, 并 且 对 每 一 个 4€ 多 ,都 存在 一 个 
正定 Hermite Е Н, eB 
cgi < H enl, (4.15) 
А*НА S H. (4.16) 
证 明 RRA REE. h T H GO He tH Gail) 的 
过 程 比 较 复 杂 ， 所 以 放 在 最 后 进行 ,并 采用 Morton, Schechter 
(1965) mik. 
先 由 Gi 推出 (8). ## 多 是 稳定 的 ; MJ A CAD] e 1, № 
ELS e| > 1 时 ,(4 一 «Ру! HEHE 
иин 


"=D 
= с, M [а[ 7°! = AGE! 一 1)", 
?-ü 


Eb (4.13) BE, H са nn. 
EH GG) 推出 (iv). УЕ 


а 0 
2 ñ 
p=] <. ‚4>1, 
о a 


жаза ЖН 4, 使 得 
D — B*DB > 0, (4.17) 


ЛЕШ 
M = р (D в") (D `pD 5 > 0. 
$ -i юз 
B3 E.D BD 的 第 (ti, 门 位置 上 的 元 泰 是 d | Bas Ei JE 
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-, 
Mu = 1— У) |Buy H —1— [e| + в, 
ket 


其 中 ,由 (4.14) 得 到 
1-1 


lal — 9 |ва 2 G — Inl», 
kai d—1 
而 M 中 第 1 APSE Е RO AEG {И БОЯП Ж 
8: = 2 JM i |= > >; [BullBylé 3 


ise laktar 


ава LS AB SIN k-min(, j) 时 。 和 式 中 对 应 的 项 是 
FARA P5ej Wb, RH 2% 一 1 一 7 6 一 1 的 项 才 有 |Вы | Bail 
0. НТ |Bel Seal — 1e. 18,1 < св, В 


ij tii 
tk-i-j 
&< У) 0201 — 16104 ? 
sie kal 
«1 Inl 2 226" 一 ) 
+ 
| < AU — Inl) 22 a 
”因此 当 z 充分 天 时 ， 
І & + lil 1 — [el (4.18) 


由 Gerschgorin 定理 (1931) ЖЕЕ M EMER жа, 
20м) — Mal < 5 My, 
97 


所 以 由 (4.18) 得 到 40M) 22 0, BEME Hermite ВЕ, Pi M XE 
ЧЕН. ЕСШ) ROAR Е, В = 54571, (4.17) 可 改写 为 
(87) *4*S*DSAS# — D <0 
$ H = S*DS, h: Hermite 阵 , 并 由 上 式 得 到 
A*HA — H < 0. 
这 样 就 满足 了 (4.16), Bt сн == 072, W (4, 15) 也 成 立 , 从 而 完成 
了 由 Gi) 推出 Gv) 的 证 明 . 
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ТТЕ Gv) 推出 б), 我 们 记 ws 一 Awa == Ааль, 于 是 山 

(4.16) 得 到 : 
wtHw, == ш? ATHA wpa S wh Hw, < rro S< uH us, 
根据 (4.15), 
EAN = ch | wal’, 

从 而 dA" сн, BD .多 是 稳定 的 . 

最 后 由 GO 推出 (这) 我 们 分 六 步 来 证 朋 它 ， 

普 先 ， 任 何 一 个 非 奋 寞 短 阵 都 可 经 过 西 变 模 成 为 上 三 fff. 
H TES Б AERE S 1, ВИ Bee НАЈАВА E£ 3 Y 
BMRA EROR] Baie 4D E E= BF y R 


Ek dar Ар) 
A= Ü ku 
0------ кр 


车 对 一 切 Pls Pis 都 有 
(м G) 

0 M; Pa ч 

[Му s elal. 


因此 ,由 4 中 相 邻 的 行 和 列 的 元 素 所 组 成 的 主子 式 也 同样 满 足 
(4.13). h TRE 
" — z А ) 
0 жа — X 


的 右上 和 角 元 素 是 Aira бк — г) (к — z), ЖЕ ЕВА ЩЕ 
程 得 到 


ДА 


Miles ea LEE fs (419) 


"90 


$= (4.19) ABE | 
| Atay] < 16z2maxll — eal ole mail), (4.20) 


事实 上 ,着 Deal eos, Ride (4.19) 中 令 # 一 3 BBE Laud 


Вся. НЕ janl 2L. 因此 (4.20) Ш. BW lal >, 
则 令 “ 一 ——, 从 而 由 (4.19) 得 到 
Ti 
Ана Ser Ct — [eral — skal А 
| жы! l: — | ell 
4 :一 1, 即 得 到 
[| 
[xa] 
=< tepli — sal, (4.21) 
由 于 pel = 1, 所 以 | 
11 — eius] = |1 — deal? + kae — 801 
<< 3max(1 — fers] slm |). (4.22) 


把 上 式 代 入 (4.21), 副 知 此 时 (4.20) 也 成 立 ， Aa F EG 
的 推导 过 程 ,可 把 (4.20) 中 的 1 一 [war| 0 1— | ке. ,因此 
.| = 16cgmax( 77,141, |E 一 Kyi | 3, (4.23) 
其 中 
7,, = minli — |&1,1 — ||). 
第 四 步 证 明 可 用 非 奇 异 阵 S, 把 4 EID IE В = SASH 
ü : 
[Ва] = camin(1 — let, 1— |w |), es lcg. (4.24) 


事实 上 ,着 vua be sal R) (4.23) AAT (4.24), 所 以 可 
Esel. Gill eee Tu CORI GA i 列 元 素 是 一 全 一 ,而 


Ki — Kj 
其 余 元 素 全 为 零 。 又 记 
59.0) 一 了 十 тч, (Sq ==] — TD. 
FE SPAGO) 的 第 0, D MB ЕЯ) <j) Hi 
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(4.23) ,对 一 切 4€ 多， 
Кыш! = 1 十 re» = 1 十 l6ecg, 
Ise?) < 1 + 166g. 
ARAM R— LAR EXOT BOER. RES 
(4.24) 对 一 切 1 ABRIL ,并 且 с, = (1 + lére), 
第 五 步 要 证 明 下 面 的 引 理 
IMAL 如果 mw хе ESR AR P 


ICA 一 Гу < 1 = » jel >l, 


FARE Aim 外 ,全 部 非 对 角 线 元 素 都 满足 4s] Sry, ABR, 
| Aim | < 16,01 + (m — 2)et)imas (ins [ri — kl). 
下 面 来 证 明 引 理 ， 若 m = 2, B (4.23) БЕТЕ. 下 面 设 
m > 2,9448 (А 一 21) 的 第 二 行 与 第 王 行 对 调 , 再 把 第 二 列 与 第 
后 列 对 调 ， 这 种 变换 是 相似 变换 , 所 以 预 解 条 件 不 变 . 但 此 时 
A — 51 REA 
Ë asia > An 
02) O9 


"uU 
由 于 EE, 一 0, БЕГЕ, = 0, 因 此 E 一 LU, 其 中 


E, E 
L = 人 >) U = ( ' ‘\. (4.25) 
ЕЗЕТ! 1,2 0 E, 


TR 
|Е a|’ = (Еш) PCE tay = u*(L)*(U)*U Ем, 
并 由 预 解 条 件 得 到 
jemi? (e dun. (4.26) 


Sam Lr, и = (va, Ü, 7-7, 0)*, 其 中 ©, 是 二 维 疝 量 ， TEH 
(4.25), (4.26) 得 到 - ; 


^ B3 = 


PT 
w E 


| Бы an 
HF | 


ЖЕН 1451 < ery 得 到 
` m-l ` 
[Loi < lel? (1 + >] 41/82) 
ПЕР | 
e (1 + (m — 2) |; |?, | 
因此 由 (4.27) 得 到 ws 


| Eie]? «(ug P Jat = 28a. | 


所 以 , 若 用 E, 代 换 (4.13) 中 的 4 一 #1 RAM 

er = esll + (m — 2) ), 
这 样 就 把 一 般 的 情况 化 为 2x2 ЕВЕ Е, 的 情况 ， 由 于 E 的 上 
А] RTE Ч, (4.23) ,从 而 就 证 明了 本 引 理 ， 

第 六 步 ， 假 设 和 矩阵 8 右上 角 第 万 条 对 角 线 上 的 元 窒 已 经 满足 
(4.14). 由 于 第 二 十 1 条 对 角 线 上 的 每 个 元 素 都 基 丈 十 2 阶 主 子 
式 的 右上 和 角 元 素 , 西 此 根据 引 理 4.1, 或 者 把 (4.14) 直接 推广 到 这 
个 元 素 上 ,或 者 当 需 要 时 ， 应 用 相似 变换 н мати 
(4.14) 的 元 素 。 通过 直接 验算 可 以 知道 , 这 种 相似 变换 只 会 改变 
右上 和 角 还 未 被 考虑 过 的 元 素 的 值 . RR дизел DEAE 
证 明 . 

关于 Kreiss 定理 及 其 证 明 方 法 的 入 多 ,还 可 见 Morton( 1964a， 
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b), Miller, Strang(1965) 和 Лаптив(1975) 等 ,但 在 实际 应 用 中 
却 很 困难 。Buchanan( 19636) 建立 了 一 个 较为 实用 的 定理 。 

我 们 称 ”个 复数 в, нз, -- ко ПОЛЕ REA. 如 果 存 在 
TER со, SRN persica RA 

[& — &| = erf Ea |, 

e, UOS BUE TOL 

Er Р ph SB Глаза HE ВЕН ER) НЕ 
КЖЕ 20. ша: ELTE REMO ж. Sm 最 接近 的 数 取 
№ к. Е к, 最 接近 的 数 为 mm, 依 此 类 推 , 我 们 得 到 


| к — kil = | ica 一 ejl, NI = 7. 
假设 ro 1, wir = í =< ж, 
|=, — &,| = fap — к, Ч |а кь] 
=< 2|g Bm | < --- SKI ee — в, |. 
AH 
| 5, — Ee] =< 2 Мк, — Е. |. 
因此 


le, — =,| < |, — | + |, Я 
SCD IY e, — xa | =< 27] ки „|. 

定理 48 RF BPH LEA ARRAS 
GRE KERR E MAF Да je SAGTE. 

O 所 有 对 角 线 元 素 || < 1, 11 = р; 

(i) 4 的 非 对 角 线 元 素 满 足 | | 

14i] = cgmax(1 — |%|,1— |27;],]%— X|), (4.28) 
Ж 5 是 与 4 无 关 的 正 带 数 . 

证 明 首先 证 盟 这 样 的 性 质 ,如 果 4 КРАЕВ ЖЕЕ k ВЕН ,3f 
ABR (4.28), BRET 4.7 HE, BE ГИ 
换 gU | [i > г) Bye En. (SE Pon SD 但 是 除了 常 
Brees №, (4.28) WARI. BEL, A = SOP ASEM) рл 
与 4 不 同和 的 仅 是 第 ! 行 上 第 Qi, }) 位 置 右 边 及 第 1 行 上 第 ар 
位 置 上 面 的 元 素 ;而且 | 


* B4 + 


ENS Lll 


Ai, = Ay, + 4 


idi Ж ът 1, 


A, = Au — hidu X; nj 


п = 


Ан 


x — X; 


li| Ses, 
“+ 
Ty = max(1 — Jarl, 
则 由 
i— [| < 1— 
#2) 
Ix 2max{ ry, | 
Eid. neisisv hF, 


由 定理 4.7 的 证 明 过 程 和 (4.28)， 存 在 与 * 无 关 的 正 数 сз, fii 


1— |x], 15 — Xi, 
|X; | + 1%: — Xil, 


X, — Х|) = 2Гь, 


| Ain] ж eaTis = 2esmax(v;,, | X; — Х,| }, 


НЕ 
diu] < 2евтах( 1 — | 


x, | scrl Xi — Хх.) 


= 20.01 + cr) Гь,, 


Ai 


|41 < аа + аа + Tr. 
对 4L 可 迁 行 类 似 的 估计 。 因 此 ,着 用 cs(1 + 260 十 9)) К 
# ens 则 对 变换 后 的 矩阵 仍然 成 立 (4.28)， 道 变换 (SUPA 


与 正 变换 的 差异 仅仅 是 z; 前 面 
ie. 
现在 假设 F 是 稳定 的 , 则 


的 符号 不 同 。 所 以 成 立 同 样 的 结 


由 定理 4.7 的 证 明 过 程 , 可 用 上 述 


相似 变换 推出 (4.14), А ПОЗЕ ОХРАНЕ (4.28). — 由 前 面 的 


讨论 可 知 ,原来 未 进行 变换 的 矩 


泗 4 也 满足 (4.28), 因 此 证 朋 了 定 


理 条 性 的 必要 性 .反之 ,着 条 件 (4.28) 成 立 , 则 
[45| = 2csmax(7z;, | Xr — Х|}. 
逐步 应 用 上 述 的 相 亿 变换 于 4 的 非 对 角 线 元 训 ， 就 可 推 得 (4.14) 


БЕ 多 是 稳定 的 ， 
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从 定理 4.7 和 4.8 出 发 ， 可 得 到 稳定 性 的 许多 充分 条 件 ， 兹 举 
BN PI. 

定理 49 Пти MELEE GU c) HK 
MAR FA = 

140(6)] < 1+ Olr), 
Жо eral, 2 = ¿ =< р, 

Mj Von Neumann РЕД (4.3) EHR fF. 

WR SNe Hid А =e TE, т), [APC < 
1, [1?(4)| <> <LI SiS, 假定 4 已 是 上 三 角 阵 ,并 已 将 
Seat AE RAE Яя, — (4), BR, A 的 一 切 元 素 


的 绝对 值 都 有 界 于 M HAWE (4.28), Ho а= Ж. Ta 


Buchanan GH, РЕЈ SZ = L4] BREN. Mi (4.3) 是 稳定 
定理 4.10 HEHH TS on В МНЕ BA 
[y*GC£,7)5| < C1 + O(r)) Im^; 
则 格式 (4.3) BRR. 

证 明 ”选择 适当 的 a, 并 记 4 = ev MGB, т), MJ 1343 |= 
Inl? Eis 13064] E 1, lise, A lel > М 27-4)" 
是 看 在 的 . 

设 中 是 任意 向 量 , = («1 — A) w M 

|а | 2 jaw] == Im*(z1 — Aml Cla] 011 
所 以 条 件 (4.13) 得 到 满足 ， 由 定理 4.7, В 2” = 4j АВ 
定 的 ,因此 (4.3) 是 稳定 的 . 

定理 4.10 的 条 件 被 称 为 Lax-Wendroff (1964) RF. 

李 荣 举 ， 周 长 林 (1963, 19642, b) ШЕР T GM RES 
条 件 ， 并 得 到 与 Buchanan Ж fF fH 35 DL AU dE ue HIR. SHR 
(1982), GOR, ， 李 荣华 (1983) ЖИЧ Н Я. ИЛ, 
Kreiss (1962) WEAR. GCs, т) 一致 有 界 , 则 Von-Neumann 条 
FERRE EB AES RE. 


* B6 А 


— w P fü 4 


” 例 4.2 考虑 下 列 方程 


1 
W м БЕ, —% < r<, 0406 T, — 
luc.) eU rz), — 00 < х < со, (4.29) 


其 中 Ule + 1) 一 Du(e)， 今 采用 下 列 格式 计算 
з ак) — (2) _ 1 ut) — 008) 
2 т 2 


T 


ux + h) — 2u* 7x) + st (x — h) 
= > 


д? 
othe) == ut*(x), (4.30) 
БН TER HE ЈИ KH 
4 —1 
С(8, т) -[ Ta x a == sin &, 
i 0 
它 的 特征 值 是 
I+ fi—a и 
MOOG) 一 vine, де G) 一 E a 


Ë беда < 1, RJ 299 (G) яп 2G) 都 是 实数 , 且 
AG) < 1, l3?(6)| < FE 


Zi «c LU 20006) 和 13(G) 都 是 复数 , 且 
ч NET: _ 1 工 
АСС) = 12006) | < > 
因此 由 定理 4.9 ,格式 (4.30) 是 稳定 的 . 
如 果 (2.1) RRB HE, BPA (2.3) 中 相应 的 矩阵 也 与 =, 
. 有关 ,从 而 得 到 在 点 (z, г) ЕО ЕЕ GO т, =, r). u 
RMB т < то В, Аг Т MRAM a. 2, ВН [ICC 
(8,7, х, DPS сы, 则 称 格式 (4.3) 是 局 部 稳定 的 ， 局 部 稳定 
.性 对 原 格 式 的 稳定 性 既 非 必要 亦 非 Зк 45. Тихонов, Самарский 
(1961, 19635) 和 Коновальцев (1965) 构造 了 一 些 局 都 稳定 而 
不 稳定 的 格式 ， 上 反之 ,Kreiss (1962) 和 Strang (1966) 则 构造 了 
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许多 稳定 而 非 局 部 稳定 的 格式 . ЮЖ, Тихонов, Самарский 
《1963b) 还 梅 造 了 一 个 格式 :, 它 对 连续 系数 是 稳定 的 ， 而 对 间断 系 
数 却 是 不 稳定 的 . 

但 是 在 一 定 条 件 下 可 以 由 上 述 两 种 稳定 性 之 一 推 轴 男 一 种 稳 
定性 ， 例 如 考虑 下 列 格 式 


их) 一 У, Cx, v) T'uk Qe), (4.31) 
当 :一 sr 一 0 时 ,相应 的 常 系数 格式 是 
we) == >) C" 0)Т°и%(ж), (4.32) 


定理 4.11 Bik hn 一 上 且 (4.31) 稳定 ， 并 当 = 一 0 时 ， 
С°(х,т) WRB RR CI G0) :又 记 
Е = {a| C (rt) ВС C" (3,0), Н. C'(x, 0) 连续 }. 
АЖ, м x€ E БЇ, (4.32) 是 稳定 的 . 

X3 4.12 (Friedrichs (1954)) 假设 4, =A =r, Cx, 
r) 一 C'(x) ЕДЕМ Hermite №, Я <A Lipschitz Я, 
BABS (4.31) 是 稳定 的 ， | 

定理 4.13 (Lax, Nirenberg (1966)) 假定 hn =A= r KA} 
ВЕБЕ C'QOI x Н SRR HE UU) х 308, 

GG; 2) -|£ Се 1, 


则 格式 (4.32) 对 实 向 量 sta) 是 稳定 的 ， 

定理 4.11—4.13 ASE HH mf Æ Richtmyer, Morton (1967) 中 
找到 . 

上 述 方 法 称 为 冻结 系数 苇 ， 它 已 被 广泛 应 用 于 各 种 线 姓 方程 
的 初 值 问题 ,可 参 Hl Яненко, Бояринцев (1961), Lax, Wendroff 
(19620), Kreiss (1964), Widlund (1965), Бояринцев (1966), 
Strang (1966) 和 Коновальцев (1968) 558, 

对 于 非 线 性 方程 可 采用 近似 Fourier 方法 WR. Re 
方程 中 略 去 高 阶 小 量 . 然后 对 近似 的 线性 化 的 误差 方程 组 推导 出 
增长 矩阵 ССВ, т, z, ta。 如 果 对 所 讨论 的 *， 上 和 as G(B, т, 


x toe) 满足 稳定 性 条 和 件 ， 则 就 把 非 线性 差分 格式 近似 地 看 作为 
稳定 的 . 

FLEA WHE SE WISH. OE, Xp не 
ІЭ"), Wl | 


u^ (x) == z r &^(8, туе? *dg, 
(2=)š "7 
其 中 А | 
MB, т) = Ra P ates, 
(22)2 “-™ | 


并 成 立 下 列 Pavseval 等 式 
ат = | Lake, тэ Гв. 
Ж w^) 是 (4.3) 的 解 , 则 对 一 切 8, 
ace, T) = (GC, т) (р, т), 
其 中 Gf, т) 如 (4.4) BER. 因此 
акан 一 人 10668, 4, oae. 
格式 (4.3) 按 L^ 范 数 对 初 值 稳定 的 充 要 条 件 是 ， M r < ts 
ВА STB 
(СВ, r))*] = ex. 
42 不适 定 问题 的 Fourier 方法 


Fourier 方法 同样 适用 于 不 适 定 问题 。 假设 所 讨论 的 问题 是 
(2.28) ,相应 的 差分 格式 是 
ике (ж) = С(т)н (ж). (4.33) 


£2, { хе ЖОЙ, (2.33), Hit D = Z-, TH) бб) € Pys 


U(x, 1) = ЕСО, Ce) = АРС 一 У а Y* (ау 
= i r > kas Ü.g)e'^dg є Z, (4.34) 
-N yaa ё 


用 G(R, v) ЖЖ (4.33) ВЕН, ИВ) ve D,, 

CV = C(e) (m M Й (в) с'а ) 

= A m СОВ) (D) "46, (4.35) 

定理 4.14 格式 (44.33) 可 易 的 充 要 条 件 是 对 一 切 e т, С 
(6, r) 5A ШЕ А 

WEB) E G(B.c) SAH, Ж ЖЕШ (4.34) # (4.35) HA, 
*I—-) U,(=) Е [NE 

EQ)C(r)U, = CGOEGOU,, 
因此 (4.33) 是 可 易 的 ， 

RZ. зе ЖЕЛИНЕ, WE в, 使 得 ССВ. т)А > AG 
(& r). НТ GOS, т) 连续 依赖 于 8, CREUSE в, == 0, 并 存在 正 
EK s > 0, fee 8, — ° > 0, 

с(8, т)А = AGT), B, — s < 8 sz B, + s, 
J АЖ [85 — в, B, в] 的 函数 房 (8)， 使 得 下 式 成 立 ， 
其 中 小 ， | ARI lero 


(GG.c4 — 4668, Paneg >. 
[ 


fore 


1 
a 
УЕ USO). 
1 йа m 
U,(x) и NK W8)e "df, 


TÉ 
СЕССИЯ — ЕСС, 


1 (ate | 
~ Ub. В) СС (а, т) — AG(8;r)) 


- (ве ав 十 d 
zl 


2ж Bork wa? 


B ta = 


~ FUB (вт) A" — A"G(B x рейв, 
“| 


. 9g * 


上 式 右 端的 第 一 贫 是 OG). t O(P), BY + ащ, 
TJCG)EG)U, — E(s)C(r)U,|| = 0, 
“BD (4.33) 是 不 可 易 的 . | 
#3241 4E GE, т) 与 4 有 公共 的 完全 特征 向 量 系 ， 则 Ç 
(#. z) 与 4 可 易 ， 

”定理 4.15 设 GE, r) 和 4 有 公共 的 完全 特征 向 量 系 (7), 
那 末 格 式 (4.33) 稳定 的 充 要 条 件 是 存在 正常 数 mm 和 са, SHY 
ть, 8 ke BA | 

[a8 ,7) | = cymax(1, |e ею" үсү. (4.36) 
Яо, т), ш. УЕ СОЕ, т) MADE. 
WEB] 先 证 阴 充 分 性 . dX O ALARMS On (2.29) Bras , HJ 
ABs т) | 


| `, 
UPC, T) 
id V = QUU, P ЖЕ Fourie 变换 ,其 分 量 是 РВ, г), 
pu 


1 vo imap e 
Vix, г) = Zu APU gy і ‘8, 
Жн P' E ОЧ AY Fourier 2626. H (4.36) 得 到 | 
| EEWO = |” D toi.» 


- ADUE 238 < ACTU + kr) If! 
+ }O7UG) IP) < (OWI, 
因此 存在 с, > 0, 使 得 | 
esi CCODAEGOUUM < Il C GE G)Q9?U, I 
=< e Vl с LOU < edu. 
即 满足 (2.25) 所 定义 的 稳定 性 . 
再 证 明 必 要 性 . 若 格式 (4.33) ВЕНЫ, ИЗМ > < =, Bf , 
COU < ео". (4.37) 
iR US В) EZRA [B, 6. 6 + s1 ЖЕНЕ, 并 . 
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Boh ae OM AlE, B0 趋向 于 Dirac 函数 3(8 — 6). 选取 


= 1 7. 7 r5 С) EE 
0, (+) 下 Go dp, (438) 


ЖШН (4.37) 得 到 
F. (O8, v) | 5.8. Badh < сзтах 


(GO LEHE BaB, |” 708:6046，。 (4.39) 
Wk = | 980: e — 0, 则 由 (4.39) 得 到 


T 
JA? (Bost I< сатах(1, [7—9 М). ` (4.40) 
由 于 上 式 中 的 1 和 所 都 是 任意 的 ,所 以 由 此 推 得 (4.36). 
例 4.3 GER (1965)) xR FR Cauchy-Riemann 方程 的 初 
值 间 题 


OV ОЎ ocra, 0<:< T, 
or Ox 
aw Əv 


dr “Эг? оо, Ú < = T, 


У(х,0) = Vx). — 00 =< x =< оо, 
W(=z,0) = W (x), — < + < со, (4.31) 
其 中 Vote) Woe) BJ Fourier BRA RMR. Ш U= 
(Т, yt, 
204.20, 0 —1 
a: Ox А == ) 
U(x,0) = Usl}, 
ARRIE m = —i. в = i, Б 7 == лл. ` 
oU FU 
n Эа? ` 


fy D'Alembert 公式 
U(x,: т) = QQGG — itt) + U(r + Gxt) 
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+ a OU (ка, ао), 
oe 


它 的 分 量 形式 是 
Vlr, + z) = > (VG: in) + Vix + г) 
TW Gee ir, ) —iW(z — iz, 2), 
W (z, tbr) = > QV (Gc — ie 1) + W (z + ir, Р 


(Е + iP Ce — itr), 
应 用 2M 十 1 阶 Stirling АЗ (UL Березин, Шидков(1959)) 得 
到 


M 


ше + r) = У а (т)б "ИС, г) 


m= 
| 
1 


一 M b.(r)B2m Wy (x, DER, 


! wae 
4 


I Gs te 0) = D e OBI Gs 0) 


+ $ bair) V (2, гу + Ras 


m=O А 
其 中 ĝi” 表示 以 x — mh, жд — mh 2948 SRY 2m 阶 
中 心 差分 ， 


Brett = T (it + h, гу — беа — h, D), 
о (С) ++), 


= 1 и: 
b.) (2m + 1)1 Il (6) + р), 
К, 和 К, AR. EFP V. Их 的 一 次 函数 时 ,R = К, = 0, 
下 面 设 = aR. 
在 上 式 中 略 去 余 项 即 得 到 相应 的 差分 格式 


. 93 + 


м M 
pt (5) = У а (т) бту 一 Str) Ot 1 GO), 


M 


toU (x) 一 У а „ (т) бтк) $1 be Ât), 
或 者 写成 | 
u^ (x) == Сия). (4.42) 
显然 , 它 对 (4.41) 的 逼近 是 相 容 的 。 它 的 增长 矩阵 是 
elfs r, M) — if(B, Ty м?) 


G(B, r, М) = VM т, М) g(B, v, M) 


其 中 
g( rM) = У) au CO) tama B, 


M 
HB, 7, M) = singh >} balt H — 1)" р B, 


m= 


GBA, GU r, M) 与 4 是 可 易 的 ,并 且 具 有 公共 的 完全 特征 向 量 
X. GG, r, M) 的 特征 值 是 

人 ee т, M) = g(8. z, M) + Кр, z, М), 

ДӘ, r, M) = g(8, v, M) — (8, =, M). 

为 了 讨论 稳定 性 , 先 证 明 当 Bac (—т, =) ET, g(8, т, оо)" 
свт, f(8, г, оо) == hfr, ЖИ cosg(x +o) SRA c 5 B 
变量 ,以 x — (M + 1)ñ, с-з, m tt z + (M 十 1)4 为 节点 的 
Stirling 播 值 公式 的 形式 ， 


1 
cos (х + оа) == созбу + F: д, созйх + = (2) 


1 т 
- бе ов 十. iL © 
cosx (2M * 1) л 
- TL (EY - 2) areosas + “Ёк +) 

pai A! wi 

. $ cos Pad z + oA Ü x + о) 
tn — иш n = 
Гм Се) Се + 十 a} An} 
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E $ _боз#а dz (4.43) 
ra gu (= — x + в)” 
其 中 
M 
cM) 一 TI (z#— x — fh), 
#=-М- 


M+1 


car) 一 IT (z — x — jh). 


42-0, o= іт, ШЕЕ 
chgr = g(B,r, M) + Ry. 
取 卫 为 以 原点 为 中 心 27 + 3МЛА 为 半径 的 圆周 ， 则 当 85 适当 
[N ELM — otti R,| — 0, 显然, cher 是 ВА 的 解析 函数 。 又 可 
证 明 , 当 Bh € (—x, ж) 时 ,8g(8,5,00) 可 以 表达 为 一 个 解析 汗 数 的 
一 致 收 第 的 级 数 和 ， 由 Weierstrass 定理 , g(B, r, со) FEAF AT OA 
数 . 因此 当 pac (一 x, =) 时 ,8(8; т, со) = ches, 类 做 地 可 证 
ВЯ .>4 ВАЕ (—=, x=) SCS, т, co) = shpk. 从 而 
B(8,t, 00) +f(8,1,00) = е" 
因为 (—1)7z, > 0, (—1)"5, > 0, 所 以 
hOr M| < g(|8|,r,co) + fCI81, 7500) == ей", 
从 而 当 222 0 (ЕВ М, о, т, M) CR Per MD) 
- 满足 (4.36)。 但 是 可 看 到 , 当 2x > Bh > я (3 —2= < Bà < —х) 
Bj, 19(8, v, M) (EX AP (B, т, MD) 不 满足 \4.36)， PS EG sÑ 
(4.42) 是 不 稳定 的 . 
-为 了 得 到 稳定 的 差分 格式 , 可 采用 Newman (1960) toii 
方法 。 饮 如 采用 下 列 格式 
utti = Ф(т]С„(т}н%, (4.44) 
其 中 С,(т) 表示 (4.42) PM = 0 的 相应 差分 算 于 ,tf) 为 Diri- 
сЫ WF 


Prw) = = 人 v(x + о) 
Шилов( 1961) 证 明了 下 列 性 质 : 
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G) (PC) = 9(2), 

GD 着 v) 的 Fourier emi |-^, Z] Awe, 
Д] é()e62 = 0; 

(ii) 着 v(x) 的 Fourier FRÆK |- Z, =] Hw, 
Д] Pirjol) = «C». 

用 Со(6.т) RT (4.44) 的 增长 矩阵 , 那 末 , 当 185| > = 时 ， 


Golf; т) 是 零 知 隆 ， 它 的 特征 值 自然 满足 (4.36)。 当 A] < = 
№}, Се(в, т) 一 GE, т, 0), ВИА 8 > OCR 8 < 0) BP, PG, 


r) (或 298, r)) 满足 (4.36)， 不 难 验证 , 4 s: < 2, 


aq «1, 当 —z =< fA =< 0 时 ， 
lag (8,r)| < 1, 34 Od 8A som ht, 


因此 也 满足 (4.36)， 所 以 当 < 2 ht, (4.44) 是 稳定 的 


XH (7) 的 性 质 Ci), (4.44) 可 改写 为 
нк) ma) 
ete) -—()U.). 
因此 (4.44) 5 (4.42) ЖА 2 ARE ЛЕТ XE JH DK b E, 
dx (4.44) 的 可 易 性 是 显然 的 ， 又 因为 当 U.C) € 2, 时 ， 其 


Fourier 变换 在 LN, N] hE ,所 以 只 要 A «SR 


{CATINU (а) = DTICCAT tU, GO. 
H T (4.2) 5] (4.1) Be. НИ, (4.44) 5] (4.41) А28 
ААА, PR 1 48 SX, (4.44) 18 JE UC АЈ. 
可 以 用 Fourier 方法 讨论 变 系数 问题 的 稳定 性 .Houde Han 
(1982) 还 用 有 了 上限 元 方法 贱 究 了 变 系 数 椭 贺 型 方程 的 初 、 边 值 问 
题 。 
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43 能 量 方法 


能 量 方 法 直接 来 源 于 守重 律 。 例 如 考虑 一 根 两 端 因 定 的 均 勾 
细 弦 在 空气 中 作 阻 尼 运 动 ， 阻 力 与 速度 威 正比 , 阻尼 系数 是 
(=) 20. 用 0(x, RAR ADE Bh ВИН IK, CR РЯ] 


方程 


PU OU + э) SE = 0, 0 < x<, 0 < < T, 
£ 


dr д 
U(0,:) = U(1,:7) = 0, б < = Т, 
SE (2,0) = 0,69, 0s x«l, 

9 (=,0) = Ux); 0 = z < 1, (4.45) 
НИ, ЕС) Eu EXOES T EROR 的 和 ,其 中 
кю = | ӨШ, E) = А) а. | ， 

Dor 2 [| д» EA A» 
th (4.45) 得 到 


EQ) = EQ) | | sd) t (z, ©) dr a8, 


КНЕЗ ЕА ЭЛТИП ЖЕ AREAS AR. 可 
AY Fi SENECA SEO SE RY а XE БЕ, {ЙН 
Ильин, Калашников, Олейник (1962) 和 Lions (1969) 的 著 
т. ` 
差分 格式 的 能 量 方法 是 对 微分 方程 能 量 靶 的 离散 模 掀 ， 它 最 
AEE Courant，Friedrichs，Lewyt1928) 提 出 的 .元 十 年 以 来 ,这 
HEBT CRNA. Flat Ладыженская (1953), Lesst 1960 
a,b), Копачек (1964) 等 把 它 应 用 于 热传导 方程 和 波动 方程 . 
Friedrichs (1954), Less (1961а), Lax (1961), Thomée (1962). 
Keller, Thomée (1962), Kreiss (1963), ВЖЕ (1965a, b), Сива. 
шинский( 1971) ЖЖ = (1978) 282025 i B , 陈 炳 木 ， 张 作 
Be (1980) 等 把 它 应 用 于 双 曲 型 方程 组 。 Less (1961b), Самарс- 
кий (1962b, 1963a,b, 1964a, b,c), Дьяконов (1962b, 1965. 
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1967), Фрязинов (1964, 1966, 1968, 1969,5) Коновалов, (1968, 
1969) 和 Белухина (1968, 1969) 则 把 能 量 方 法 应 用 到 和 多维 间 
М. 此 外 Cawapexnü(1961a,b, 1962a,b, 1963a,b) НЕЕ 
应 用 于 所 线性 抛物 型 方程 。、 在 郭 本 瑜 (1965а, 1976, 1978,1979a, 
b, 1980a,c, 1981, 1982a,b,c), Kuo Pen-yn (1977, 1980} 和 Guo 
Ben-yu (1981) Sie xc PREM FE S 2 ҖЕ He HER RH 2392 du 
物 型 方程 组 等 等 ， 

为 了 具体 应 用 能 量 方法 ,还 需要 建立 一 些 关 系 式 。Less 在 上 
述 论 著 中 作 了 一 些 初步 的 工作 。Caapcgm 直 和 郭 本 瑜 则 在 上 述 论 
著 中 建立 了 一 整套 公式 ， 其 中 包括 Соблев SERA BE St 
模拟 ， 这 些 公 式 是 研究 非 钱 性 方程 能 量 方 法 的 基本 工具 ， 

eH 空间 中 的 变量 是 x 一 (ar „+++, х„), х„ 的 步 长 都 是 
AUR х 的 坐标 值 是 хь = jmh ,其 中 jw REM. AT 表示 全 部 
М АКНЕ. с 是 单位 向 景 


Em = (0. 7, 0,1, 0,---, DE 
2 — — 
бф (ат) 


TERR LASER SORA D, BARR Es, 
则 称 它们 互 为 邻 点 。、 如 果 x* 及 其 全 部 邻 点 都 在 Q, 内 , 则 称 它 是 内 
点 ;并 记 z€ Oy. Г, 类 示 网 格 区 域 的 边界 ,8 一 Q, UTL,. 
为 了 今后 应 用 方便 计 , 还 记 
Qi = {х|хє O,, x the, € Гу}, 
Oh. = {alee О, x hept Ty}, 


OF an = aie UQ or = LJ Qa: 
mol 
Ti. = 1х хЕ Ty; x — he, € О}. 


Vim = Ах хе Tas xt Ae, € Qf, 


Гь = T£, ОГА, э Г, 一 U Рот. 


. mol 


此 外 ,8; 一 D, ОЛ 9, WA UE А20 OF. 
Х.Ж дн (ж) Ә.и (a) fü д, u (2) 分 别 表示 и) 对 z, 的 向 
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[ +1 
前 ;向 后 和 中 心 差分 ， te, (0). из _бх) 和 ss, (2) 分 别 表示 a) 
Wz. a ABM OAN. и.) BART, 上 的 外 法 向 差 商 ， 
BD 


"COP M x€ F£. 
0 = { со, шщ х «Гр». 
设 v(x) 为 非 负 函数 ,定义 


А n(x) = =. (ru, Cx));, + 1 (1 Ce) Wz CX) PR 


APats) = У AY Ce), 
m=1 


EMS рб) = 1 RY TB Арик) 和 Аш), 
我 们 定义 下 列 内 积 和 范 数 
(u,v)— Аа) (x), lul? == Nulli = (и, а) 


Че?» = L3 One + ыы, 


当 (а) = 1 Bp peli Jel. 
设 Sa 有 灶 为 了 明确 起 者 往往 采用 记号 (few， AFTE 
lvls, fü 1910, SS VEU 


Iuli = bulle, 一 7 SI ие, thar + lu 2,08). 
m=] 


类 似 地 可 定义 lsh 等 等 ,并 记 
lelle = lulo + Dy lal ae 


我 们 还 将 应 用 下 列 记号 
[и> = etae = D AT le 25. 
x € QA 


|u| Pie = i MODE REPEAT 
美 似 地 可 定义 иеле. WRB Соболев 空间 范 数 定义 为 
|?” = өф» + Dl | мые 


我 们 还 定义 在 2; MT, 上 的 各 种 东 6 数 ， 例如 
lili" o = > A" ut (x), 


reat 


[8,2 = = ht tw x), 


мы = ES У) У) Ци Tuo»). 


mol Ledeen x€ am 
tm K 


此 外 ,我 们 还 应 用 最 大 模 , 即 
[lee J == 10, 一 max | (а) P 
[а |. = max max Cle, l> 1, а) |0 
херь lunes 
类 似 地 可 定义 [was A 
11, == lel + 22 |н]. 
ami 
最 后 再 引入 下 列 四 个 和 式 
SPs в) — = У енд) 


«єй 
+ Ar M ух бе) (я), 
2 *,-- 
ыу" 
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SC а, е) = > SE (uv), 
"=] 


Bg(u, v) „бв 
хг} 
+ э(ж\ш( х — ñe,,))e, GO + == > 
x€T. m 


* (yx + keg ule) + Се) + heus), 


B™{#, в) = > BY Cus v). 
特别 当 v(x) = 1 RTE Lv. 


УЕ (1979а, 1980c, 1984, 1985) 和 Kuo Pen-yu 


(1977) 中 的 一 些 引 理 . 
5]38 4.2 ИРА и, e Alp > 1, 
Пее < ШЫ БИРДЕ ie, 


证 明 由 Jensen 不 等 式 (М Hardy, Littlewood, 


(19525), 


>) {eG ее б) =< У абе)? У, lee) 
x €?a x, хайд 


ЮНЕ BT UE, 
515243 ж v — el, HH 


Cle PP « ÉE pall? + 22 aly» 


aye 4 
СПР) < = lel? + > И“. 


Palya 


fn oe u(x) Ж x „ 方向 以 Ím 


à 一 上 为 周期 , 则 称 C) 是 周期 的 。 此 时 有 
Cal < E qup, 


引 理 44 25 2 适当 正规 且 有 界 , 那 末 存在 仅 与 区 域 直 径 有 


关 的 正常 数 c, 使 得 
(i) lalP s el lal? Дк, ), 


(ü) (lal АС t 14° SP ж). 


гайд 
证 明 只 证 (i), 我 们 有 р 
нбх) = > Bus (y) tale), x € Tie 


lim OM SU) 
从 而 
we) < 20000) + М = Suh, O). 
Ee (FF uU) 
同 理 有 
OE I +21" Ӱр) 2,0) >€ ГЇ. 


1570960) 


抬 以 上 两 式 要 加 ,并 对 一 切 姑 和 хє 0, 求 和 , 即 得 所 证 . 
显然 ， 本 引 理 是 对 Poincaré 不 等 式 ( 见 Соболев (1950) 的 
离散 模拟 、 如 果 在 T; ПР И D. bows) = 0,0) 


a(x) == > hts, > 
Сабад 


从 而 | 
ат >) юш (у) 等 等 。 


EEE LE 5471 
并 由 此 得 到 
Wall? < eiui. 
引 理 45 # sel, Q= {ЈА к ЈА — В}, «(0)— 

或 (JA) 一 0, 则 有 

G) [lle < 275 luli, 

(4) ши < 2 СВ) |a]. 

证 明 设 400) 一 0, 则 对 一 切 1 <; < J— 1, 


CODES У.о) < Wa M aueh) 
amt тж 1 4:31 


= Ји | жы 2JA|ul1. 
Fa SERN (1). MAG 
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| исе « lul < Сы», 
BILL 
[өф < (27h lal? У в Gay Sale, 
1< í< 
并 由 此 得 到 (ú). 
注 记 4.1  u(0) = s(Jh) 一 0, 则 有 


Па ма lele < СӘ lal, 
ЗШ 4.6 若 > 一 2; 在 Ti Lule) 一 0, 在 Ts 上 v(x) 一 0， 
EU 
[же]? < 4 Пе Hal ll. 
”证 明 我 们 有 


max н2(ж) == max M Ate Cy), 


non HOD phy, 


= У) AOD [му — де, Dae, Ol 


non 


其 中 >) 是 关于 Q, 上 的 全 部 AG) 求 和 而 保持 hO) ЖЖ. AB 
hn 

有 . 
max 4200) < УХ ВИНО + [абу t he)l) iut) 


iiy) 
所 以 


в», max w(x) « 2011 lal. (4.46) 
вы Vf 
Ane 
b У! max Cs) = 2[2|| vli. 
áo) Ве | 
At 


luv]? BY Amax w(x) - Ў) Рах v" Ce) < telle eli] ets. 
Бр f ho) Fe? 


注 记 4.2 在 引 理 4.6 的 条 件 下 


ie =< lellei =< 2 ile Ple la. 
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如 果 u, o 仅 在 Ps TRE S. Я ЕТ, b. иби) = 0; 在 
Гуз E, v(x) 一 0, 则 有 
Пее < вао lab lol. 
Па < 2 A 2 luli lela. 
引 理 47 E» 3, n ЕГ, Гл, E2988. v(x) 在 
Phim, Ж Ta s, 上 为 零 , 则 当 m, зе my 时 ， 
lle | < 8 eel Eo] 10122, 
证 明 不 妨 设 m 一 1, m = 2, т, 一 3, 于 是 由 引 理 4.6 得 到 - 


„рер ОШО 


ix) ix) Hs) 


« 24 »( DDD (к). | >) У Ро) 


HO) GO J.G) IPG Hon 


>` € GG + ë (а) нй Gb Gay) 


RUD RO 


>; 21 0002 (к) G0 H- v3 GO) H-vi (ж) ) 


iste) і) 


= 4max > 2: Pe) > d <x) Jedi dedi 


iite} heo) de {= fata} + 


M X P нахиа) Dy 21 Pmax (а) lelalels 


iG) On) fon но) 060 


再 次 应 用 证 明 (4.46) 的 技巧 ,内 得 到 所 证 的 结论 . 

жів 4.3 EEIE 4.7 的 条 件 下 ,我们 有 

lel < 2/2 [ull fe (3, 

ЖЕ us o Е Г, 的 部 分 子 集 上 为 零 有 时 仍 可 得 到 类 似 的 不 
жд. 

引 理 48 dn - 3,767, Lo = 0, Bl 

llalla < Y 361ul.. 
证 明 ARGUE н >> 0, 8 JO = ull FR 
JO) =< À >) [max Р, hu ix} >> k max и (OP (4.47) 


fy Lita) а áo) ñ | 
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不 难 验 证 
max s (x) = max > (у) ) 5, 


А2) RD „Су (2) 
Са Су)», == Cys, Су) + GP G2 ) иу — hes) 
= a" Cy) ну, Су) +u (yal bes lug (у) tw Cy —he ug, (y). 
AS VAG HT IAD ЗЕ ВЖЕ n max w(x), НӘЗ 
A >` max ° (z) < 3 M M Me 0) 


iat} ЗО dta) jir) 


ESE (a GO) + ид, (+). 


2 4G) i) 


类 似 地 可 估计 max У) Aale), PEETA (4.47) 后 得 到 
Ж) pn | 
Ky & э* 3 |>) So EDD 


но) Бк) ÉD inte) dann 


- GA, GO d o). ED У) 8,60 


te) d try 


+ uh GO) y] = 9тах (3 MD ©) 


HG) Apes) dan 
(+ фир las IP) (4 IEZA + E TADI 


因为 
max mG шах У, atol, 


hU sone n 


所 以 对 它 进行 适当 估计 后 即 有 
— 3 `$ 
JG) < 56 / ja) И (X sso + as Р) 


«se VND 22 (F estt n P 


sim 4.5—4,8 的 优点 是 系数 与 5 区 域 的 直径 无 关 ， 它们 是 Лал 
ыженская (1961) 有 关 结 果 的 离散 模拟 ， 
: Y 193 * 


FBR u(x), 则 存在 仅 与 区 域 有 关 的 正常 数 eo EE 


Ја м, 1 一 上 一 所, 都 有 
B P n 
lla ||," с 116. (4.48) 
ORE RAE. 特别 若 u(x) ARAE, М 
[а < с, ии. (4.49) 


Жж 010с:0,, WitePeo. im OY ST, АЕ 4 的 适 
当 倍 数 , 那 未 有 | 


ироа < се”, gm |] +. (4.50) 
а ЖГ БЕН ICE ERE die , 则 ( 见 Соболев (1940)) 
llle o, < 11Р. (4.51) 
下 面 讨论 对 低 维 流 形 的 嵌入 问题 . 


3198 4.9 假设 Z, JE Q, 中 的 适当 正规 的 mn 一 1 维 流 形 ， 
s > 0, WHEE со, EIEH À 适当 小 时 ， 


т eG) < sali + П, 


ТЕЖА 


证 明 ЖБ n = 1, #22 时 的 证 明 是 类 似 的 。 我们 有 
H 
ив) = PUA) — в >) (Cok) )a 


dui] 


= (15) — À Y (ulah) + uloh — h))us(aÀ) 


emi +t 


UA) + D on) + d әб) 


engl 


+ = wilh) + £ >> e (oh), 


1 а= раі 


因此 
( — A) P) < (1 + ia) ih) 


+ 2 qal + scies]? 
8, 
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BU HE 
(1 一 = en < t + =) 9n) 


+ 一 1 р + в... 


把 以 上 页 式 相 加 后 后 对 一 切 RA, 即 得 到 
(jh) еј + 2 s|, 


由 此 即 得 到 结论 ， 
特别 有 


lelt, < e |41 + © als . (4.52) 
lali Sell? + lt fem 


下 面 来 建立 一 些 与 Al (ау 有 关 的 关系 式 。 - 
SI 4.10. ЖМИ AL «GO, o GO. 9 GO AE 


(i) Zlu, Аб) + > [vs van) E vus, on, E 


m=i 
= 2B9(u,v), 
(ii) (s, AT) — (s, Aw) = Boa sey — В! (му. 
证 明 ARH. ABO, = (x h <: z, S J, — ht ESTER 
Catia Xas 0s Яо Metis 77 X8) 简 记 为 ибх, x4). 由 Abel 公式 
Jai А . - 
k 2; (Gv, Gs 4G) + v(a)u, Gn) ve, QD) 
fQ.U-1 
= VAE s Jm 一 h)u(x,J hye „Со 5 А) 
— vix, 0)u(x, h)v,, (E, 0). 
HAA | 
Jm-—1 
À > (CoG) ve, Сж)) 2,4) 十 Сауна, Ск) гз (00) 


imie) 


= y(x,Jk)u(x,J,5 — DLE 0:7.) 
t 1074 


一 v(z, hjalt, Ojos (x, А), 
把 以 上 两 式 相 加 到 得 到 
5 53 (2u (3) AZ v (а у 4» (жн, (o, (z) 


fm 1 
+ vedas, (os (x) = (202, Јав А), ]„Ё) 
Es вия, Jh — A) eg x, JA) 
+ (v(x,0)u(z, 5) + v(X,A)u(x,0))v,(X,0). 
用 ae? 3 Е HH ui GO RA m se т, DILE 
2(u, Agr) + (vu, vu, ) + (rts sen) "= 2B (n, v), 
(4.54) 
再 把 上 式 对 思 求 和 , 即 得 结论 (4). 
在 Gi) Фай w xm v 的 位 置 ,然后 与 原 式 相 减 , 即 得 结论 (и), 
注 记 4.4 APRA — АХ 
(i) s, TE T, EMS, 
GH) м, e 1 v 是 周期 的 ， 
Я BY (a,c) == 0, ДНИ (4.54) 得 到 


Hum A) + №, [ (vty ote) + (эне see, )) == 0, (4.55) 


im= 1 


(и, Av) = (s, Alu), (4.56) 
特别 有 
Ce AM a) +(e T? == 0, (4.57) 
注 记 45 WE ule) 和 v(x) 在 1 上 为 零 , 则 
28900,0) = ht У veal ~ heu)o GO 


fE&TA m 


+ ARO >) v(x)u(x + Ac, Jual), 


ТЕГ т 
BT 
—wv(x — heu, E rE ГУ ы» 
hes Cx) = Lu + ле) X) x€ Г 


BRA (4.54) 后 得 到 
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JU A Ius) + (yuz ste a) F (vas, уют) + 2S (a v) = 0, 
并 由 此 推 得 


Au, Afr) + S2 (Оша 0р) 


+ (vus, so )) +28 (4,9) = 0, (4.5%) 
(w, APR) + Clu]? + Su, и) = 0, (4.59) 

Ж v(x) 22 и > 0, WES (4.59) RIS RE 4.4 得 到 
lsP < J2 К (460) 


引 理 4.11 Ж o, G4EM AA RSET, b ale) = 
(x) 一 0, HI] ` : 


1am Ayo) = УУ | 2] Minen Pei) + Unin аяа) 


ф=1 Jamaa 
mý { 


+ (тонн, }] 十 C trai) E 
я 


] 
+ 20s, s 2,3, ) + Сизи» Vaga, ) ME + Ая > 


f=] 


У) лш будын еб) +4 91 У) plast) 


re Dau i=l j)«manm 
mě i 


+ SyCtz,.92,)) + 2” * M M M u(x)u(x)., 
71 SRT кє} бо 
WEB] ”为 方便 计 , 设 О, 一 n] hx S /同一 让 。 由 《4.54】 
得 
HAs Аьше) = —2( Aue ve) — 2( Asar tal) 
+ BICA s v). 
应 用 引 理 4.10 得 到 


4( Aga Asp) = Fy + G, — 2 №1 (Bou e) 


+ B (zas ta )) TOBICA au 9); (4.61) 
其 中 
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>; [ арта) + CHER 
lerem 

mel 
+ (us, зы) + Gs, 0812. » 
T (usse o 2)2,)2,00%¢4 + + HC 


+ бар. 


G =, Ў) Ани) Ана (ж). 


rel ge 

E Lm ЛЕ Pan 上 有 ve. vw = u, = пу, 一 0, 所 以 
— 2B yal srs ds) — 2B (02; ta1) 
x = 38. (viste) + 2S. vg йз), (4.62) 
Щр mitt, 

—2Bi(o, su.) = Fi + Go 

Cairn) = F, + G; (4.63) 
其 中 

Е, = — h" > (=, (w) + rg GOD Asa (0 


nr, 


G, = An > (v, (x) + vg x) ) Asa), 


«Г 
F, = —At >! (ru, x) + va (Али (я), 
кєй} 
G, = Ae > CEN + их) Anu). 
| Г 
XU m= bj, | 
4By( Ab ur) = 2577 I Ay tee) oe) 


rent, 


ел? M (ts, + Wa 92.) 
тео 


+A D ву. (4.64) 


хє ef, no? m 
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ym = FS RAS 
4B A umo) = Е, + Gy (4.65) 

其 中 E 

Fy 一 —24"? У) (Дуи) + Ауши(х — her))olx — hei), 


ТЕГ | 


G, = — 247 У; (Aguas) + Анх + hejer Tei), 


кє unn 


利用 边界 条 件 得 到 
Fi 十 F, + F,— —À" У\ Ар (=) Али (x) 


zer, 


+A" > Ave GO А ын (е), 


rents 


[£3 + Gy + G, = — h" Y Arat Gn) AV mx) 


rer 44 
+ A" У) Asp) Аш бк), 
ze 


把 (4.62) —(4.65) Л (4.61), 两 得 到 


4( Agu, Алло) = Fy + А" УХА, n (YA) t (a) 


EL 
+ 4 > (Suis rui) 十 Sui 0) 
ex 


+ в" M >, «буе COE), 
стт redt snot | | 
把 上 式 对 7 求 和 ,就 得 到 所 证 的 结论 ， 
特别 , 若 在 Ta 上 иб) = 0, 则 
18 < Али. 
对 于 适当 正规 的 非 直 和 角 区 域 , 则 有 
| [а |26 са Аж]? 
МТНБ Е КУ АРИ (А881, InIESE— atl: 有 美的 


He 


关系 式 。 在 本 节 中 用 wt(x) 表示 在 (— kr 时 刻 * А CR 
ule), ab GO 和 ud Gr) 分 别 表示 对 * 的 向 前 ， 向 后 和 中 心 差 商 ， 
引 理 412 ”对 一 切 网 格 通 数 vt(z ,都 有 
G) 2¢utyut) 一 fati — clu, 
GP) 2(4*, af) = Meth + rleti 
Gü) Cut, «D 一 let. — E nut li. 


(Gv) 20, uh) = Па ih. 
证 明 可 直接 验证 
2u*(x)(u** (X) — uti) — Catt Y 
— (ete) — (uit! (3) 一 atx), 

把 上 式 对 一 切 x€ Q, RAR CO. 类 似 地 可 推 得 Gi). HE), 
(ü) 相 加 即 得 (ui), 把 (1), Gi) 中 的 ate) BI añ C) T tC) 
KS НЕЕ (iv). 

引 | 理 413 d; vt > 0, 则 

(1) 200 AP at) + Ци; — r( 14 y 


- 1 3j ONU С) = 289 Gd un), 
m1 
Gi) 2066, Aut) + Са) — eChut Ly 


бин + Qty) = 289) (utut). 


т= 1 


YES] 出 引 理 4.10 得 到 


2(ut Aut) + S) Ой, ) 十 Orta ei] 


m=} | 


一 2B (st uut), (4.66) 
ATHER etfi 都 有 
(ek Cet), = viue + (phu t), ut 
= pw! + vi (utt! 十 ott ur 
— 2v*w*w! + ot (oy то, (4.67) 
Ax 


a 1125 


0s wheat, Gul. Ce) = i Gt, 7997 


一 三 »G (uh, (P? 一 ы (aE Се). ` 


类 似 地 可 计算 vt eh, oad, GO. BE MRA (4. 66) 即 得 第 一 
个 结论 。 结 合 引 理 4.10 中 的 Gi) 则 得 到 第 二 个 结论 . 

注 记 4.6 BET, Etle) = 0.9 dE ut) ЯП vt) SE x 18 
足 周期 条 件 AR 

BOO (yt, uh) = BEM (ut, a) = 9, 
E | 
(ub, Арш) = (ut, ATE), 

并 且 | 
2( ut Аи) + CIut| f)? — тС | 


一 一 »2 (ot (ky: + dy) = 0. ` 


注 记 4.7 wt Fa E ot) 一 0, 那 末 
IBS (ul, at) = Бе D>) wheat (д — he.) 


Fel TP 


сих — hep) — h7 Ni (жд 


2E Гат 
- (z + heut (xr + heu). 
Н (4.67) 得 到 


viloyat (х йе) ле.) = — кои he Ph 


一 = »!(a)( uf (athe ,))* — i v! Gr) Git es be 2), 


因此 
Вий ut) 一 SOC ate): 
. — S9 (ut ul) — SOP att н), 
ВИД (PLAT) 一 (at AP ul) AE 
2(ы Ag at) + Ch] iP) — тС У 


* 113 = 


_ 1 » (sh, Cult!) (edt ydo S ut ut), 


mix] 
EM n „нё t) — SUP, wit!) = 0, 
. 898414 车 v(x) > 0, 则 有 
O Uaf AP WAY + (lat + Cat |y 
一 二 L > (rd (uk) + (айу) = 2B° (ud пб). 


注 记 4.8 a T, 上 kG) 一 0, 或 者 wt(x) 和 tla) 对 
满 尾 周期 条 件 , 则 上 式 右 端 为 零 . HET, 上 оа) 一 0, 则 有 
Id Aut) + utl P сай) 


一 二 Ly (rf Cah + ub Y!) + SUP uh), 
+ rSf ut ui) 一 SOP (gk, gt) = 0, 
В 415 Ж ра) > 0, ДН 
Uap Auf) e Chat) — + С LP + = Cal PY 
一 " У ts (att? + (и Y Ot, (akuy, 
a= 1 


+ (и 2! )%) -—2BU*)( uh), 
ЕЯ 4.9 BET, bet) = 0, 或 者 wt(x) Fv te) XÓ ў 
足 周期 条 件 , 则 上 式 右 端 为 零 ， 车 在 T, 上 tQ) 一 0, 则 


Pluh, Aput) + (ие Рл б: [Py (af)? 
(+ > (v3 „(акы 2 p (ubt*)?) — + 2 (vf, (ut a 
+) + S" (uh ut), — L SU ш) 
2 
+ T Se" Cul uf) — AL seat? uen) 
2 | 2 : 
1 >) — a-1 
Ре» wh) = 0, 


* Rie 


A ix a t RI BC BA S (1927). 
引 理 416 ix E* EAM. d. в, T. M 都 是 正常 
СТ) 是 工 的 不 减 非 负 函数 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 
(i) 若 对 一 切 š =< & — 1, Ва, 
Falk — 1) = Fg(ES,El,---,E*t < MEX, 
Gelk) = G,CET,E!,---, E) zm g Et, 


(i) 3-0) 164 |2], 


k=l 
Gilk) < o( T) + + >) Fa(£), 


cme 
MI 
(iit) pE x ӘТ) = дс п, 


BA. ше |2 |а, 


E: =< (Т) MER, 
Ea 


证 明 ТЕ Bae p^, 


y к-1 
&b* — (Т) + Mr У) il 


[LE] 
g = OCT). 
` Bo 
T 
于 是 当 «| Е 
ФА 000 Fey 


Bo 
显然 有 Sp, RRS ESRI Е фе, BR 
k-1 
g,E* =< «(Т) + Мт >) Её < (Т) 


fua 


*-I 
+ Mr > dé = gab, 


Fug 
从 而 Bt p. 
注 记 4.10 一 种 常用 的 铺 况 是 Gal) = Et, 
-tise 


Ny к, . 
Р.) = of 1+ 9] (Etta D) ES + >) НИЕ, Et), 


=l t=1 
并 且 若 对 一 切 £ =< Á, ЕЁ < c; Att, 则 H (F°, -E > 0, 其 中 
Яр» €i 是 非 负 常数 UD 是 常数 iN, #0 N; 是 非 负 整数 „952,24 


ЕҢ 
wl Teeth а minimini, minc; A} 
N, 


IL TET EI 15! < 


Et = wl T)e*sT ND. (4.68) 
AX bh = d, = 0, DR &r ST, t(T)e77 71D x minl, піве) 
IS I«N, 


时 ,C4.68) 成 立 . 
如 果 N, = №, = 0, Д0) (Т) AA, (4.68) 成 立 ， 
KREMER De. FSI, 
Wha РЕ. 
S[m 417 ur E+ ЕЮ т, do в, T. M 都 是 正常 
# 2, > 0, p, уз 0, 0 < < ру, (Т) fT ËJ 00 EAP 3 , 3t 
且 满 足下 列 条 件 : 
O 车 对 一 切 £ =< k — 1, Е 2,1] 
Fel — 1) = F(E", Et, -- EX") MEW, 
СЕК) = СЕЕ", Е, +++ E) 2 g,E* — gCE*y, 


GD x9] <4< |2], 


#—1 


СЮ < lT) + т >) Felg) 


= 


Gi) pE! < aT) < = e“ 2MTramin( g, 25830). 
£i 


Gy) Ets dy, gu gdo t BE, 


ge 


рж, к< T] 8, 


T 


E* xz 2e(T) eg n 
& 


= 116° 


“a 41 ew 


证 明 ЕРАЗ v. 
k—1 
gat = ю(Ту+ 2Мт >) d. k 2> 0, 
£8 


qur, 
L By 


Biss £ < Iz] fit, 
0 =< gt x «n eT, 


显然 有 P< 9°. EREMO ЕКА 1 BF, Et < 295, Ш Eš < 4° 
并 由 此 得 到 
k—1 


g E* — g (ES? с o( T) т Fa(&) 


#50 


k-i 
= o(T)-- Mr >; Et <w(T) 


#=0 


й-1 


+ 2Мт >) ф — zq, 
#=0 
Вж 0 = 4 84% =< gos ВТЕ s 5 А 
' + 
Во — Во (1 — tend" ) 
1 (FALL 5 
Et < — (à — Mg gg) < 
2m 2g. 
= 2gd* 
5 
£o 
或 者 
EX > = (в Vgl — ^p gd ) 
Ag ga 
ü T В 1 — —_ ` . 
d ( gi ) _ & __ 26.4% 


25 au Е, 
如 果 有 后 -一式 成 立 , Н ^ < © 推 得 Ex > d, xk Ege (iv) BF 


„117° 


盾 ， 因 此 只 能 E+ < Aeg, 并 由 此 得 到 


2o( T) е 
g: 
可 以 采用 不 同 的 证 明 方 法 得 到 不 同 的 估计 . ik E* < da H 
ii SE 4.17 rna а), Gi). МХ 
g E* 一 КЕК > (go — md) Et, 


E* = 29 =< aT fey = d. 


MT 


所 以 AE g, = во — pde 22 0, pE =< ФСТ) < g ”, 则 对 一 切 
CT 
к< |2], 
MT 
pee en 
Ёз 
144 AF, = {rjr = h, 1 cpa J — 1}, ЈА 1„ 
FATE (4.45), 
гий (жу) ~ sh (x) + БС) (к) = 0, re Sps & Z: 2, 


s*(0) = u*(1) = 0, k > 0, 
uix) = О, (к), r€ Fay 
gx) = Uae), z€ .Z,. (4.69) 


把 第 一 式 与 uke) 求 内 积 , 由 引 理 4.12 MIC 4.8 得 到 
letli + rifl + (18811; + Ты ЗиК 


+ ти) 28 ВО) = 0, 


x€ f, 
id 
| * 
E* = ий + 12512 (и, + т? У 
éma 
- Са 2 + peki + GS SD, 
mi 
Ех UP И + и), 
由 于 


| ilB* 


ЕЯ nm 


мм PF Фа r 


SW, ш) < i [Ge CH)! + G1 — 4)»] < dull 


并 当 rm oso B, 


lel 10, + cU. E 210,4 + 28 IU.) 
< 240,1} + sell, 
所 以 | MEME 
ЕХ вс 4|U,]i + (1 + 1670 P. 
由 于 格式 (4.69) АН, E AB злия луз зве P 8 
m oU 


MJ Ж =Ñ 
(4.69) 对 (4.45) MER 
A4S 考虑 下 列 非 线 性 抛物 型 方程 的 初 值 问题 
oU _ PU , _ , | 
S р CU CUT 0<r< cm 0, 
U(x,0) = Ux), 0 < x < 1, . (4.70) 


其 中 U(x + 1) = Ux). 
设 SF, 如 同 钢 4.4,J4 = 1 + ALE RRL (4.70) ` 


ut (z)— uis (a) + Cit) P ate f(a), m€ Hy, EZ, 
ut (x + 1) = utir), _ Efa А220, 
шох) 一 u(x), кє, (470 


TOE а(х), Ce) Al PAG) 有 误差 Be), n (z) 和 R(x), и 
满足 
gb (w) 一 zi.) + (446) У + (к) — (а) = ftx), 
x€ Ha, Á > 0, 
Ях + 1) = atx), zE Sa, 2:0, 
P) = a, r€ Fh 00 (22) 
把 第 一 式 与 28*(«) 求 内 积 ,由 引 理 4.12 Fa (4.57) 得 到 
| wel]? ПА + 21951: + 2025. CY? 
+ 2.4 一 gt) = АП). 
ik т ја MAER E (4.72) 第 一 式 与 mra) RAR, 由 注 记 4:6 
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.得 到 
me ila [2 + PL. (12211, 一 A теа С 


+ 2и — gt) = mr I. 
把 以 上 两 式 相 加 ,并 考虑 到 由 引 理 4.2, 
Le 


Imc (at, GODI < erat? + 2 ilz 
4s 
< ecl! + me Wael, 
因此 | 
(2А: + r(m 一 上 一 ве + 21258 + Z CIO, 
– == arre M (la + L [аң ++ IBD. 4.73) 


ахти, erent eG) 有 关 的 正常 数 ， 假设 
A= Z < 十， 我 们 有 
ME а < та. 


Ai m = EST Pe, дун (4.73) 得 到 


дА! + perla + 21411 + 7 С, 
< M, Cl? + " Ме“ + PAN. 
IT S TESTEN (4 tye RINE 得 到 
Bt < ake) + ми So (te 1 tal) 
Zwü t 


此 一 1 


» lg 
< от) + Myr 2 (1+ L "s ; 
其 中 


' 1205 


=e os 


k-1 一 上 
Ht «- jas? + 2 125i + 2r ST ER + ee UP. 
= 


=? 
k-i 

B) = ар + = HERTENS A 
=й 


最 后 在 注 记 410 rh Et = Bt, olke) = »(&r), М, = 1, 
№ = 0, a, = 5, = 1; 从 而 存在 正常 数 Mi, Mi, М,„{Ш ICT) 
e < MAR, 1—0) Ат < Г, 

É* < M Alar JeMakr (4.74) 

事实 上 ,在 合适 的 范 数 选 择 下 ,上 面 结果 表示 差分 格式 具有 广 
义 稳定 性 指标 (La) < 0.5, 

如 果 用 就 (x) 表示 их) 一 UACx),。 POO Uomo 分 别 
AOA ERDAS RRS, BR, (4.74) 仍然 成 立 。 由 于 此 时 
M, M5 U*GO 有 关 , 所 以 若 解 适当 光滑 ,使 得 M aR AEE 


EAR V М.Б, We. 特别 若 ACT) 一 O(P“), 
н > 0.5, WM Et — OCA), 


44 HEN diis MEO REIS 
假设 考虑 球 些 标 问题 . 记 0% = {pip = jh, j = 0, 1, р 
并 定义 下 列 内 积 和 范 数 ， | 
| (ы, vag = Ал} > (в + 4) u(pjelp), 
IMs = безоар, lle = tn > (e + 4) ыы, 
[alor — һәйм, 
其 中 ws 表示 # o MAES. Nid 


Pa(z(p)) 一 一 se(p) — Seth) 


(20 + Ay tole), 


我 们 有 下 列 引 理 
514.18 Жао) FRAZER, 


*121* 


— a  — ———— 


delia; < Cialis + =), 
证 明 | 


Ранее = wh >) (2; + 3Y GG) — иб — AY 


i=l 


+ АЗ COY < 20h >, (2j + PLGA Y 


i=l 


+ («ОВ — h))'] + kP =< 224 У (2; + 1)? 


i=0 
J (GAY p teh S (214 3 (o; 4 1 

Сабу) )? + 2тА > GH + >) (2; + 1) 
> (О) Y + 16яй(и(0) )* + zñ'(a (0) Y, 


AWH j ait, (т) < 3 ,所 以 


lulio: < 2. Пе + 6h D (2i + Ca GAY 
i=1 


+ d6zb(a(0) + «аи, 
ЖЕП ay HES ЕН. 
引 理 419 者 ulo) 有 紧 致 支 集 :9 < 6, 则 存在 仅 与 3 RICH 
直径 有 关 的 正常 数 c,, 使 得 


alla, os < e| ink ШЕЛ 3 
其 中 当 ? = 68, а= 2; 否则 а = 0, 
TR ”对 任意 可 微 函 数 1(z), 都 有 


fla) — fa) = (а а) Ра — Du + 04, 
因此 


(абу) T" = — У oh)" — (абов — ATT} 


aci +1 


_ 4+2, < oh) Стб дабов — 
= EDE. D ов) | t — «Gh — 4) 


ва; +1 
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+ Coh) ae], 


juny" z 2 t 2 [= $ (29+ Iya) 


2x exl 
- { > _ ||, 1-е) бов в) иав) Заг 1 
эы (20 + 14 t | ` 
由 于 
i C1 — Du(oh — k) + rut oh) а |" 
= | [C1 一 Duloh — ñ) + ru(ab) ча 
= op |и(ай — AlI + (ой) |<], 
所 以 


POOLE: helle \ш\,.о$› 


S 
#2(2; + 1)? 
一 到 [= 4 

1а | eot Е 
Hite, 是 的 支 沁 直径 ， 若 9 6, БЕНО Е 
数 ,否则 不 超过 Ein a| 的 常数 倍 ,由 此 即 得 所 证 . 

3138 4.206 # ule) ARAM, Wl 

(Py) вдов == |а|? + Pu 0) — Aas(0))8 (0), 

证 明 йр) 和 5lp) АКЕ Е. HH АБЫ 公式 得 到 

à 2 00), (р) 一 一 天 зәр) (ө) — (AC), 


ee p? ze OF 


& qGh) = (EE E] oa), EGR) = Св, Ж 


4 


lul е 


1.205 18.0% 


2 


m» 


н D (т), нов = — 31 0) 
;-0 


j-20 


_ [Youn n — 和 v( —5)us(0) — —4* > 


' E237 


. (2+1) wt jh ) vaih) — 2h > 
ot G + Бей ye (jh) — ^ s(—A)s(0), (4.75) 
在 上 式 中 令 ale) = r(e), BAE. 
引 理 421 (o) Нк, И 
G) 20и, иод = (Ров) 一 = (Пе г; эк 
Gi} Cafua) = СП е). 
引 理 4.22 若 etle) S EKAR, 


т? 
2(Р„бн&) „иф or = (lat [ноя 014 ioe) 


+ 22 (1 (0) — Aut; CO) uh (0), 
证 明 在 (4.75) 中 分 别 用 2 e£ Co) 和 Co). А v(p) Мн 
(o). 5138 4.21 的 结论 G) 推 得 记 证 的 结果 . 
例 46 考虑 下 列 非 线性 波动 方程 
OU FU 1 aU 


—U?*-—1(o, 1),0 < o оо, > 0, 


| of ap p Op 

BU 

Bp 0079, #20, 

8 

3. (e. 0) = U.C), ` 0 < oc eo, 

U(o,0) = Ор), 0 <р << co, (4.76) 


其 中 Ute), Uila) 种 Со} Ж\К ЖЛЕ, = 3. НЕ HRS 
式 是 


илбе) + Pilte) — [wtCo)1* = Co), рЕ 03, K > 1, 


и (0) = gt — 0, & > 0, 
и (р) = ate), РЕ 92, 
(р) = mp), pear, (4.77) 


记 FG e) = —Lut(p) + Co) + ФУР, BRR 
їй дЕ 
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(aCe) + PAG (p)) + FAGICo)) Co), p€ О, k > 1, 


(0) = g^, k = 0, 
Sp) = zo), eco, 
(р) = mle), p € 0%, (4.78) 


把 上 面 第 一 式 与 29 (р) 求 内 积 ,由 引 理 4.21 和 二 22 得 到 
СЬ + Саар - = CI оруга 2а if (0) 
| — ARS) RY + 2 GÀ Falt oe = (28i. s. (4.79) 
下 面 记 r+ = n < o, в JE iE S4 АЕ, ЖЕЙДЕ 
12247 (27 (0) 一 ВЕРЕ = h'(Gk(0) + 21A P РР 
< e||2#l|2 + ва + wget gig + ge. 
把 上 式 代入 (4.79) Jee 1 — 7,20, 566, (c — Dr RAM, 则 得 
(i — Mav) lai Чье + FRE lop P HT. 


— = [7112,02 + 22 Gf, Fil) р; 


«ze Halas + > [ое + Mar | gt]? 


+ му > (Жш + | 条 + ВО, 


其 中 
LN Ta) yp aye zl-4 ~k- 
Eiai | 0747. LUE "Чч ж |же; 


1—a 


mg- 1— 
< Itiop + АН 


DI 


122» 
以 及 
eI og < 18ra + whe BOY 
s lerla llo + hCG? + qe. 


* 125 + 


假定 ¿> n<], :< 了 2 AME 


(1 п Мот) Moe + 5 Vat 


t- 
+ 2: >) (858 PaE) < 12155 


(T1 


4 L Lor + i [ок + M z | gU? 


t-1 
+ My >, fos + dg? + D. (4.80) 
Ст] 


因为 
F,GECo))] < МСА (р) |^ + | aCe) |? 
+--+ + |#(e)|’), 
所 以 由 引 理 4.19 得 到 
10, Е.К) ов | =< ва + silat las 


+% ChB ы; + M21282; + 十 ПЕЧЬ) 
< elätti; + їшї; + АН 
aoc ое), 
其 中 当 8 一 3 时 ,a 一 ,否则 &— 0, HERA (4.80), 即 得 到 


_ дл 8 


最 后 由 注 记 4.10, 存 在 正常 数 Mu, Ma 和 Mu， 使 得 当 CT 


суп? «с Mu s kr =< T I, Bt = Myplarjetu*s, 
(ing | 28; 


45 单调 矩阵 方法 


研究 差分 格式 稳定 性 的 男 一 个 重要 方法 是 单调 矩阵 方法 ， 它 
ESPEARE., 例如 无 热源 稳定 温度 场 的 内 部 温度 既 不 会 起 
过 边界 上 的 最 高 温度 ， 世 不 会 低 于 边界 上 的 最 低温 度 ,， 因此 
Laplace 方程 的 合理 差分 格 武 世 应 具有 类 似 的 性 质 , 即 满足 极 秆 原 
38. 而 这 类 格式 则 及 与 单调 阵 有 关 ，Gerschpgorin (1930), Bers 
(1953) 等 最 早 使 用 这 类 方法 

OCR, Гао рат, He) BERRA, 并 
假定 下 列 向 题 有 唯一 的 解 , 

LU (x) = f(x), (4.81) 

把 0, 中 的 点 排列 为 xp, LPN, За ш ue), HR 
性 差分 格式 的 一 般 形式 是 


N 
Гаиб) 一 95 Ани == h, 1 =< ! < N. (4.82) 
i=l 


用 4 表示 以 du HTH BJ AB BS, f= (h. Б fnt, u = (m, 
43». к), WIRT EAS R РЕНА 
Ган = Au = f. 

车 所 有 a 20,Mine 250, F Ан > 0 88% V = 20, HER 
A WIPE, Collarz(1960) 证 明了 下 列 基 本 结论 : 

定理 416 рр 4 为 单调 阵 的 充 要 条 件 是 存在 赣 年 降 4UI 
0. 

证 明 ЖА"! > 0. RISE EDS As Se BA a = 

A (Au) 2 0,BI A JE ERI. 

反之 , 若 4 是 单调 阵 ， 则 当 Ам < 0 (OO) 时 ，， и 0 (00, 

z0.98D 3 BH Чи = 0 RASA AT 存在。 如 果 ATH 
EEEE, врн — 36, Hink (Au < 0, ЖЖ 
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Au =f, 

其 中 了 仅仅 第 i TERS h Келна, AF 4 存在, 记 
以 上 述 方 程 组 可 解 ， 且 # 474, GR, «NHI PRBS 
(47)y < 0: 即 不 满足 x > 0, 这 与 单调 阵 的 定义 相 矛 盾 . 

定理 4.17 АННЕ, HOM — HJ 1, Kals 
CAv), Wixj—UV)i, Jel s vi. 

证 明 ”由 条 性 得 到 

Ale — u) >t, Aveta > 0. 
由 于 4 是 单调 的 ,所 以 | 
tou >= Ü, ete So, 

即 对 一 茹 i |a, | m v. 

如 果 工 是 单调 隆 , 则 称 格 式 (4.82) 是 单调 的 ， 根据 定理 4.16, 
对 一 切 1 (4.82) 都 有 唯一 解 . 

定理 418 kik (4.82) 是 单调 格式 , 并 存在 强 函数 (а), 使 
得 对 一 雪 i， 


L,v(x") 2 шах |||, e; e, max ||, 
{еМ lxP«N 


НЕ, 


Jul « max Ifl. 
ем 


证 明 由 条 件 得 到 
либ) = || < 2,00), 
A FA ER 4.17 得 到 
ET Sx © = címax|fil. 
iar м 

AA L, 是 线性 的 ， 所 以 上 述 结 果 又 等 价 于 解 按 最 大 模 对 定 
解 条 件 稳 定 。 如 果 (4.82) Г (4.81) 的 逼近 是 相 容 的 , MU aCe) 按 
ERRAR U (+). 

iB EAGER 4 ein ЛЕ PUB, 

Ci) SEM .PUR-- 1, An > 0. MA eT, duc, 

(н) 对 角 线 占 优势 , 即 对 一 切 i， 


* 128 =. 


An 
FARA NA) = Uja < 11 是非 空 的 ， 
(ii) 不 可 约 性 , 即 对 任意 Ac9i(4) ,一定 存 在 LENA), {Е 
得 
人 MA == 0. 
特别 ， 把 A} = 41, 2,---, NT JENGER Minkowski 
ВЕС, Ostrowski (1937, 1955, 1961)), 
EE 4.19 正 型 乍 阵 是 单调 阵 ， 
WEBA НУЖЕН, НЕЕ и, de> 0, 而 不 满足 
s> 0, HE 
#2, = min s = M <0, 


由 于 0=<2 <1, = > 0, BRI 
Hh 


— i) + u => d, M COS 
1 E Ац, Au, 


& he9i A), ud LXX di M > M ,这 是 矛盾 的 T; LENCA), 
则 对 一 切 En = 0 的 六 都 有 ш = M, 依次 类 推 下 夫 ， 或 者 中 途 
REF йа RAT 4 的 不 可 约 性 , 最 后 导致 u, = М, 其 中 he 
NC 4), 但 di, < 1,58 KRM >M RPA. 

Bramble, Hubbard (1964b) 还 证 明了 下 列 结果 : 

定理 4.20 APRN RRR Р, 和 P,, 使 
得 PAP, 是 正 型 是 阵 。 

# 4 是 正 型 矩阵 , 则 称 格 式 (4.82) BERS SRA. ERK 
式 往 往 具 有 一 些 特殊 的 性 质 . 

例 和 7 假设 有 下 列 差分 格式 


N 
Lyla?) = уу Augu m h, 1=< 1= №, 
7=1 
Lute?) = a= gi, М +11 М, 
+ 129 * 


ЖЕН E ЯШЕ, М, — max < яң = min ру. 


N tiie 


* М, > 0, 且 对 一 01, h < 0,016 v; = 对 从 而 


мх) = Ма, N, + 1 1 < N. 
所 以 Lale — a) Ce) 2 0, 并 由 此 得 到 = < e, чы М, 
# m, < 0, 朋 对 一 切 i, hz 0, 则 令 p; m, i 


N 
M = Ў) Aum <0, 11 А, 


{re = > AjM, > 0, «PN, 
ial 


Lael) =m, N, + 1 < 1 < N, 
所 以 Lale — 0) Ce) 2 0, М m 2® zm, 

WS ykf RAL jh = 0,0 m= u чы М\, 

如 果 Q,—[aD|peeiPe Nj. D,—(QGUDIN, +1 SiN}, 
WEAR A ux) RRSATOR LEMMA. ， 也 不 会 小 
TWA LATOR) a 

4.8 XE F Plas 

|72009 = JG), lal «1, Inl <1, 


U(r) = кб), |а| = 1 X |а| = 1, (4.83) 
计算 它 的 格式 是 
[peo = — Аи (х) = fr), +6 0, 
L,u(x) = u(x) = р(х), хЄ ГҮ, (4.84) 


不 难 验 证 它 是 正 型 格式 ， 作 强 图 数 
(z) = max|{(#)| (2 — — 2) + max GOL, 
于 是 在 о, E, 
Larla) > max |fe) | = | Laule) |; 


在 T, 上 ， 
Liv(x) > max | g(x)| z | Ёл) |, 
re 4 


故 由 定理 4.18 得 到 
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max |(a)| < max [| + max 691. 
因此 客 式 (4.84) WHE A. BB, BUC) 的 
四 阶 导数 连续 , 则 max | U (z) — «G1 一 OC), 


正 型 矩阵 很 容 最 判别， 但 高 精度 的 差分 格式 往往 不 满足 正 型 
条 件 ， 为 了 便于 验证 ЮВЕ ЕЕ ЗА. 
Ostrowski( 1961) Я РУТА ЕЛЕ ЗЕ ТИРЕ ЖК М 矩阵 
Ар 0, wi == j. (4.85) 
若 4 是 单调 阵 1—87 2, Ан > 0， 因 若 不 然 , 则 必 存 在 h 
使 得 41,0, (LASER 4.16, 4 是 存在 的 ,因此 
2) ACA Jin — 1. 


14760 
但 当 ise LES 4 < 0, HEM 4.16, 47 > 0, ТД Р 
iB. 
Ostrowski 还 证 明了 对 РЕН РЯ: 
定理 4.21 FARER (4.85), ЖЕ АЧ 4 的 所 有 主 
FADERN, ARMEE. 
定理 4.22 AMER (4.85), 并 存在 * 22 0, E de> 
ОЖ 4 EM НЕ. 
B— FH Se EE (ОД, Bramble, Hubbard, 19643) Ж: 
定理 4.23 ABM БЕЛЕЕ REE A PE (4.85), НН. 
EIEN TREE D. ЮАР 是 Minkowski НЕЁ. 
Bramble, Hubbard (19644) 证 有 明了 下 列 分 解 定理 ， 
定理 4 站。 假设 托 阵 4 的 对 角 线 元 素 为 ， 2 du zm 0, Я 
(4)3E2$,4 = 1 — H, — Hi, HAE ВЯ. 
G) 1— H, ЕЕ (Л) = 0, 
(ii) (E — H,) 'H, > 0, 
Gi) 对 任意 的 ENCA), 一 定 存在 正 整 数 * 和 je NCA), 使 
得 | 
Gh) СВ) Hu > 0, 
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DEAE 是 单调 阵 ， _ 

证 明 іо 8 = 7 — (1 — унь, 

A —(I—HJ)B, B=(I—H,)74, (4.86) 

HT 了 一 H, ENEE ACOA REE B EERE A A 
ВАЗЕ НЕЕ, 从 而 是 单调 阵 ， Bb МЕНЯ B № 
Minkowski 矩阵 ,下 面 就 丝 证 明 这 一 点 . 

首先 由 条 件 (让 ,8 的 非 对 角 线 元 素 非 正 , 所 以 只 要 证 明 对 一 
wi, aad By > 0, 


其 次 ,1 一 Н, 是 正 型 阵 ЯТУ ЕЕ М Я, WEEE 4.23, 
FATES AME D > 0， 使 得 DUC 一 H,)D № Minkowski №, Mf 
СН.) = (DUH, D) < 一 1 并 成 立 下 列 Neumann. 展开 式 

(I — нуз = 1 + H, -F (I) + 
tH 64.86), 
У) Bú = > duc X > (Нин. (4.87) 


ї=1 k=1 }=1 


ж 16964), ТЕШ MAE. RHR), H, 的 
一 切 元 素 非 负 ,Hi 的 一 DAR EER, 所 以 


s (Нид) 一 > 5 (Н), 4 


i-1 jet amt 


一 > (Bp. (2 4,4) 2 0, 


把 它 代 入 (4.87) , H > By > 0, 


了 一 1 


d 1910.17) „И (4.87) BOA TSE. н ЖЕРЕ Gu), de 
# r9 Re NCA), AEI 
ai (Hoy Gb ` CA, Jis > 0, 
ЕУ ЖОЖ Hi 的 元 素 (AD, 的 和 式 中 的 一 项 ,因此 ， 


N М N 
хата» 23 HD (> dai) 


18, 


N N 
= Gn) (> Axi) = di, T > 0, 
i=l i=l 


所 以 仍然 有 У) Buc 0. 
ji 


上 述 定理 将 在 第 四 章 中 得 到 重要 应 用 . 
НЕА ИНТА. D|in2 КПИ 


2622 OU у ори, 0 <0 < 2x, 


96? 
U(1,0) = g(0), 0 = 6 < 2x, (4.88) 
JH À dn 0 IAHR, ЈА = 2w, О, = {0/9 = jk, 0 «jx J— 
1}, ao) = u(p,jh), M (4.88) 的 半 离 散 格 式 是 


Lu (o) = —p E^ (° zu) 一 ugail o) = (р), 


бр 1, BEQ, 
¿Lin (1) = gi, 8 € 4, (4.89) 
5188423 БН У бер < 1, Lalo < 0 (% 0), 
则 ee) 不 可能 在 内 部 达到 正 的 最 大 值 ( 或 负 的 最 小 值 ). 
TER Bik 0p < 1.3 B s; Co) ЕАУ ЛІВ, BRK ` 


det; (ро) d'u; Coa} 
dp =, (dp < 0, 


所 以 
Lani (ра) 22 — uebi (ро) 22 0, 
MEFA. 类似 地 可 证 明 第 二 个 结论 . 
5138 4.24 如果 对 一 切 ; 和 Ose < 1, MA IL) s 
Lyole), FFA fail) | =< wit1), 那 末 
max |i р) | < maxv;l e). 


geo, geo, 


现在 来 估计 (4.89) 的 解 ， 作 强 通 数 обо, 6) 一 Бабр, 0), 
其 中 


wp, B) = eMart — Quo. 


*133- 


Е 一 max(max|f|, max |), 
барле] Peel 
eS, LITT 


M > max( 2, , Ry, 1), 
Ry 是 适当 的 正 数 ,使 得 当 占 充分 小 时 , 
|Liwle, 9) — Lap, @)| SR, 
于 是 在 内 点 上 有 


L,vil p) 22 = ім? 一 Rut > Р, 
0 


在 边界 点 上 则 有 
Live) 2 FEM x p, 
Р, 
根据 引 理 424,BD AD £EZE с, > 0, 使 得 
ma luCp)) = Е, 


x 
Ú< nal 
IT 


45 Bit Green 函数 方法 


离散 Green 函数 方 靶 也 是 Courant, Friedrichs, Lewy (1928) 
BRAM. GE O,€ S21,3EH OR E, L, ВЕЕТ, Ж 
考 谍 下 列 第 一 美 边 值 间 题 

(p =f), хе 9, 
и Са) = р(х), хЕГ,, (4.90) 

车 g(x) 三 0, 则 相应 的 离散 Greco ЖЖ С,(х,у) 是 指 满 足 
PPA FEAT ee Be 

[pem = В7"5(х,у), r€ Q,, УЕ @,, 


G,(z.y) = 0, rcl, y € Q,, (4.91) 
如 果 G,(x, Y) 在 在, 那 末 {4.90) FFF Rel ee 
u(x) = At У) Gin y OD. (4.92) 


vel, 
可 以 用 Green PRR Gile, Y) MEDRAR EHE. 
定理 4.25 Ж (4.90), (4.91) 的 解 存在 , BA oe) Ht OR 
ХАНЕ НОЗ А FFA EE iF “Br Ж AM, HRS À < A hl, 
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В. = sp №} AG Aa, У) | < a. (4.93) 


Ar yea, 
TA (4.93) 成 立 , 则 由 (4.92) 直接 得 到 
ulla < с 
所 以 格式 是 稳定 的 。 
B E (4.93) 不成立, 则 存在 序列 Un], (БЫН 1 一 co 时 ， 
4 0, Їй вы = Ў М быту] 21. FER h O) = sign” 


Уй] 


Gal, у), ЯВЖ АГ uyl) «= В, 2 但 [РЇ 1,8 
以 当 一 oo 时 ， 


PDR ER EGER. 
Ж g(w) зе 0, WJ (4.90) 是 非 齐 次 问题 ， 此 时 Giir, э RU 
E РЯ УР 
НИ = b "6 (х,У), z€ Q,, УЕ д, г. 
С,(х,у) = a(x,y), x€T,, YED; 
而 相应 的 非 齐 次 问题 (4.90) 的 解 是 
ибх) = A” >) G(x, 9) + 2 GG, ЕО). (4. 94) 


r€O, 


定理 426 ”若非 齐 次 问题 (4.90) 的 解 及 相应 的 с, ». 5 

Е, ВЖ ч) 按 最 大 模 对 f, g 稳定 的 充 要 条 件 是 存在 正常 数 h. 

помена SAN, erg 
— POL E > нь Ken 


Ф уе 


РРА 5 RUD ER, 通常 可 得 到 Gales y) 的 具体 
REA. 
鲍 49 i O,-ixiz,—i,5,—] + 1 S j S] — 1, m= 
1,2], Jh 一 1,32 RAE 
[Ao = f(r), x€ 0, 
u(x} = ü, ХЕ T, 
相应 的 Galas y) ЖЕ 
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(Asal, y) = AGC x, у), ХЕ 9, УЕ 2,, 
G,(z,y) = 0, x€T,, »€Q,, (4.95) 
6(0, y) 是 个 函 煞 ,所 以 
了 -1 f- 
8(0, y) = > У bunan, СУ), 


1.1 Јум] 


eui (y) = cos (20 — Pom cos (22, — ISEA 
vz 2 3 


其 中 Са 可 由 三 d & 
nm 


G,(0, y) = >) Б душшы, (у), 


h=i h= 


HERA (4-95) 并 比较 两 边 的 系数 ， 即 可 得 到 a, 的 具体 表达 
А. Ж {ЙИП Ж Gar, у). 
. Meerea, Whipple (1940), Wasow (1957), Laasonen (1957) 
和 Sakzer(1958) 还 研究 了 更 详细 的 性 质 , 例 如 G,(x,y) БААМ 
的 连续 问题 . Green PER IT] 51]. 

如 果 O, 是 不 规则 的 ,一 般 很 难得 到 具体 表达 式 , 但 仍 可 研究 
G,(z, y) 的 各 种 性 质 ， 例 如 Q < S HAR. THOR. VÀ 
AP REA BER, Q, = {rlre FIND), Ts 表示 网 格 
线 与 T 的 交点 的 全 体 ,24 = О, ЈГ, OF 表示 那些 x€ Q, 的 全 体 
集合 ,它们 至少 有 一 个 邻 点 在 T; E,Q, = 9/9. 

А, 表示 Shortley Weller (1938) ay, 即 当 r€ Q, №, A, 
u(x) == Apul) re Of, МЫ х — айе. € Ty, x + he, Є 
О, 0 =< z, < 1, m = 1. 2,957 


e Дни) = 2677 (< 4 po Go he) 
1 1 
十 一 айе} + — 
аба 十 na I aba) a, + 1 " 
- {x he) + 一 一 一 一 一 1 u(x — айе) 


а.а: + 1) 1) 
一 (2 + 2) «)). 


° £364 


# Ue СО), ру «60, Ww, 


[AU Ge) — AU C) | < 地; 


zi ИЕ c(O), 04 хе OF 时 ， 
14, GO — AUG1 < zu 
其 中 ws ж ойу Т ДҮНЕ ХИВА E. 
.与 — A, 相对 应 的 非 齐 次 问题 的 G(x y) 满足 
全 人 = 15(х,у), x€Q,, YED, 
G,(x, Уу = 8(x, y), xe Ty, УЕ Ns, 2096) 
显然 ,一 入， 是 正 型 算 子 ,从 而 是 单调 的 . E29 8(x,y) 22 0, F 
М Gs, y) 20, ТЯ. 
8138 4.25 НН оС) 和 хе Oy, 


ola) = — У! биз, Y)A (у) + У! Gee. (4.97) 
yer, 


ye, 
证 明 把 (4.97) HAI) (=) ,由 (4.96) 得 到 
—B,w(s) = —Aye(2), кє Os, 
loco — oC), | хеГ,, 
由 于 — А, 是正 型 差分 算 子 ,所 以 ols) 一 eG». 
B8|38 4.26 对 一 切 хєй,, 


M Glz, y) = 1, 


УЕГА 


证 明 ZE (4.97) PS oe) = 1, ИТИ. 
引 理 4.27 对 一 切 ret, 
D1 Galt, VSL, ` 
vent Ult 
证 明 ik 
[o -1, r€ Os, 
vx) = 0, ré rs. 
经 计算 ， 当 z€ Q, Df, —AwG) = 0; 而 当 re 05 af, —A. 
(x) Ze ВЫКЛ (4.97) 即 得 所 证 。 | 
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5138 4.28 3—0 re O,, 
А? 2i Gal x, y) Sey. 


УЕ 
i Ale) 表示 * 到 某 个 夯 定 点 的 距离 , 那 末 Др) = 
4, Æ (4.97) 中 用 об) 一 一 p(x) 代 人 ， 即 得 所 证 . 
由 上 面 四 个 引 理 直接 得 到 
el] nae С 61250 1.,.а5 + А1221, + ег. (4.98) 
8138 4.29 对 一 切 xc Of, | 
р >) Сил, У) Sesh, 


ytÜA 
TERS (PRR RAR w(x) 
[200 =], хє ©, 
wx) = 0, x€ T. 


Rid фо) фм У, би», y), РЕ 


ytDA 
M = 1, хє 0,, 
p(x) = 0, z € D, 
& v(x) = wo) — d(x), Ш (4.98) 得 到 
{ш — lla, < ell 一 Але! о, + #21 
— Aw lla = e, ñ, 
贸 为 在 边界 上 wi) 二 0, 所 以 当 x € Of Е, lwll = es. 从 而 
| p(x) | = euh, 
213 4.30 (Bramble, Hubbard (1963а)) 对 一 切 +€ Š, 
POM GG. | 
ye Dà 


$$410 oc AAR EXEC ЈА HR 
edi = f(x), rE Q, 


Ute) = gle), €T. (4.99) 
计算 它 的 格式 是 
[oem = (х), x€ Oy, 
u(x) == р(х), rcl, 
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tH (4.97) 得 到 


al) = № У! GG, 7G) + У Giles Ve). 
yED, r 


Frise 


H (4.98) 得 到 
Melle, < esI a; P А.о + Yells). 

因此 sC) FEE BO an A ae. 

ME UE CUD), ale) = иж) — U (=) , й) 

{aa = Ra(x), z€ ds, 
a(x) = 0, r€ T 
其 中 当 xe, 时 , | В, (=) | so; 当 кє OF В, 18,0) 1 =< e 
h, М 
1&1..,5, < ew. 

关于 离散 Green В НИЕ рН — ЭК yb (А 问 
ВАВ FAD М, Bramble, Hubbard (1962, 1963a, 19644), Bram- 
ble (19662), Bramble, Hubbard, Thomée(1969) 和 Kuttler( 1970) 
等 ， 其 中 包括 对 特征 值 问题 的 应 用 ， ATR RWA G, 
(х, y) 及 其 应 用 可 凤 Batschelet (1952), Giese (1958), ИЖ 
(1964) ПЖ, SERRE (1976). IK PF, John( 1952}, Friedman 
(1964) 和 Widlund (1966, 1970) 等 还 研究 了 初 , 边 值 问题 的 基 
ЖЖ. | 

关于 稳定 性 的 常用 判别 法 还 有 Годунов-Рябенький ВУ Ж 
WC Ui, Годунов, Рябенький (1963а),Рябевький (1964) 和 Richtm- 
yer, Morton (1967) 等 ) 和 其 它 方 社 . 


55 偏 微分 方程 定 解 问题 解 的 存在 手 


在 以 前 儿 节 中 都 是 假定 偏 微 分 方程 的 解 存在 ， 然 后 讨论 差分 
格式 的 稳定 性 和 收敛 性 但 是 ,也 可 以 用 差分 格式 来 研究 微分 方 
程 解 的 存在 性 。 在 简单 的 情况 , 可 以 从 差分 格式 解 的 明显 表达 式 
出 发 :然后 证 阴 它 的 极限 丛 为 微分 方程 的 解 , 例 如 Courant, Fried- 
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richs, Lewy(1928), 但 在 多 数 情况 下 , 刚 是 先 证 明 它 的 解 及 其 有 
关 差 商 按 某 种 范 数 一 致 有 界 。 然 后 应 用 紧 致 性 原理 选取 解 的 子 序 
列 ,并 证 表 它 的 和 极限 是 微分 方程 的 解 . 


51 线性 问题 的 古典 解 


本 节 用 下 列 最 简单 的 问题 来 说 怎样 用 差分 方法 来 证 明 线 性 
疝 题 吉 典 解 的 存在 性 ， 


aU OU 
| Ox 0, хе Z, : > 0, 
U(r, 0) = U(x), xc R, (5.1) 


其 中 UG) € С), Ux + 1) = UG), Mit U(x + 1,0 
Ulrae), 

设 Sa“ {rjr = jk, 1чу 1р, jfewl + A, HR 
用 下 列 格式 


на) — ui(x) 一 > uis(x) = 0, x€.Z,,k > 0, 


MG) m Ue), | кє, (5.2) 
假定 步 长 比 r= " 所 1， 则 可 把 上 式 写成 


ota) == uix) + > (СЕВ) — u5( x — 8) 
+ z (нА x + À) — 2u*Cx) + ut(x — А)) 
= «n 1) ^C — b) + (1 — и) 


+ "n + 1) их + А), 


因此 
(ui Gy < ие rC- — D le A) + (1 Рик 


+ = их + a] + "а = 7) (иқа Б) 
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— a) + ману = "ЧС. qao ЮУ 


+= т) оу ЧЭ CAG HY 
—r(l—r?J)u*( е) нса) С-г) Сун +4), 
把 上 式 对 一 切 z€ urs 求 和 ,由 局 期 性 得 到 
D Gto)» < РИА ea - 0 


res, 
十 一 -一 了 ке = 2| > (ut) Y + r1 — rn) 
TEFA 
-utli + ВАС — r(1 — бои) 
= > aF, 
` ЖЕ ЕЛА 
Rp 
Пе а] а Ц, 
记 Ш? = ахуе, 则 sl < bel. н Wels) e с), 
lel] 又 是 Uolx)》 平方 积分 的 部 分 和 ,因此 当 上 适当 小 时 ， 
Wall? <2 U ha а, _. (5.3) 
把 (5.2) 1: 求 差 商 得 到 
uh Ce) — ul Gr) — eka б) = 0. 
HATES (5.2) 形式 相同 , 因此 ieli) 和 aB. X (5.2) 得 到 
ux) = и) + > (Ug) — Ua), 
所 以 当天 适当 小 时 ，。 
le < Ver < G + 5 || LE drama, (54) 
类 似 地 又 有 
Heel! =< ©з» ЖИ < Cas РЯ || < Cs. (5.5) 
事实 上 нёба) БЕН РОЛЬ wie), 而 іа) 就 是 
以 天 为 参数 的 欧 数 族 ， 


-itla 


网 格 了 图 数 族 wi) ЕКОО ДЕЗЕ ERR, 如 果 对 任意 s> 
0， 都 可 找到 与 ,r+, ЯПА ЈЕ КБ, RRS || <, 
1joh| < 8 时, 一致 地 有 
| e 4 Kh) — в) | =< в. 
5139 5.1 nS WAM TRA 
Ше. =< c, [жь] с (жш! = css 
Al {ot(x)} BRE eR Ill lle -RA RH. 
EA AHER s> 0, Я 5, EE |p) < д, 
н, 
(а + А) 一 wiGO| < в, 
事实 上 ,我 们 有 (5.6) 
[whe + вл) — 6 G| < à >) whale + | 


mm 


«427 d ES eia Gr ob)? < Vies: 
所 以 当 ТАА < B, (5.6) 成 立 。 
其 次 证 明 对 任意 的 © > UTRA d 使得 当 [gr] < h B, 
PORE OE (5.7) 
事实 上 ,者 记 M = [ole 1) ws 


>» оо + oh) — wilr + ой) | 


ЗЕМ 


= т $. D ее + ah) 


Каар ct£M 

kg-l —— a 
<tr>) үз 1 J> (wit (x + oh) YP 

ws "£M 7EM 

fou! LT. m ___ 
«i SS m e ie. 


Са 0 
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因为 >) 中 只 有 [=] 十 1 项 ,因此 一 定 存 在 me M ,使 得 


P: thoy + cV) — wt x + oh) | 
— min| whirl + оё) wile + ов) < V oreas 
所 以 
Га (а) — ша) | < fuk hr + ah) — шо] 
+ | atte + oy) — wile + oV) + | wile сой) 
— wk] <2 V aie; HV kotes SV kot 


(afer +e), 
Eit и < (i)m 


综合 (5.6) ЯП (5.7) RIERA Г 3E BEXESE SE, 
.下面 米 证 明 一 致 有 界 性 。 出 等 度 连 续 性 ,总 可 找到 与 4, 7 无 
关 的 正常 数 cs 使 得 | 


时 ,(5.7) JR YT. 


max | wi Ca? — min | wi Cr) | < в, | 
PUA — x, АТА, | 
: lake) | > таах | (ж) | 一 с, 
从 而 对 一 切 А, 


сь >= ||| = 2 (тах | wi (=) | — ey)’, 
m | 
max |wk Qr) | < Mes +e. 
Æi 5.1 УУ ЕЈ ЕЛ. 
ESI Ж Uwe СС), Ш (5.1) 有 唯一 的 古典 解 。 
证 明 ”由 引 理 5.1 ЯП (5.3)—(5.5) Д, {нд}, ad 和 Ou 
都 是 等 度 连续 且 一 致 有 界 的 。 现 在 在 每 个 由 三 个 相 邻 网 格 点 组 成 


的 三 骨 形 小 区 域内 ， 把 它们 线性 插值 为 连续 阔 数 族 ， 分别 记 为 
(Uath {Va} 和 《好 外 :于 是 它们 也 都 是 等 度 连 续 且 一 致 有 界 的 . 
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ig 如一 去 由 Arzela 引 理 , 可 从 {如} АНІ, Rd S 


ір {м}, tE 2 оов, {Ust {Va} М {И} 分 别 一 致 收 
RPE U,V 和 瑟 ， 可 以 证 明 
V(r, 1) = SU n D, 


we, = FE (5.8) 


事实 上 , 若 用 K 和 i) 表示 最 接近 三 和 一 的 整数 , 则 得 到 
I i 


[ Vlo, Nao = lim 4; > e, GR) 
ü ApE jen 
= lm GU ОМ) — (0) = UG) — UC. 
因为 V(x, г) 是 连续 的 ， 所 以 把 上 式 求 导 后 即 得 (5.8) 的 第 一 


2. Spur up Ж gx. 
最 后 ,把 (5.2) 改写 成 


th — Lau) — + b, aG) 


一 3 (uË, (n) — nl, a (x2) = 0, (5.9) 


4 P oo, Bp RESI 


又 因为 
Ulz, 0) = limah (h) = lim Uis) = U, Cx), 
所 以 初始 条 件 也 是 满足 的 . 
in (5.1) 有 两 个 解 , BH D, г), Hx On, г) 也 
满足 (5.1) ,并 且 Cx, 0) 一 0。 把 误差 方程 与 Bx, 1) RAR, 
并 从 0 到 г 积分 , 即 得 到 
|Z xs = 0, 0 <: = T, (5.10) 


+ 444 


所 以 Dur) = 0, 因 此 (5.1) EA. | 
已 有 许多 论文 用 差分 方法 证 明 线性 问题 古典 解 的 存在 性， 其 
中 较 早 的 有 Петровский (1941, 1953) 和 John (1952) 等 人 的 
IE. | 


5.2 线性 问题 的 弱 解 


还 可 用 差分 方法 来 证 明 线 福 问 题 的 广义 解 或 弱 解 的 存在 性 ， 
可 参见 Bramble (1969) Bord, 
假设 有 界 开 域 OCR, fe L'CO) ,并 考虑 下 列 问题 - 
bere = f(x), z€ O, 
U(x)- 0, =€ r. (5.11) 


(0) = (e/e € c°( 2), ВЕЖУ, 
V = {s/v e НКО), Ave Ø) 


所 谓 (5.11) 的 弱 解 是 指 UG) € LO), 1p >， 使 得 


一 Í UAsdxr = | fedr, Wee V. 
2 2 
РЕЖ А, 0, = {х/к RIND}, Ble, а) = (У || 
а}, 9, — D, {=/В (=, уе 5) CO}, T, — 9,/0,, а. 


Cole) = Iris, — < y, < y, +, Ixm«n], 


fale) = | 
现在 用 下 列 格 式 计 算 (5.11) 
—Am(x) = fale), xE Os, 
Lo = 0, x€ Ps. (5.12) 
为 了 证 朋 弱 解 的 存在 性 ,需要 应 用 下 列 离 散 Green 函数 G, 
(x, у), ` " 


fGyody, x€ Os, 
Can 


(29685, у) == helr, у), хе Os, 
G,(z, y) = 0, хе Tas 


= 145° 


Bramble, Hubbard, ата! (1968) WERT FRIAR 
0 = Galar, y) = w(x 一 y) 
其 中 


d. Іа Е п == 2, 
je}? + ek 


(GG — yz, ИИ + eB)? , 3， 
ce г. 和 7Y。 是 与 不 无 美的 正常 数 , 由 此 即 得 到 : 
5138 5.2 FERS? 和 上 的 直径 有 关 的 正常 数 a fiis 
Пса» = (e X 1e 0) Y «o. 
ye Qa 
WHE e€ V. FREN о.ж) 
ле = — (Ар), (x), rE 


бе) = 0, XE TH, c (5.13) 
其 中 
(ar) G) = L | Av ay, z€ йб», 
+E , 
va) 一 —#-* ЎЎ Gale, У)САр)ь (5). 
LII 
再 定义 | 


Pits) = oy); xE Cry); 
划 由 引 理 5.2 和 Holder 不 等 式 得 到 : 


31Js. x 47. jl 


[Фе < е СА) р» 
lr < е Avllerays 
Api ms Б A, v ER. 
5385.2 X; QE GEM. fe Le), Mi (5.11) 有 唯一 的 弱 
м. 
证 明 因为 


+ 


ats) m д S GG, ay), 


yey 
所 以 
Jule? <" 91 Gee, У) С) HD. 
he > jee Pave У) >; Gla, Уи Ia GO, 
:€DA ЕЁ, УЕДЕ ` 


由 Hilder AAEM GE 5.2 得 到 
leclio o, Se сай" > RODI 


把 xfz) i05 ule FHP ERR О), oo 
Ula) = uly), rE Cily), 


则 us 
WU reo s Р коз» | (5.14) 
因此 可 选取 一 个 子 序列 10}, ERCE L'(o) mA U 


— | Ua (Dav дах = — Ар >) ин GO Beda, Gr) 


rta К 
=i D оа е f us, | 45) 
ЕР» | 
让 1 — oo, ЕАН ис | 
一 人 arar. | | (5, 16) 


MBS fe LO), KRE J) є AORT. RE 在 L'O} 
dice S) f(x)， 因 为 


es 一 Da 二 上 es — oreet 


+ Cn — OG — rs. 
因此 对 于 性 意 的 = 2> D, 可 选取 适当 大 的 His 使 得 当 и 22 h 
ЕЖА. 再 选取 适当 大 的 总 ， 使 得 当 ISA 
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HB TE P. Bb 19 co 时 ， 


|, Фу fd: 一 | vier, (5.17) 


有 从 而 UC) 确实 是 55.11) ADEE RE, 
РЖЕВ. 假设 (5.11) AARTS, ЕП 
U(x), bil 
人 Davir = 0, Were V. (5.18) 


可 以 证 明 对 一 切 фе 22 (0), Ве se V 18 Av = h. 事 
实 上 ，, 若 考虑 下 列 方程 


f. Vo: Veds= | ewer, Swe HYD), 


则 它 有 唯一 解 ， 根 据 Weyl 引 理 ,存在 "， 使 得 До = 0, BJVT 
ЖЕ Ре, ЛД ”< 了 ,因此 由 《5.18) ER 


n Updx = 0, мфе (0), 


因为 DeL'(9), ро 1, 帮 由 上 式 得 到 Ü = 0. 
注 记 5.2 事实 工 ,一 切 子 序列 (QU4) ЩО О. 
定理 8&3 在 定理 5.2 的 条 件 下 , UG) 在 L'CO) emos 
到 U(x), 
证 明 Rf <« So), 并 在 LA чаи) ШОЧ 
表示 (5.11) 的 对 应 于 了 9 的 弱 解 ,相应 的 差分 方程 解 是 上 党 ,于 是 
| lU — О.о < lU — UM ra, + |0 
— UY lee, + YUP — Usher 
H (5.14), 
ju, — UP Ieee, = с — f? li. 
ХЕ S.2,U — Ut 是 U, UP ЈН, DSL 
и — UO lee: < esf — Ра = 


ЛАП Ж HE I в, TAREKA 名 ;使 得 当 em №, 
IU — Usli < US? — Оо +. (3.19) 
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”由 于 PM] 120), Н Cea 1964) 的 结果 得 到 | 
| lim ЦО — Ursa, = 0, A (5.20) 
因为 UM e 7 所 以 由 引 理 53, Uf? 一 U^ RE RB, HORAE 
分 小 时 ,由 (5.20) 得 到 | 
Oe? — Ulpia, < 5, p> 1. 

注 记 5.3 X Pe CB fe (2°) WWE UC 在 
L'(Q) PEKARA (5.11) HAR. us 

关于 本 书 所 讨论 的 问题 的 更 详细 结果 ,可 见 Bramble (1969), 


53 非 线性 问题 


“可 以 用 差分 方法 证 明 非 线性 问题 古典 解 的 存在 竹 , 例 如 Sauer 
(1952), John(1952) 关于 所 线性 双 曲 型 和 抛物 型 方程 解 的 证 НН, 
也 可 以 讨论 它 的 广义 解 , 例如 Témao (1970) APRA 
程 解 的 研究 , 或 者 用 差分 方法 证 明 弱 解 的 存在 性 ， 例 如 Олеиник 
(1957), Годунов (1959), Lax, Wendroff(1960), Glimm(1965), 
Diperna (1973) 和 Harten, Hyman, Lax, Keyfuz (1976) 等 人 对 
非 线性 双 曲 型 方程 的 研究 。 FEAR Д Téman (1970) 的 例子 
来 介绍 一 些 基本 思想 ， 

HERNE оса", г ЭНН, 5% 是 正常 数 , fe 
L'(2),3F25 T JU [51888 

{72009 + AUG) + Ur) = со, хє a, 
(x) = 0, ` хЕГ, ` (521) 

ii V = Hin LO) У 

lrir = lar, + [ошко 
ДУ 是 Banach 7E|R]. Mid 
alv, ш) = |, v ‚ушах + 1 NS 


Ве) == alv, w) + NS 


HJ aQv,w) ЖУ XV ERRESA, KÉ v.c LO). 
©4149" 


Xj se Lio), suc LICO) IE 200, e) FEV XV LAE, 

` BOM (5-21) 的 广义 解 是 指 UG) e V CRE 

tt BU, mw) = (f, wn We € V, (5.22) 

为 了 用 差分 格式 计算 (5.22), FBC BL E HR Ju ВЕ PR. 
用 anae) ABU x 2g HD. VA, & Zu LK B п ЖЕТУ УУК. 9E 的 意 
ХЕ. 


m 1) = у (а («+4 4 nun uae 一 à em))s 


= {x € S3/o, (5,1) CQ}, 
— V, 来 逼近 了 ,其 元 素 是 下 列 阶梯 函数 


A 
z 
À 
图 5.1 næ? 
vala) == M vC) wax, Y), 
УЕОл 


其 中 Guy) 是 on(y) 的 特征 函数 ,。 的 范 数 定义 为 
el， = (> | ñ (B, px) yes): 
+ (f онюч} + (f, Guo vas)', 
其 中 


BV x) == — -. 


Hora 表示 从 下 到 V, 的 限制 算 子 , 当 ecco) m, 
Жлоб) = ole), ХЕ Da; 
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"Mb ve Vi 2 (O) 时 , 则 用 极限 的 方法 来 定义 eG. Ш, т, 是 
线性 连续 算 子 。 又 设 Ü = L) x LD(9)1*"*, o BAVA 


的 一 个 同 构 . т 2 表示 广义 导数 , 则 
wale p 9... д” 
eV ( 3 3 ax,’ , 55). 


又 定义 从 V, 到 P КЕНТ в», 
Patty = (Ons tas Fag t'a байл), БЕ Va, 


可 以 证 明 ( 见 “¿man (1970)) 


lal <, ЧЁ ^ (5.223) 
limllparaU — ol |lp — 0, МОЕТ. (5.24) 

MA Paes В pe P.W | | 
реў, (5.25) 


定义 | 
alts, шь) = У Í, NOD? 
之 | 


4-1 |, vix) wa dx, 


bara toa) = aa (nas wa) " Í, (va GO Ya (xd, 


Ё UE ВА 
Болу vy — wa) — Бажа Pa — wa) 
Ше galta — Wart, — tuy) 22 0. (5.26) 
计算 (5.22) 的 广义 差分 格式 是 寻求 ег, 
bana, ty) = (У, ада Na € Ил, (5.27) 
FRR ERA Ж. 

引 型 54 BOF 是 有 限 维 实 Hilbert SH, PRM Я 
OF 的 连续 算 于 ,并 且 当 lele = M > 0 BIG. gu > 0, 
MEELTE реє ER P(e) = 008 Паје s М. 

证 明 ER BOM) = {1141 < MI 内 定义 算 子 . 
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-MP 
le le ` 
5 F(z) HABA, M (se) RETE T, H. ar GOL 
f, ЕН Brouwer ХЕ ЕЙ FETA n, E44 
—M zn). B. 
WF Cell 
把 上 式 对 Sia) RAR, ИЕН 
(Pg) gu = — М IF Calle < 0, 
而 这 是 与 引 理 条 件 相 矛盾 的 . 
定理 5.4 格式 27) 有 叭 一 解 . 
证 明 15 rs, w;€Va.v 
(945 Madar = (vas talias 


Fes) 一 M (b vasa) — (rats Bajo) (х, Y). 


xEDA 
可 以 证 明 Plr) 是 关于 e, 连续 的 。 
另 一 方面 , 田 wry) 的 正 交 性 得 到 
(S2 (v4), Palio 77 B° 2) (haltas Wa) 


— (rif, "PRA: = В" (А [ау 
— Уно. 
МЕН lolo) 一 М.Ш ЕЖЕ, НРУ 5.4 得 到 
(5.27) 的 可 解 性 . 
Bu «P 是 (5.27) 的 两 个 解 ，! 一 1, 2, 4, = P) — z), 于 
E, 


е (Еҥ) = 


В, wy) — b (n? 44) == 0, eo, € Va, 
Rw, 一 fia, Mi | 
Ви, 4) — Ви, tx) = 0, 
从 而 由 (5.26) 得 到 os 名, йл) s 0, BD sy 为 常数 ， 又 出 这 值 条 
HF me) = 0, 
定理 5.5 问题 (5.22) 有 唯一 解 ， 车 用 a) 表示 (5. 27) 
HRE MH A > OF Paws WERE oU uH 


+ 152 = 


10 一 мг) — 0, (5.28) 
SU ви o. (5.29) 
Ox, roy 


证 明 B w, = ua Wih (5.27) 得 到 
baltas na) < | (ad, нло) © |Z f] z емо 


= cifera» 


即 
> Bate мВ ко + Ма мау + Ма, коз 


=< сон» 
所 以 fletallescoys, [ala 和 Fatale, ARER. 因此 可 选 
取 于 序列 (sad. {oa} 和 {9.5}, НЕЕ U, 
ТР, 15 m << n. WRB, Payee, BRE p == WU, 
Vis Ta Pa eV, (5.25), p = wU, ВД U, = U, V,,= 
ou 


Orn” 
ТТАС ПЕНЯ U W8 E (5.22), 15 we V WW f 
Бил Yatu — 14) == (Yafa Taw — rho. (5.30) 
由 于 


бтм, Ty — нь) = bins Yaw — tg) 
+ o[ 5s Y Y ыш — ux) — Ps ua Yaw — ux) 1, 
所 以 由 (5.26) 和 (5.30) 得 到 | 
bao, Taw — ил) Z8 (Yafa Tae аһ). (5.31) 
Hi(5.24),v,w 在 LAO) 和 L'(Q) (sm GE w, 所 以 


lim aar uw, Tage — иһ) = аби, w — U), 
tim | (raw ram — us) dx = (ri — уйт, 
jou 

lim (af Y apse 一 илеу 77 fow — U Jiron 


НА, „ЕН (5-31) 得 到 
eC, w — U) = (f. woo Илана» wae V. 
bn ROS — U + кх, 
6553, 


BECU + ux, X) = иб}, Otro, 
若 n> 0, 
BCU + aX, X) = (7, Xo, 
& u- 0,840850 
&(U,X) 22 vam, 
Я в Зов. 从 而 口 满足 (5.22). 
由 于 
ки UD po» — кр uo — 0%) = a(U m —- ua 
pe — po) => 0, 
ALLEL. ЖЖЕЧЕНЯ (5.22) 的 广义 解 是 唯一 的 . 
由 于 对 每 个 序列 {н} 都 可 选 出 子 列 Go t REID. Parta 99 
收 仑 到 eU ЕҢ MEA Рань Tug SES eU, 
З БУЕНА (5.28) 40 (5.29). id 
By = (м, ив — Y U) — ВЫ, u, — 750). 
H (5.27) 得 到 
B, = (fas иһ — YU Jire — ЬУ, нь — YU). 
By CAE HB 
lim (fast — YaU Jima, = 0, 
limés(7,U, и, — y U) = 0, 
因此 Ut 
2: 0. 
从 而 由 (5.26) 得 到 


lim a,( #5 一 y U, Hà 一 Y4U) = 0, 
ard 


亦 即 
lime, — Уна, = 0, (5,32) 
Kin [85:4 — 5,70 lio; = 0, (5.33) 
A> 
Me (5.24), 
lim JU 一 „Ино, = 0, 
lim |E ант =0, 
ко ||Өх„ Erto 


所 以 由 【5.32) 5 (5.33) 推 得 (5.28) 7 (5.29). 
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第 二 章 双 曲 型 方程 


$6 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 初 值 间 题 


本 节 主 论 解 一 阶 双 曲 型 方程 组 初 值 问题 的 古典 差分 方法 . É 
先 ,由 于 这 类 问题 具有 实 的 特征 ,因此 可 以 构造 一 些 特 殊 的 差分 格 
式 ,例如 特征 线 方法 和 特征 型 差分 格式 。 其 次 ， 根 狂 解 的 守恒 性， 
则 可 构造 守恒 型 格式 .在 本 节 的 末尾 ， 还 介绍 了 一 叭 线性 对 称 双 
曲 型 方程 组 的 Kreiss (1964) 耗 散 型 格式 ， 并 用 冻结 系数 法 证 明 
了 它 的 稳定 性 . 


бл 特征 线 方法 , 解 的 存在 性 


(Rise R, гр 0, U(x, r) Be REAR ROR О, 
(2,1), lise; Ale, r, U) Ев X oR, ER 
KE a(z, r, U). ARMM, SHRI RBA, 1020 Ale, 
z, U). 4(x,:, U) Ев ЖЕ RR, RRB alesse, U). 
于 是 ,一 阶 双 曲 型 方程 组 的 正规 形式 是 

| oU aU 


20 +л490 0, (6.1) 
或 者 写成 分 量 形式 
> (801 + 5) - 4, l&l&n ` (62) 
引入 向 量 场 


dx 
= 1 6.3 
P їз ( ) 


CRET” REIR., CUBE: 条 特征 线 ,我 们 有 
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3 tp 4, 1515 в. (6.4) 


"e PRN НОА Dc, WU FUEL ЕКШЕ 
上 离散 (6.4), BAA SIRF UG, г)ВО А aCe. г) 的 差分 
格式 . НЕВЕН, 与 有 
X, MELDA E (6.3) ЖП (6.4) 联合 
起 来 求解 ， Massen (1899), Prandtl, 
Buseman (1929) 的 特征 线 方法 就 是 基 
于 这 个 想法 。 ATE, Uh я <= 2, 并 
B ҢӨ ЗНОВ, С 
dE Р,, Р, Е (x, 1) ЧЕМ 
ZI IM АСВ 6.1). 如果 UPU) 
EE 知 的 , 则 可 算出 
fue? = AGG$D, CPi), s(P,)); 
30Р.) = AG), z(P,), и(Р;)), 
其 中 2(P,,) 30 GO.) 分 别 表示 点 Р„ 的 两 个 座 标 值 ， 过 P, FERE 
率 为 17:(P) 的 直线 ， 它 近 伺 地 代替 过 总 点 的 第 一 条 特征 线 。 又 
Р, AREY 12! CP) 的 直线 , 它 近似 地 代 赫 过 Ps 点 的 第 二 条 
特征 线 。 不 站 假 定 这 两 条 直线 交 于 中 点 。 若 不 然 , 则 可 以 过 已 点 
ERLE APH BR 3d. Р, PERM 17 (P) 的 直线 ,它们 必 
交 于 另 一 点 。 为 确定 计 ， УЕ ЯВА, TEH 
(6.3) 得 到 
re — х(Р,) = CP.) (Q) — (P), 
A(O) — x(P;) = (РКО) — (GG), : 
然后 在 这 两 条 直线 上 建立 (6.4) 的 差分 格式 
(au (P i (Q) — a (P,)] + a PDC) — (01 
= dE (0) 一 08). (6.6) 
ax(P;)[ a (Q) — i (P221 + ag(P3)l CO) — ui( 53) i 
= (Ро) — :(Р,)], 
ERRAR SOS) (0) 和 (CQ), (6.6) 
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(6.5) 


计算 (0). 上述 格式 还 可 以 用 下 面 的 方法 进行 改进 , 也 就 是 说 ， 
RTH (6.5), (6.6) HREM SRI (0%), (OM) 和 
«(Q9), RAR ЕЗЕТ 

a — a (QU, u(Q^)), 一 u(QU, (09%), 

ай P = абд“, OD: 


rga) - — «(Ру = 7; Caley) + ip 


x (0°) — (РГ), 
(an (P,) + «70 (0+9) — n (P0) + ConPD 
+ an) (a ( Qn?) — a, (P:)) 
= (аР) + d( 9) Com — «n», 
1= i, 1«2,m-—0,]1,2,:--, 
xT AKI, Ж—Ж 
处 处 不 与 特征 方向 相 切 的 光滑 曲线 
Z 上 给 定 初 值 mGO. EZ EE 
点 列 {0} С 6.2) ER UCO I) 
入 可 得 到 (D) HE, Tk TI: 
TA. 
FERIA (6.1) 的 古典 解 的 
TEE, RES 的 方程 是 
x = t(s), 
= is), 
如 果 解 存在 ,那么 由 《6.3) 式 可 以 确定 两 族 特 征 线 
(ne z) = с, 
ф(х.) = e, 


HIE Ж ЗЕЙ 
Р = Flot, Е). 
= Gigs, 7)]. 
由 于 w^ UR SEEM, UE Se ан 
个 交点 ,因此 根据 隐 隙 数 存在 定理 ,总 可 选择 信和 名 , 使 得 
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1190269), iG) = s, (6 > 
СФ (ғ), 15))] = —5, ` 
在 这 个 变换 下 ,两 族 特 征 线 分 别 变 为 与 上 轴 和 v ARR, 
而 s# НА 


v + z = 0, (6.8) 
НКЕ 0, RB, Ber (16.3) 得 到 
9r y 9% 9, 
On да 
RMH, Е НЕЕ 
Ox _ Or 
8» "B, 
X Hi (6.4) 得 到 
8U, ди, _ , Ot _ 
fii дн + ay дн d, —— 8, 0, 
au, д0, д: 


ay + ax By 一 dim = 0, 
Ov v Oy 
这 样 ， 原 来 的 双 曲 型 方程 组 就 化 为 以 "，m 为 官 变量 的 四 阶 方程 


Ox oy au, OU; 
ot 十 + 一 0 

о a + аң, 8» Oi 8v mh, 

Әх 8: әй, өр, 
Oz 5. + ty Bv + oos д» + ©, Oy =b, 

Ox üt ао, ди, 

9х au Zt + ay 十 =0 
‘thy Эн 33 Ән ди 

Ox д: Эс, 90, 


Ga B; + ару + tsp дн dac би —0, 
其 中 
Det(a,) == (a, — 23)Det( ai). 
由 于 2 = n, Det(ag) 2€ 0, 所 以 Det(aj) ae 0. ЖИ, a, 都 
不 直接 与 >，A НХ. 
为 书写 方便 计 。 下 面 只 考虑 含有 两 个 未 知 函 数 Flr, и) 和 
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Gi», a) 的 情况 ,出 


OF ðG . 
ou ay + By O | 
(6.9) 
OF Эс 


其 中 =<; 是 F 和 G 的 函数 ， 并 且 在 直线 vt ep =O LED 
了 一 Fo, G= G, RNR РИНАТА Е: 
G) F。 和 б, 具有 有 界 的 二 阶 导 数 ， 
Gi) 存在 正常 数 co， 使 得 当 |G 一 Gil < со, |F — Fel < < 
it, o,(F, С) 的 所 有 二 阶 偏 导数 有 界 , 并且 一 致 地 有 
| Бекар) | = 8 > 0, . 
(6.10) р, P, Q, R, 
ЯЕ Н A OR (р, м) X о, = 
面 上 的 网 格 步 长 ， P) 表示 某 一 SSE 
НЕЕ, ARES {О} 和 
{Е} С 6.3). 于 是 由 (6.9) 得 到 
下 殉 差 分 格式 
ey (POL CO) 一 f(P,)] + ty(P,) 
x [2(0,) — g(P,)] = 0, 
eal PDF R) — f(P;,)] 十 eof) 
х[200.) — #(Р,)1—0. (611) | mes 
为 了 证 明 政 化 性 ,需要 在 上 述 条 件 下 证 湖 f. e A 
REA S ЖЕШ ЖЕЛЕ RAD RASH, 
命题 6.1 如果 在 P 行 对 角 线 上 的 差 商 有 界 于 N, BO 
| Р) " ЇР.) |< М, | gtPin) Е(Р,) |< м, 


ПСФО В) |. | HOD Р) |... < aN, 
A h 


090 — го], | (92 — &2. |... < aN, 
4 4 
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其 中 以 与 а 都 与 4 无 关 。 
ER 将 (6.11) 改写 为 
eu (PLI) — MP.)1 + eid POLgCQU) — g(P,)1 = 0, 
(P.)[f( 9.) — KP)1 + ex( P goi) — g(P,)] 
= [a (P,) — «м(Р,)11/(0,) — KP — ea(POL I) 
— КР] + [a (P,) — аР) 1g CQ.) — е(Р;)1 
— onl Pit g(P,) — z(P,)]. 
КЕ M RATER, НТ es 的 篇 导 数 一 致 有 界 。 所 以 
| | MN, | (6.12) 


从 而 由 (6.10) 得 到 | 
K = КР.) |+ |600 — go) | 
á á i 


< MN + AMN [соо — re = КР) | 
+ |2000) — g(P1) | 
; 


局 理 可 得 
| 90 — fa) |+ | Е) ЕР). | 
n 1 | P | 


< MN + smn | Кёз — 1s) 
+} оо 一 seo ||. 
Г 


FECL ЧОКАН ЛИИ А 2 2y SI 
| Ке) 一 HPL) + g(O.) — g( 5) |+ |190.) fy) | 
E ñ n h ' 


+ | KQO0— 809 < M.N. О, 
命题 5.2 如 果 了 行 对 角 线 上 的 差 商 有 界 于 N, ШЕНЕ 
с (Р,) КО.) n IQ) 十 PROS: a) = С О, 
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ag (P. ) Ко) TEO» + ey P1) е0) #0 iy (6.13) 


ART oN, 其 中 a 545%. 
证 明 PAP БЕН (6.11) 的 第 一 式 
{РОО 一 IC] + alP [elon 一 g( P1 —0, 
aal PDL L Oa) 一 KP2] T e PL g( Оз) — Е(Р,)] —0. 
把 以 上 两 式 相 减 后 得 到 i 
eaP LECO) —f(0;y] — LIOS) — KP21 
+ aP е0) — «(921 — [g(P,) — (Pa) I} 
+ [eua(P — PILO — КР:)] + Lo( P). — 
一 ex P1) g(02) — g(P:)1 = 0, | 
因此 
| on (P, (00) Ко + al P, ) ELCA) 200.) | 


«la Em sae enit) | 


十 af [outed — ol Ps) ыз — КР.) 
+ 1 А ' E у 
+ | (Ру) 7 | (б) 一 #{Р:) ||. (6.14) 


由 命题 6.1, 即 知 {L6.14) 的 右 端 有 界 于 ciw。 类 做 地 可 证 明 (6.13) 
中 的 第 二 个 线性 组 合 也 有 界 于 N. 

命题 63 # (6.13) 的 两 个 线性 组 合 有 界 于 N, Мотя 
线 上 的 差 商 有 界 于 см, EP с 与 # 无关， 

"证明 只要 应 用 条 忻 (6.10). | 

现在 把 9 行 以 前 的 线性 组 合 (6.13) gg Еж Ep, жиш 
М En. 
命题 6.4 存在 与 六 无 美的 正常 数 “+， 使 得 

Eg = Eg + ch EG, 

ШЕ 在 О, 和 Q, 两 点 上 写 出 (6.11) 的 第 一 式 
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ene КО) + «ков, 一 #(0,)] = 0, 
COOLER) — FQ] + euCODEgCRD — gl) = 0, 
把 以 上 两 式 相 减 即 得 到 

2.00.) TR) = ICR) + a ( 9,) C89 p 


= a) К 1) — K 3) + «КР, gc Qi) 一 g(Q1) 
^ n 
+ А {ee = euP) №0.) — КО) 
ё À 


+ ex Or) 一 anl Qi) КК.) 一 f Qoi 
Á & 


uL en Qs) — аР) є(0,) — z(Q) 
£ А 
+ 60002) — aul Q1) #08) 一 Dh, 
| h Á 


由 命题 6.1,6. 3 以 及 与 (6.12) 类 似 的 估计 式 :, 即 得 到 
| a (g) KR) — IC T eal Qi) 


x Еи = Eo + AE, 


类 似 地 有 
janto) КО КЕ) + выс.) 


x g(R.) — СК) 
ОА о 


=< Ep + с АЕБ. 


i EBB ERSTE, 
现在 把 第 夸 行 以 前 的 线性 组 合 (6-.13) 的 上 界 记 为 Ez, W 
Epa < E, + сЕ, 
由 于 F, 和 G HARAR. MURIE 6.2, В AK. 
引 理 6.1 4 E, 满足 关系 式 
E, = E, + сйБЕ, K 2 1, (6.15) 
则 存在 适当 小 的 正 数 ns EEH 45 < n Bp. Еч 2Ё,, 
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IA FADEN И, ЕЖЕ 
{гн -WWi,;--4ceAEi, & > 1, 
W, = E,, 
则 有 
W, = E, + 46.1 (Е — DEI, 
RS n, BBY Ah. HW, 4ceA(R— DEIS E, Bl 
Wi = 2Е,, ЗЕН 
W,4 Ze W, + AWG, 

LAS (6.15) 相 比 较 , 即 有 E, < Wi 2E; 

RESIS 6.12, ZED BO, PR PR db E 6.1 各 
命题 6.3, НИМ Ў, к Ht >, “的 一 阶 差 商都 是 一 到 有 界 的 - BE 
ЛУО f. f. 2, 和 ge. : 

由 于 在 上 面 的 全 部 讨论 中 都 默认 了 条 件 

. |f— Fil < =, lg | Gol Sea, 
PURRRRIES. Sk— 0 时 ,这 显然 是 对 和 的， 设 O1,D,,-- 
Oi, Ri 的 位 置 如 图 6.3 所 示 , 其 中 В, ЖАТЬ. СХЕ О, 在 
上 ;所 以 
КА) — ЕСО, = КЕ, — (001) [十 meo | 
— КР) +--+ ВКА) fol, 
由 命题 6.1,6.3 以 及 E, < 2EG =< K + D. RITE 
КА) 一 F4(0,)] = 2ACk + DoacE, 
REN зр, АЯ и I 2804 + DaceE, < cos Bl 
- IHR) 一 Fol O.)| < во. 
АР ST ERA 
|g( R3 — GO] < с, 
人 这样 就 完成 了 一 阶 差 商 在 小 范围 内 的 一 致 有 界 锋 的 证 明 ， 

36 (db Rf EL TERA — Bit ЭЕ pa — ВЕН HE, 

SLEEP A= I BUS RV АМ ру, AA (6.11) 的 
RAO EEE SARK Fale.) 和 Gic, г). 由 于 它们 的 
ИЕН Я, ВЈ (Far, D. (Ge, Or 及 其 一 阶 差 
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商都 是 等 度 连 续 的 根据 Arzela 引 理 , 可 选取 子 序列 (А), Hi 
4 m — oo Tht, hy O, АРА), (Ganha (Fas to {Gao}, 
(Fano к) R {Gaas a} 分 别 一 致 收 贫 到 连续 函数 F, С, Fu, 
Go F, 和 G, BID s 5. 1 中 的 方法 证 明 


OF OF Эс 
— = F , — = F э — = G 
8 1 On э 1> 
OG 。， Gi, 
On 


最 后 在 《6.11) 的 两 边 除 以 bn, HO m— оо, ЕЖЕ 
(6.9). Ash, P. (z, г) ЯП G, (e, +) — Bee (6.9) 的 十 
Jule. SEO ATER PME AY. 

定理 6.1 MRS BREAD ANIA, Co, 
Г, 和 о; WERE G) MG), BATHS SETRIEORKERU 28 
当 小 范围 内 , (6.9) 有 唯一 的 古典 解 ， 

本 节 的 证 明 方 落 可 见 Sauer (1952》 的 文章 ， 
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本 节 介 绍 矩 形 网 格 上 的 特征 型 差分 格式 ， 设 s Rx 轴 上 的 
划一 彼 ， 且 处 处 不 与 特征 钱 相 切 ， 在 57 Lermi Uys), ЗЕ 
Eig FIAT: 

G) i=) 在 w^ ЕНУ НН -RAE Lipschitz 条 件 的 时 
ж; 

(H) OH (x, 0 SEL ее s WETER, 县 存在 正常 
Ro, CRS (z, NCAA 

И Е (к) ao, 111, 
at, A(x, z, W), Als, :, W) 和 d(x, 1, W) 对 其 z 2 
个 自 变量 都 有 一 致 满足 Lipschitz RAMS 
Gu) 存在 正常 数 达 和 8， 使 得 上 述 条 件 满 起 时 ， 
jar] EM, |Detd| Z 6 > 0; 
FE, (6.1) 的 初 信和 问题 在 包含 se 的 某 个 小 区 域 22, AEM 
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一 的 古典 解 , 并 且 它 的 售 导 数 也 一 至 满足 Lipschite APF. 
现在 用 # 和 ?分 别 表示 x 和 + К, r= rh, 


Ep 


Р, Р 和 P” 表示 某 一 行 中 紧邻 的 三 个 网 烙 点 ，98, P*, PUT 的 
fir EC ИН 6.4 所 示 ， 


图 5.4 


假定 UP), U(P) М ИФ”) КОНИ и’), «Р) 和 
uP) 已 经 求 得 ， 从 2 点 向 下 方 作 n 条 直线 чё. ERR 
ii(P，ua(P))， 显 然 它们 是 相应 的 特征 线 的 近似 。 由 于 

1 
"=? 
FAURE «(Рэ ERE . 
| CP} 一 Uo, Cx) | eU. 0. А (6.16) 
BA, se, 5P 和 P 两 点 连 线 的 交点 D. 必定 落 在 P um 
之 间 ， Ж AP. «(Р)) 2 0, МР GE 已 和 P 之 间 。 所 以 由 
(6.4) 得 到 下 列 差分 格式 
Ў) ay Cp, «(Р)) [a СР 2] = d(P, «(P)). 
imi ` 
(6.17) 
但 点 Р, 一 般 不 是 网 格 点 ,通常 应 用 插值 方法 计算 它 的 值 。 ШЖ 
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用 线性 插值, 则 有 
"C _ P Pu; (P') + Pa (P) , 
其 中 PP 和 РР, 分 别 表示 线段 РР 和 РР, 的 长 度 ， 把 上 式 代 
А (6.17), 因为 
PP = AP, u(P)), РР, = В — тАКР, aP) 


Bh 
> аР, a(P)) [492 = <P> 


+ ЫР, (Ру) 900) «КР | 


= (P, s(P)). (6.18) 
E ACP, н(Р)) < 0, AMA 
s as (P, иу) «C2? 一 u; (P) 
r 


і=1 


+ AP, u(P)) “шэ se) 


= d(P, а(Р)), (6.19) 
今后 为 确定 计 , 均 假定 u> 0。 显然 , (6.18), (6.19) 实质 上 就 是 
Courant 格式 ， 如 果 Det(ay(P, s(P))) 兰 0。 则 可 由 此 两 式 求 得 
—W uO) AYE. 

下 面 来 估计 计算 误差 . 记 =u U. 由 于 UP) 的 偏 导 
RM ay. us d) 都 满足 一 致 Lipschita HH, At 
5 аР, «(p | VLL) — ОКР 
іт] 


+ AP, (РУ) gP) ve) 
n 


= 40Р, «(P)) + OCICP)) +04), (6.20) 
把 (6.19) $n (6.20) 两 式 相 减 , 即 得 到 


* 166 = 


T 


> аР, u(P)) eco) — # (P) 
3-1 
+ AP, н(Р)) (P) Р) 
р 


| = O(|a(P)|) + OCA), | (6.21) 
FATE s 上 CP) ЖЕНИ. 
直接 从 (6.21) 来 估计 151 相当 图 难 ,为 此 引信 辅助 误差 向 
BL (О), 


200) = >) a,(P, РУК О). 


HET 
BRA ollz = O(|ë|). HF 
as (P (P) YEP) = ац(Р*, s(P*))a, (P^) 
+ Га», (Ру) — а;(Р*, «(Р* Уу] (P^), 
lai{P, s(P)) — asCP*, и(Р*))| 
= O(Is(P) — «(P*)j) + 0(5), 


以 及 
и(Р®) — «(Р) = [«(P*) — U(P*)] + [U(CP*) 
— U(P)] + LUCP) — «(P)1 
= #(Р*) — Р) + OCA), 
我 们 得 到 


У) аР, и(Р)) (Р) = BP) + ОСЕР КР") |) 


imi 
+ OCIGCPO СР) |) + OEP). 
相仿 地 有 


E] 


Mb КР, «(Ру (Р) = ЭКР) + oCla(P)|Ia(P**)1) 


+ O(|#(P)12) + ORC)! 
JEU ЕР А. (6.21), 即 得 到 
e; 0) LL ФР) + ue, u(P)) s (P) иш e; P) 
T ñ 
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we AL) 


T 


5 


或 者 
$),)Q) = И — ra(P, z(P))]%(P) 
+ rd, CPi «(РЭ (Р) + af O), (6.22) 
其 中 | 
(©) = OC (#(P)|?} + OC FCP) | [5(P) | 
+ OCIS(P)|I2CP**5|) + OSCP YI |2(Р*)|) | 
+ ОРГ} + (ФЗ) + OFF), 
TELE P r РИН S 上 ,8 位 于 直线 :一 rz Е, (Р) = 0, 
о(0) = O(47), 
SRE P, P 和 P” ЖАЛЕ, ОЖЖ ROTE. 用 
E, 表示 第 页 行 所 有 网 烙 点 上 的 1 引 的 最 大 值 , 那 末 ,由 于 


1 
r < 
所 以 由 (6.22) 得 到 
E, < Ex + МЕ + Е.Е, + AE, +P), 
ү = 0», (6.23) 
E =0, 
HN ДЕЕ PIER. 


引 型 6.2 Ж м NFR AEM WOK. Н E, 满足 (6.23)， 
Ш] E, == О(5?), 

TR RA (Wi) еа 
Win = W, АМИ, A> 1, 
W, = toh", (6.24) 
W, = D, у 
选择 适当 的 正 数 <。 使 得 Е, < W,, à «nol Wie. 如 


1 
ж G DA «i. ИЖ 


W, = F, + АМК 一 1)? < А, . 
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B 
N(W + W4W, 4 + 4W4) < BNP, 
КА (6.24) 后 得 到 
Wead W, + N(W2 + W Wa FAW, +P), 
ig EK (6.23) 相 比 较 , 即 得 所 槛 证 的 结论 
根据 引 理 6.2, || = OCT21) = Of4), 
册 于 以 上 的 证 朋 过 程 中 都 假定 (6.16) Bear, 所 以 还 需要 验证 
E. PTR. ЛЕНИН c^ |, (6.16) 是 成 立 的 . ЗЕЕ ; = Ат 
时 ,结论 也 成 立 ,那么 ,下 于 在 2, A, | 
lUike, 2) — Us GO aa, 1616 е, 
因此 存在 正常 数 в, HR Acs, RES L 的 一 个 团子 区 域 
DP, Ыы, 
[U Ce, 1) — Оол) | < cí e, 


假定 062, п С, А Эла й з, 


另 一 方面 又 有 
IQ) — m(O)| < à < s, 
所 以 在 这 个 小 区 域内 
(О) — бы 9 | < a, lisa, 
= КЕШЕШ И „ЕШ BIE ME: 
X362 ЖЯ O, Gi), Gi) 成 立 , r < Lr. BARR 


(6.18), (6.19) 的 解 在 由 w 延 拓 出 来 的 适当 小 区 域内 ， 以 ОС») 
的 速率 RRA 6-1) АЖ. 

如 时 ç 是 处 处 不 与 特征 线 相 切 的 光滑 曲线 ， 测 可 采用 曲线 
PRR ARR, Courant, Isancson, Rees (1952) 把 前 面 的 结果 推广 
到 这 种 情况 . 

例 6.1 LEAK, — Н Saint-V enant 方程 
是 


* [69+ 


ӘР au OF | 
Е 9U 二 
5, + FS >. = 0, 
(6.25) 


Oz * B Ox ^ N, . 

其 中 = 表示 从 某 个 断面 开始 的 流程 的 长 度 ，* 者 示 时 间 , F RAL 
水 断面 的 面积 ,U0 是 平均 速度 ,8 是 重力 加 速度 ,五 一 GE) > 0, 
NBU, F, > 和 + AIER, 不 难 求 得 


因此 得 到 下 列 正规 形式 
s (и ү) аг le (ar 
(0-08) 8) NE 
o e dr (97 
++ ИР) 


如 果 


«РЭ < JE 

则 有 下 殉 特 征 型 差分 格式 
КО) — KP) f(P)g \ КР”) — КР) 
+ (HP) вору) 


_ Josue» (9) — «m + (uP) 
T 


d: м (РУ 一 «CP)) 
CON BIG») А 


— go МФ, КР), «(Pp)), 
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u(Q) — «(Р) “FP yg x uP) — «(Р') 

-— te (al EN ФУ) ¿ 

P КО) — КР) 

+ Jess (аф). 

KP) ye 一 Ke) 
BU(P)) 

- N(P, KP), a(P)), 

相仿 地 ,可 推出 其 它 三 种 情况 的 盖 分 格式 ， 


53 二 次 守恒 格式 , 预 估 校 正法 


特征 型 差分 格式 是 基于 物理 上 的 传输 律 ， 根 据 双 曲 齐 方程 前 
守重 律 ,也 可 以 构造 各 种 差分 格式 ， EAD RA FAN OR 
Br. 


SU +050 = ffr, y -0 —x:«o0,0«:«T, 


U(r, 0) = Uil), — o0 < x < со, 
| (6.26) 
À 和 = 的 意义 如 前 ,空间 网 格 区 域 
Fam {|е =m jh, Јр, ЈА, 
我 们 假定 U GO, Kx, 0) MUG, 0) 都 对 * 以 1 为 周期 , 并 采 
用 $4.3 中 的 记号 ， 如 同 $ 12, 定义 下 列 差分 算 子 


Hoe), w(x) 一 + TOORE + Go Cp Cx) De, 
(6.27) 
$865 HOUR s. o Rw, BE 
(JG, шугу + (Кош), и) = Gla, v, w),- (6.28) 
其 中 | | | | 


Gla, v, w) — E (a + A)e(l)e(1 + k) 


+ ulloll + Ayell) + н(е + Aye +4) 
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bah 0100000) 
一 " Cul hol O)w( A) + u(0)0( 5) m (0) 


+ wa Ona) + uCA)0(0) s (0)), 
证 明 由 Abel 公式 得 到 


(m, E.) + (gg, E) = (ПЕСЕН А) — (OE), 
Ca, Ex) + Ome, £) = «C1 + AECL) — 4CO08C0), 


把 以 上 两 式 相 加 部 得 到 


(ns Ee) + (ned) = > С + ЕСО + 8 CDECI -= A) 


一 q(032C(8) — gf AVELO. 
先 在 上 式 中 令 gov, £ = иш, 则 得 到 


Qe (um)s) + (na, um) 一 P (uC1)o(1 + #)ee(1) 


+ all + Реж +4) — (0) 
COLOCO 
HE (6.29) ES у= н, Е = pw, WE 
(u, Crw)g) + (ug, vw) = i Cull + Ayell Jell) 


+ s(1)e#(1 + 5)e(1-F À) 一 u(0)ov(h)m(A) 
一 u(&)v(0)w(0)), 
把 以 上 两 式 相 加 , BAAS (6.28), 
GH a, о, w 都 以 1 为 周期 ,或 者 
#(0) = v(0) = ull) = v1) = 0, 


(Ila, m), v) + (Jv, wm), н) = 0, s 
记 wt(x) 一 ибх, kr). HEA FRIAR (6.26), 


ДІ. 


(6.29) 


(6.30) 


ut (x) + абу + бта бк), u^ C) + Oral G0) = ИС), 


хЕ.Я,, k = 0, 
utle + 1) = аку, Є, K 22 D. ` 
un) = Ux), x€ Я.» 
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(6.31) 


其 中 小 和 日 是 参数 , 048, 0< 1, RE FO = 0, THE 
8 一 9 一 二 时 ,根据 $ 1.2 中 的 分 析 , 它 的 解 同时 满足 两 个 离散 形 
式 的 守恒 律 ,但 在 每 个 时 刻 和 好， 都 需 要 求解 一 个 非 线 性 代数 方 稳 
ig. 3 a= L. 6 — 0 时 ,根据 (6.30), Пи 是 守恒 的 ,但 并 不 


— —— 需要 求解 一 个 线性 代数 方程 
组 ,根据 周期 条 件 ,可 仿照 部 本 瑜 (1965,) 的 方法 来 计算 ， 在 实 奈 
计算 中 ,为 了 加 强 稳定 性 ,通常 取 5 > >. 


下 面 假定 8 一 9 一 0， 于 是 (6.31) 是 易于 计算 的 显 式 格式 ， 
并 由 (1.18) 推 得 ， 它 的 解 满足 离散 形式 的 一 次 守恒 律 . 但 车 把 
(6.31) 第 一 式 与 2u^(x) 求 内 积 , 则 由 (6.30) 和 引 理 4.12 得 到 

lu^). = тар + 2074, z) 
所 以 ,即使 (a) = 0, latl 仍 贿 记 的 增 大 而 增 大 , 当 м’? 超过 
一 定 值 时 ,计算 就 可 能 出 现 不 稳定 ， 为 了 克服 这 种 现象 ,可 采用 预 
居 一 校正 方法 ,例如 用 «i60 表示 «U() 的 预 估 值 .8 ЖЕ 
ASM, NA PARA — RERA | 
un) = ut) — Вери), ut), 
r€ .Z,, RS 0, gs: 


(6.32) 
ut) + flat i (e), a^ Q0) = fe), 
r€ Fi, K 22 0, 
它 又 等 价 于 
uS) + lute), a) — Be ITN), ac an) 
x= fit, 


把 上 式 与 W) 求 内 积 ,就 得 到 | 

fetii — visti? + 287]JCa*, н) 12 = ak, P. 
因为 当 f) = 0 BJ, | 
(902, р ŽE w Ju, ч), 
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BIDS 8 一 +, 则 Пие 是 几乎 守恒 的 。 为 了 加 强 计算 稳定 


жне BAT 于， 关于 这 个 格式 的 误差 估计 ， 可 见 部 本 区 


(1981), 
格式 (6.32) 的 缺点 是 它 的 解 不 满足 离散 形式 的 一 次 守恒 律 , 
为 了 克服 这 个 缺点 ,可 以 采用 下 列 格式 
tak А) 一 atx) — brs (uta), и), 
XE REO, 
ui) + Cate), ut G0) = р, 
r€ Fn, k > 0, 


(6.33) 


2 SO 
Ge) + Каха, и) 一 Br] (uk GO, I), «00» 
(o Br Cate), ut G0), ated) 
E В (и К (ж), ut), Jte) и (в) 
= (ж), 
若 fQ)-0, ДН (18) 可 知 , # 5) ик) 是 守 便 的 。 Я 


TEM 
Fy, ЖЕҢ (6.30) 得 到 
lu* 一 vlt]? + 28r[ICo*, "IP 
— Pr, ut), et, Ки, ш) = 0, 
Bred SU EE Rl e РН, EG ee a ЕЕ Ж. 
直面 用 能 量 方法 来 分 析 (6.33) ГУ. BE ut QU 
FG) SHARE ats) 和 И, WARE 
E x) + ЈС (к), и) + at) 
— Bri CIA), aCe) + a^ (0). ut Qn) + 2*0) 
— Вт] Cae), Ји) + IG) ut) + at) 


T > А} (ж) = Po, (6.34) 
Ж 
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AGO) == Јн), #8), 
AM) = — Br] Cute), G0), ah) + 2G), 
Ale) 一 — Brute), wt), RIO), — 
А00) 一 — Втр а), КАКО, иж) + BOD), 
Al) 一 ВК), Ки), 80))), 
AR) = PPI), GD), Tet), #tG)), 
ARCH) = BI GI GOD, и“ G0) , КС), ate) а) )), 
ALGO = geQGAG), 8160), Гия), ut Q2), 
ASQ) = Brute), Be), Mate), 81G))), 
ABG) — Вау (atlas), 800), IGG), ute) 
+ 8G)», 
ACs) = ВО), ute) + 2*0), Пайк), ия) 
+ at(2))), > : 
Аф) 一 PAJEGE), ute) + ВАС), ИСО tla) 
+ #*(=))). | 
把 (6.34) 与 HÁG) ЖА, НЗ 4.12 和 (6.30) 得 到 
ШАБ — гПа + 287 17688, wt + ap 


+2 ууч, «РР, (635) 
设 w 是 待定 系数 ,并 把 (6.34) 对 mea) RAR, 则 得 到 
тт + mr FUL wtp 80) 
— mara, JUG, ча аб FD) | 
— тетя, JGR, иб + ak, ut + 24))) ° 
+ mr » (at, Al) & aariat 


Pel 


+ Mo pup, ¿> 0, (6.36) 
4a 


在 本 章 中 ,用 М; 表示 与 нх) .有关 的 正常 数 , АЖ 
ó, 
下 而 来 估计 (6.35) fa (6.36) 中 的 各 项 ， 首先 对 任意 的 ,和 
| *475* 


w, 由 (6-29) 得 到 


(w, Key wy) = + G, ve) + + Go, (we) 


= a, n) — EG, vws) + D, 
其 中 
Dm P: ww + AOL) + „(1 Ауу 
一 i wh) Ov) + »(0)), 
因为 
. (mee); = weg bowen + A Wt, 一 A isla, 
2 2 
MURA 


(ш, Jw, w)) = i Qn, ve) + + (wwe, v) 


+ A (ио, v.) —4 (wer, ve), 


把 上 式 与 (6.37) 相 加 得 到 
2(w, ite, e )) = (2, vg) + A (ош: Pe) 


— H (wi. ox) + D. 


(6.37) 


(6.38) 


在 上 式 中 令 v= t, e = ut, 因为 «tQ 和 WO) 以 1 为 局 


期 ,所 以 
xg, At) — (URP, ud) 十 HUE ut) 
— A G'25, #4). 


KWH at, А) 后 得 到 
|208, Ai + A5)1 =< Мир, 
因为 


= 176% 


22006, AD) = 28r, 29, IGI att HD), 


所 以 
25, 45) < Жэ Wat? + 22627666, wt 
+P, >> o. 
АЯ ЖЕЕ 
< Me =. i 
Сел, 41 + aD < Ma ques (Z + өй, 


wt 4*)|, 8 > 0, 


I2G, 4t + At + ADI < м.(1- ©) р, 
| 4 | m 
2G, ADI < M. ( аар + E. att 5. да), 
h | P 
1200,46 + ABD < Марац + SG, at + gh)? 


Сак, RYP + Hel, uh + ROLE) 
< MARAP + ST GA, et q IP s 


+ ME yap, ut + ур, 


MOH (6.30) 得 到 
2(8*, 一 — 2g UGH, at + =), 
JG*, JG, u* +8), 
所 以 由 (6.38) 得 到 
(2, A5)| < Morland, at + ЭР 


< ME Mage, at + 20. 


又 可 估计 得 到 
КЕТУ СЕЧУ НЕЧ НЕ З 43) ар 


+ (5 + E) ap, 


„$ 077 < 


есь + АБ & orit + М» (1+ r.) atl 
My (РР) | 
+ М» (5 + E) шд, | 
mrs, 41 + AD < oct + Mut qua, utem 
lmr(a5, AA + Añ + AD < ата + Mats LG, 
a 


«* ар + Mar. liz IGI. at + АК, 
此 外 


Imc, IG, и + 8%) < < = 5 
+ т(7а + GA, а, 


Ime, JG. Jak + *, и + 25)))1 < ата 


Па 


+ PE усак, JG + 25, ut ilh 
a 
< асар + Ет [дА Cet + zh, ah а 
a 
< асар + Mee qup + M qun 
ah! ай? 
+ wae [дА ША, t +29), 
овоа, JUG, at + аи + at))| < ат! 
+ # т (M. + РСА, wt 十 P p. 


把 以 上 各 估计 式 代 入 (6.35) 和 (6.36)， ВАН, 并 令 m= 
2(7a 十 1}， 从 而 得 到 


П + r(28 — 285 — 7a — 1 — elr Tr DI 


Mac d _ Mut? Аа 
T (+ +) - Миг ia 


Ma (ie L) ep — Mat ga) tuos, mme 

«Ms (1+ 1) (1+1) (1+4 1) (1+=+ E) e 
+M (1+1) (1+5 +5) дат ^ 
+M (i+). 


WES A, в 适当 小 ,并 假定 
Яя + 1 


th? < со, 87 т 55? (6.39) 
则 存在 p > 0， 使 得 
СПЕ), + rC — M h — M À Ч 
一 Мы Il] JG 十 gr 
= My (le? + АЦА + АР). (6.40) 
id 
k-t 
&Ckr) = lig? + Мот ХЕ, 
ЖЕН (6.40) 得 到 


k-1 _ 
as < 2067) + z 21 [Мар + Я) 
ЧЫ 


+ т(ро — Mab — МЕР 
МнС, < + м]. 
жан Н DEN 4.10, 在 其 中 令 
Et = jv), М, = М, = 1, 
8,7 1, b = —1, ñ = —1, 
定理 6.3 ЖАКЕ (6.39) THE ,并 且 
р) < Ми, 
则 对 一 切 好 « T. 
Пр < М эре ev, 


я E79 € 


注 记 6.1 №55 (6.33) BU" MGR 5 < 一 05。 Жи 
ЗЕМ ЖШ „ИЕ RC, НОЕ a AO BE K, 
SEGA (1981) 和 Guo Ben-yu (19842), 


6.4 Kreis 的 耗 散 方法 
许多 实际 问题 可 归纳 为 雏 人 性 对 称 双 时 型 方程 组 
ka 4G) 50, -0 < z < wo, 0 < < T, 
Or (6.41) 
U(z, 0) = 0,0), —00 < x «co, | 
其 中 AG) Bea В Hermite №. 
因为 《6.417 是 双 曲 型 的 ,所 以 存在 矩阵 Tx), ， 
т 0 
tatae Ea } 
. хо # 


其 中 ш == wx) 是 实数 ,并 存在 正常 数 cr EENH x. 

WFE eer M < es, (6.42) 
MAF AGO 是 Hermite 阵 ， 因 此 还 可 把 T BOO, ИН 
€j — 1l, 


为 方便 计 , 设 x 和 : 的 步 长 都 是 *， 并 考虑 下 列 显 式 格式 


wht! m C(r)u*, (6.43) 
其 中 
C(rja* (xs) = > C(x, тих - oc), (6.44) 
C'(x, т) 也 是 Hermite RR, ХЕ MA КЕ ВЕ 
GG, r, х) = b» C'(x, Tyee, (6.45) 


НЕХ м LB. v. x). 

Kreiss (1964) 探 出 了 耗 散 格式 的 概念 。 具体 地 说 ,如 果 存 在 
TER т, 8 МЕЖ r, EAH r, r= r 和 |#т| = =, 
都 有 

juts, v, «)|<1—elgrl, (6.46) 
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“HAT RRS 


WUE (6.43) 是 27 阶 耗 散 的 . 他 证 明了 下 列 结 时 4 

定理 G4 如 果 下 列 条 件 满足 : 

(G) ERE AG 和 C°(z, т) 都 是 一 致 有 界 的 Hermite 98 
ШЫН. AG) Жх 一 致 满足 Lipschitz ЖЕ, C(x, r) 对 * 和 
т 一 致 满足 Lipschitz fF; р 

(ii) A643) 2v иШ; 

(Hi) 格式 (6.43) 对 (6.41) 的 逼近 误差 至 少 蚌 Or я, 
那么 ,格式 《6.43) WHE L^ PRES. 

证 明 ”采用 Parie (1966) HARIH., ARH CO. BH 
С°) = C(x, 0) ЖК CO, т), URBERRAR. 
此 ,今后 侵 定 C, G fuu 都 不 明显 地 依赖 于 Tt， 

首先 证 明 ， 对 任意 国定 的 ms， 都 可 找到 抑 阵 ACG, т, х), 
使 得 EB, r, x) 对 Br 具有 周期 2а, 并 存在 正常 数 са, 使 得 

egi Esca, (6.47) 


GAG < (1 一 2. вт |? ) ñ (6.48) 


事实 上 ,由 条 件 Gi) 得 到 
G(B, v, x) = «7^9 а. O(B, v, ж), 
ЯН, |67 <= Br, | | 
Note, т, xo =< alc, 
因为 (6.41) 是 双 曲 型 方程 组 ,所 以 存在 矩阵 Т(В, г, za), E 
TGT^-—W +R, - (6.49) 
其 中 下 是 对 得 阵 2I T4 R|] < свт. 
由 Schur 定理 ,存在 丁 阵 W, т, к), 使 得 
G = BM TGT ag * = OW 7 * + % Ray? 
= A+ +, * (6.50) 
其 中 G 是 三 角 阵 , 4 是 元 素 为 ыа. т, xo) 的 对 角 阵 ， 


es h 
|; e 9) 7 
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因为 IRI S aler”, МЫ A Rac* ИЛ 
alert|, Œ 2/W 2z* BERMA 4,01 a7, Ps) ШЕ 
€ жЕ, Очи) >), 

Ibn] < a [Вт |2". (6.51) 
但 4v Waerz* ХЕ, МЕН, Ж 


>; loui? = > leal". 
特别 有 


根据 (6.51), 


у < (9 — Бейт, 
im? 


n 


DD bul! = (a — egri + Lp? 


S (20 — 3)с4|В= |". 
依 此 递 推 下 去 , 即 知 当 <j W. 
löni < ceil + (n — 2)2' 1) [в=|*. 


所 以 qu W 2v * 的 一 切 非 对 角 线 元 素 的 绝对 值 都 不 超过 colori, 


并 由 此 得 到 
П < = Вт, 
今 引入 矩阵 G, 一 DiGD-i, „= рі ур-%, Ен 


d eg 0 
D = e >» 421, 
0 d^, 


则 Gy = 4 + рё рё A+ o, 由 于 .Np 的 第 (I, i) 
Кл dÉU yy, RA 
Mall < ed y| < esed е |n, 
因此 当 4 适当 大 时 ， 
1656,1 < lA* AI + 2 ol + Lf al? 
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Hi a.m 


<1 — 8|#т|” + све" < 1 – edm, 


从 而 ‚ | 
(1-2 ве") 1— 838, > 0, 
或 者 写成 | i l 
(1 一 = agri?) D — G*DG > в. 
ja ñ — T*əz*DQ@zr T, f Hermite SK, ER (6.48), Ж 
HR са = a*cs, (6.47) 也 成 立 ， 
显然 , 这 一 步 的 证 明 并 未 用 到 AG) 和 с") 的 Hermite 
EB. | Dl 
O on ETERS ACA. r, в), каттодо), 
(6.48), MHRA FAR 
Ala, r, z) = 1 +ñ, (8, т, хо), ` (6.52) 
其 中 , 当 ler] <= 时 ， 
DE es gr |, 
| “BRE. 由 于 AG) 和 CC 是 Hermite [T 所 以 不 妨 
SRE Maen RRS Ale) (At fe EE ORE кб). id 


№ =? WA 
GB, т, z) = (В, r, te) + METTRA, т, z) 
ck (вт), (6.53) 


其 中 W = оао, BREE, Rios т, za) 是 Hermite 
和 矩阵， 如 果 wm 一 py， 那 末 这 种 变换 具有 一 定 的 任意 性 。 但 由 于 
R(fo, г, xo) 是 Hermite 知 阵 ， 所 以 可 假定 这 一 个 变换 已 使 相 
空 的 元 于 Rul r, хо) = 0, 今 定义 

ACB, v, x) 一 上 十 [orl ACh, c, з), (6.54) 
其 中 A 的 元 素 是 


0， 当 ш шр, 
H; = 42280 uox Hi. 
м py 
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把 上 式 代 入 (6.53), 即 得 到 
G*AG = (W* + |ge|"R* + ogr PU 
+ 18е OA CW + |8т| + of foe |1") 
一 WFW + ае [а + [rw AW 
+ |@т| "WR + af | srl"), 
ЗИ He lar) RR RAT с Bl 
GtAG = Ë + Mere + о (вт |2"), (6.55) 
(Wh. т, m) = 28086, Ts ж) ` 
TAL (S т, в) Аяз) 
一 Ax )Er (Bos T, xo) l. . 
下 面 来 考察 名 的 性 质 , 首先 由 AY 的 构造 方法 ， Of 的 非 对 前 
RICH NS. 此 外 又 有 下 列 引 理 ; 
BIB 63 dx (6.43) IS EA DEG 具有 形式 (6. 53), 则 
当 |gr| — 0 HF, 
| Ru(fs; r, ra) =< — + o(1), (6.56) 
证 明 根据 Gerschporin ER, ИЖ ТЖ. e 
Gerschgorin 辆 与 其 它 的 Gerschgorin 圆 相 分 离 ， 那 末 ， 在 这 * 本 
BRERA ERST s АЕА. 我们 先 假定 ш 是 4 的 一 个 
BTA, 并 用 lprlt ROAM IA 167176 ЖСК 1 
A, ce МАНАЕ, RATE м 保持 不 变 , 但 当 [8r] 一 0 
时 ,第 1 个 Gerschgorin АО ОС Вт"), miki BN 
MgB O(Igc|" 3), XH (6.53), 第 工 个 图 的 中 心 是 
Gu ef + |В (Ка, v. xy) + oljer 
并 且 当 2293 WF, ра 56 x; AM vo d, HOM |8т| 充分 小 时 ， 
SISCBSH ВИНА, НИ, ЗЕРЕН, 
并 满足 


(РВ, Ts x) 
= oP t (BTF Rulo r, za) + oller”) 
根据 (6.46), lal < 1— бт", МЫ 
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1— 28|fr|*r = 1 + 2]|8r|?7En(As, ft, €) 十 o( 1gr|*r), 
LUCR ES | 
ЮВ, T, za) < —8 + ofl), 
E pgp， 不 是 4 的 音量 特征 信 ， 则 可 用 前 面 方法 处 理 它 所 对 应 
的 行 与 列 。 因为 当 =j, mmm Bd, Ry 一 0， 所 以 相应 的 
Gerschgorin 圆 的 半径 仍然 是 Oleri, 故 至 少 有 一 个 网 包 
含 了 一 个 特征 乙 ， 并 由 此 推 得 (656), BDH, BWR I, 
Rn 之 一 8 十 ol1)， 则 当 leri 一 0 WH Xx E BSRE Ri 一 一 8 
十 o(1) 的 圆 相 分 离 , 故 在 这 些 区 中 又 包含 了 特征 值 ,但 这 会 引起 
FA ,从 而 证 明了 引 理 的 结论 ， 
根据 (6.56), 当 leri 一 0 №, 
и = —28F + oli). 
由 于 flhs г, x0 BAAN, МЕ ЛЕ Ba. А8040 x 
|z] < m №, (6.47), (6.48) 81 (6.52) 都 成 立 。 当 leri > Е, 
了 时。 可 采用 第 一 步 由 的 方法 来 构造 ACG, r, х), 并且 使 (6.52) 
ЖУ. 
第 三 步 是 对 具有 适当 小 支 集 的 函数 м 来 证 明 稳 定 狂 。 为 方便 
Yr APES |] > L0 Hj. | 
u(x) == 0, (6.57) 
E5 C'(0) 相对 应 的 差分 算 子 记 为 с, BARB | 
矩阵 是 


GB, т, 0) = У) CO 


根据 前 面 的 证 明 ,存在 矩阵 ñ — B(g. т, 0), 使得 
Ú — (+É, (0. т, 0), (6.58) 
PE (6.47), (6.48), FA 
| Mirall = с\т |277, 
SELAT H. 
Hu*(x) = Z: Г ACB, т, DAAE dp, (6.59) 


Я -- 
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其 中 &(8) Eos 的 Fourier 变换 。 相 应 地 可 定义 Haa. 又 记 
lala == (ak, Hu*)*. 
因为 玉 是 正定 的 ,所 以 它 可 作为 范 数 。 BW MSS) 
САД (Cut, (I + Hy Cet) = E + F 

= (E, + F) + (E Еу) + — Fy), (6.60) 
其 中 

Е = Cu, Е = (Cut, H,, Cut), 

E, = | Соя, F, = (Con*, Hy, .i Coast), 
下 古来 估计 上 式 中 各 项 的 上 界 ， 首 先 有 


Eo + Р, — Сыч = |” (8DrG* 认 Gatdp 


< MO (1 一 £ вв") Àirde 


« NO (1 一 + " (2 sin ey ) ade, 


(6.61) 
由 于 
=. [ u*(x т) 一 u*(x) | e rd x 
= 一 二 № Ce — 1)ut(x)e dx 
2x2. 
一 ici? gin cars, г}, 
故 得 到 
Полине = Bout? — [^ (24 BE) Ганаа, 
一 般 地 有 | 
бк = || == ” sin Вт re 2 . 
lotti? — [84Р 一 (^ (2sin BE)" ракав, — (6.62) 
р SI, 
zat || < 22 set (6.63) 


把 (6.62) 和 (6.47) (A (6.61) 后 得 到 


E, + F, < |а 一 + вета". (6.64) 


29 f (hit (6.60) 中 的 其 余 两 项 ,需要 考虑 上 的 更 详细 的 表达 
A. 由 于 《6.43) 是 2v — 1 BRERA, BTE 


m- 


c= $1 PO, 


men ffi] 
其 中 
РЬ = A (a) D79, 
而 DOC? Ват б, 的 多 项 式 ， . 
Г27— 5 „а > 【一 1)"4ы a (Ó, yen, 


其 中 dea 是 实数 ,8p АНАН ит 0, 6, 所 组 成 的 
乘积 的 和 :并且 至 少 是 27 阶 的 差分 算 子 . 
根据 分 部 积分 公式 和 4 的 Hermite 性 质 ， 
(w, Â lAr) = - (ди, Av) 一 (д.т, v), 
但 4 是 Lipschmz ERA, Ait 
(ш, Ó,CAv)) == (w, 40,0) + piw, v), 


其 中 
фб, < сыт 121. 
反复 应 用 上 面 的 关系 式 , 即 得 到 
I-l L i iY-i 1 Е 
(ает) «| (e Жс 


a, 
x (Ea m Jw) + oto w) 
= dell? + Go, Rw) + piw, w), 
Жи REEDA 2y 阶 的 差分 算 子 , 再 次 应 用 上 面 的 技巧 即 得 到 
(w, Rw) = (Әти, SOLw) + pm, mw), 
这 里 5 НЯ ЛИТР, RE ЕЛ 2v. 
报 据 上 面 的 分 析 RNA 


1 10187 + 


{ср = | 


2 一 上 1 ) ñ 3 
Grr) 
-i 
+ 2Re (Фак, (> ps ) ut ) + НО «tll 
"= Ü 
= lat]? + COlut, S'Otut) + plat, ut), (6.65) 


其 中 S 也 是 有 界 的 差分 算 子 ,与 3 相 类 似 ,我 们 有 
[| Cote’? us + (Oink, 5,0180) + plat, at), (6.66) 


从 而 | 
E — E, = | Си — 1С 
= (drut, [S — SJOlut) + plat, ut), (6.67) 
MA, E 一 E, ЗН S 一 5, BERRIE. [EROS T 充分 小 
时 ,对 上 面 所 讨论 的 函数 ,有 
Сик == Cont + gC [C — Со], 
其 中 gG) 是 一 个 光滑 函数 ， 当 lel < So 时 ,g(x) = 1, 而 


当 |r| > 25 №, еба) =з 0, #E (6.67) 得 到 
|E — Bol < МСБ НР + сыты, — (6.68) 
Roues $ ов, M(t) 0. 
最 后 来 估计 F — Fe RTA 
|F — F,| = IReC[C + Cilet, H, [C С] 
= [GC + Cs Hy fC — Со] |. 
现在 把 Heo, DIA Ни = H,H,, В H; 的 Fourier 变换 


A = (2 sin Eya, A, = ED. as 
2 
Тн (6.58) 得 到 


(2y Igel <A, < eei, 


Wall <, (EJ өтт, 


所 以 
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|P — Fel < BLC + Cool LC — С. 
< (cul dzwtl] + F eurie bor “Le — Colutll. (6.69) 
RA 
TZP — Си = [С — €,18% a| * РИУ | 
因为 C 一 €, 至 少 是 一 阶 差分 算 子 ,所 以 i i 
195 ЧС — Chel < M (t ды] + er utt, 
hä oom, M(t) 0. 
FERIRA (6.69), 结合 (6.68) 可 知 存 在 函数 МОД), HS 
JE — Е + ПЕ — Fo < M Ср + сие, 
其 中 当 Com, мо) 一 0， 从 而 可 选择 G, (Ae ¿< ç 
BT, . КА 


M (Оби р < PLI 
把 上 式 和 (6.64) PLA (6.60), 并 由 (6.47) 得 到 : aa ` 
Пака < let сыты < CL гасат) lt (6.70) 
最 后 证 明 ， 对 一 切 wkt， 上 式 都 成 立 ， 为 此 需要 应 用 Gárding 
(1953) 的 技巧 ;具体 地 说 ， жее РНК 2.65, 
O $34) = 1; 


{mj 
(4) 每 个 小 区 间 Z, ORERE Co ERE Z Sdi (жузе; 
Gi) 对 每 个 z, BERENA dle) 0, Инн: 
于 是 在 每 个 Jn 内 ,可 按 前 面 的 方法 定义 H. Хі. 


latis = >) Гы == 全 (dit, Adie), 
f I 


则 得 | 
fertili Dy (d Cut, Hid Cut). 
š 


但 在 每 个 点 * 上 ,仅仅 N 个 d, ASTS AA kra T 时 


Hatz < D) (Chut, Hy Cd) + сога 
+ E 
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= (! + cor) S, М, + erat? 


+ 
=< (Е сат) а < -+ Seale lle, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
66.2 可 以 把 本 定理 推广 到 多 维 空间 中 . 


$7 守恒 型 方程 组 的 初 值 问题 


上 节 所 讨论 的 差分 方法 ， 主 要 用 来 计算 解 的 光滑 部 分 ， 但 从 
拟 线 狂 双 曲 型 方程 组 的 理论 来 说 ,即使 方程 的 系数 , 右 端 项 和 初始 
条 件 充分 光 琐 ， 也 只 能 保证 存在 局 部 的 二 次 解 。 例 如 考 感 下 列 方 
程 
aU or 
a, 4-6, 
其 特征 线 方 程 是 
| aes AQ), 


如 果 OA is 0, МЕНЕ SUB. 当 了 两 条 特征 线 相交 时 ， 


解 一 般 发 生 间 断 , 因 此 需要 拓 广 解 的 定义 . | 

A РНЕ ВЕН Я БЕ Е М НУР ВЕ, BMG 
НЫ. 单调 格式 ， Lax-Wendrotf 型 格式 ， Engquist-Osher 
Ш, ВЕЛ ЖИРА. RRR AT Riemana [HI 
断 分 解 的 Годунов 格式 和 Glimm 烙 式 ,以 及 Chorin 的 能 机 选取 
Ë. ЭЛТ ЛЕТНЕЕ, ТЕНЬ, АЕ, ИНЕТЕ 
方法 . 


ТЛ SERA RAMS RAR 
考虑 下 列 守恒 型 方程 组 


aU ү OF (UG). = 0, —°% =< x =< ç, r> 0, 
9: Ax 


Uir, 0) = Us(x), 一 ю<;< со, 


(7.1) 


‚ 190 * 


ЖОЕ Ел 维 向 量 , 其 分 量 蚌 U, 和 F ACU) RRP RU 
的 Jacobi 年 阵 ,并 对 ~ 一切 U, ACU) S ^ KAM, 

如 时 在 半 平 面 * > 0 的 任何 一 个 有 界 区 域 上 上 ,UU 和 F(U) 可 
Я, + НКР, iz| +; 充分 大 时 为 零 的 试探 函数 
ф(х, 0), RA 


C eoe орн 


+ r eU (dx — 0, (7.2) 


RRR Ule, 2) R (7.1) В. 
G Ul, г) 是 (7.1) Кл ШЕН (7.1) 得 到 


"[ $ (OU q ОРС) gras — 0, (7.3) 
f F. (22 Ox 


根据 Green 公式 ,可 由 (7.3) HES (7.2), ID AES 
解 。 反 之 , 若 弱 解 及 其 一 阶 偏 导 数 连续 , 则 可 由 (7.2) HEY (7.3), 
从 而 ОС, г) ASH. 

分 片 连 续 的 锯 解 在 间断 级 上 满足 一 定 人 条 件 。 人 假设 7 是 间断 颖 
上 的 一 段 ， 它 的 方程 是 + — SG), =< =< л. 作 有 界 区 域 D= 
DUD’, SSH MRS DARZ У, 而 在 D+ 和 D 
ACH (LE 7.1). Bo, EA 
ЖРЕЙЉЯГ ZH. ф=о, M If 
(7.2) 得 到 


|| (525 + oe F(u)) n 


E (| (2+ U+ 26 F(U)) dxdt 


= 0. (7.4) 
用 07 Ж Р = F(UO) оку ДОВ) 
fi, Ut 和 Ft = F(U*) Rar ARR 
fa, [F] ЖП [UI JAn, R 
‚ [F]l—-r*—rF^,L[U]-—-U*--U^, 


-" 


Bi 7.1 
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Wr (7.4) 和 Green 公式 得 到 
fe + + ax — ha = — - dx 
(or cou [uir e. 
BS ep ДЕ v SEO, $ B.A 
[F] = [U] si (7.5) 


上 式 被 称 为 Hugoniot 条 件 ，; 一 ae dake Re OG DDT НЕП. 


ELT E ВЕ ЖЕ Ж „НИЕ AE. 26 f fRüEME— E, 
JB AS RSEN IR E ee ANTS BE, BA D IR RE (7.1), 
所 以 希望 由 于 确定 的 解 恰 为 物理 上 所 需要 的 解 ， 简 称 物 理解 . 这 
娄 条 件 可 根据 物理 原理 来 推导 , BURR FE. 
Олейник (1957) 考虑 了 ?一 工 的 情况 ， 此 时 蚁 条 件 是 指 对 
U ,U* 间 的 一 切 值 Z, WE 
«ЕЕ, 
zZz — UT 
或 者 其 等 价 形式 
F(Z)-—-F(U* 
Ha A, 
du BLK SR EAHA Z 都 严格 成 立 ， 那 未 就 把 这 类 间 斯 称 为 
BOE, + 被 称 为 滞 波 传播 速度 ， 一 [LU] 被 称 为 散 波 强度 。 BSS 
对 一 切 这 样 的 Z 都 成 立 , 则 称 为 接触 间断 . | 
Seal i ACU) 的 特征 根 依 次 排列 为 
А) < (Еу 66 a). 
如 果 对 某 个 |, 
(07) m | (UO), 
k(U+)—< Í< ba (U+), 
We Z ET I RRE. 显然， 共有 HAR LARTRI 类 
TELE E RE AT ASS 2 FERRE, РЭ: 
特征 线 的 前 进 速度 .如 果 
МУН) = s = (UT), (7.7) 


(7.6) 
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则 称 它 是 一 个 1 类 接触 间断 ， 此 时 间断 传播 速度 恰 为 特征 线 的 前 
关于 这 方面 的 详细 讨论 可 见 Lax (1957). 
7.2 守恒 型 略 式 和 单调 格式 


守恒 型 方程 组 的 解 满足 守恒 律 。 事实 上 ,着 | UG Od 存 
在 , 则 由 (7.1) 得 到 
Кос, пах 一 Г. бах. 
报 据 这 个 性 质 ,可 以 设计 不 局 的 差分 格式 . 
在 本 节 中 设 v= h, a= kr r= Sy ab m а, L, 


表示 差分 算 子 .计算 (7.1) ЕЖЕ 
upi <= (Lut) = Go (7.8) 

Нес" ЖЕ. 

Lax-Wendroff (1960) 最 早 担 出 了 守恒 型 格式 ,也 即 , 如 果 

Gu а t" йм) 
= uj — r(g;- ВА), 
其 中 
Risk "7 BCH ры), 

MERR (7.8) Xr E UE УЖ. 

JEXCIB Us, г) KA (7.8), 则 由 守恒 格式 的 定义 得 到 

U0 gha 一 81-4 


T ñ 
& š 
- (20 + (22) +=. 
9: fi Ox /i 


Set (7.1) 的 有 逼近 是 相 容 的 , 则 当 Ape OR, Е} >90, М 
而 上 式 趋 向 于 (7.1), 由 此 得 到 守恒 型 格式 的 必要 条 件 

| g(U,U,:--,U)— F(U) + с, ~ (7.9) 
| 其 中 oe 是 任意 常数 
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i RE . — n {б е 


PRGA ABLE FAS BOER 
Á Уй S A 


i m-a j т — 5 


现在 把 í< 线性 插值 为 Их, г). Lax, Wendroff( 1960) 证 
WT FAR. 

定理 7.1 A (7.8) 是 守恒 型 格式 ,并 当下 т 7€ 0 BE QU (X, 
Ж ЭТИБ Д.Е ahah ie ГАЯК ОС, г), ВАЗЕ (7.1) 
的 弱 解 。 

证 明 我 们 有 


= (ut = a= — 2 (eh — p. 


用 are? SE Е, 并 对 一 团 у, Е ЖЖ, 对 所 得 式 子 的 左 端 应 用 
Abel 公式 ,在 右 端 中 用 P 分别 代 替 j 十 二 和 PL, 则 得 到 


n> Уу LH ak 


k=l р=—= 


ых уу 8. LET 


a=] fare 


— À > piui = 0, (7.10) 


jma 


因为 当 h, tokt, Us(z, г) 有 界 地 几乎 处 处 收 敏 到 Ulei) 
н (7.9) 得 到 | 
gi-Y — gCU, U,U,--, U) = F(U) + а, 
用 Bin к) £888 (7.10) 中 的 of, BURRIS РАЕН. 
Fa 33 HEE AO EE Hugoni 条 件 , 所 以 守恒 型 格式 能 
较 好 地 描述 间 贤 传播 的 速度 ， 但 是 , 守 伍 型 格式 末 必 是 稳定 的 ， 
#171 ЖЕГУ Hopf HAMA 
ou a Р „= __ x 
a tar =) 0, o < z< о, 0 < = Г, 


U(x, 0) = Ux), — Oa x < co, 


1194s 


EE 
gh ” (Сайы)? + Cat), 


WAS S FSIS {н sup ok, 


d m ab Gay — GE. (7.11) 


假设 af AE Re at, MEWE 
ek = at 一 T С.) + Dat asi 


一 e: Aa» 一 2ut ER). 
BUAE НЫ ЫТ ee te, BFE Ee «ef 为 常数 и, HE 
关于 # 的 高 阶 小 量 , 则 得 到 


~ ~ ru > 
apt) <= ш — 2 Gn 一 8a). 


Sy ЖЕЛЕ ES A SAEC ЖЖ ` 
G(B, т) = (1 — iru sin BA). 
所 也 ,不 论 采 用 什么 样 的 * 值 ,都 存在 8， 使 得 
IGUE, r)| = У + rpsinaiph > 1, 
因此 计算 是 不 稳定 的 . 
另 一 类 重要 格式 是 单调 格式 . Годунов (1959) 最 早 讨论 了 
一 阶 常 系数 双 骨 型 方程 


ou au 
Br Te EM = 0 
的 单调 格式 .他 证 明了 凑 分 格式 


ubt = M они 


为 单调 粘 式 的 充 要 条 人 忻 是 所 有 的 а 22 0. 他 还 证 上 明 这 类 格式 是 
稳定 的 ,并 且 只 能 是 一 阶 的 。 

Harten, Hyman, Lax, Keyfitz (1976) 把 Годунов 的 工作 推 
广 到 单个 守恒 律 《 即 # = 1) 的 守恒 型 格式 :也 就 是 说 ,如 果 


Gi = nc 20, —m = т, 
i . 
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则 称 这 类 格式 是 单调 的 . 

如 果 格 式 是 单调 的 , 则 当 Du) BAMEAN, t) 也 保持 
了 单调 性 ， 

单调 守恒 格式 共有 上 述 两 种 格式 的 双 恒 优点 ,Harten, Hyman, 
Lax, Keyfitz (1976) 还 得 到 了 下 列 重 要 结果 : 

定理 7.2 ”如果 (7.8) 是 单调 守恒 的 ，* 保持 不 变 , 并 且 当 A, 
TORS, U.C, 0) 有 界 地 几乎 处 处 收 向 到 UG, 0, AE 
EE (7-1) НОЯ „ЭЕ Н.ЇЙ НЯ. 

证 明 首先 ,根据 定理 7.1, Uler, O 是 (7.1) SM. 


其 次 , 设 z 基 性 意 实 数 , 并 定义 

0, Mp D ox. 

ED = l, MUI, 
H(U) 0, | а, 
Ircu) Fe; 当 U 2 =, 

ZEE uË BH . 
ƏE(U) + 9H(U) <0 (7.12) 
or Ox ? 


Дн] G78 Hugoniot 条 件 的 证 明 过 程 ,综合 上 式 , ЖЕШ ET E 
成 立 | 
s(E(U7) — EQU*)) — (HW) — H(U*)) < 0, 
但 此 式 与 Олейник HAREE OY E od n] Yd ИЕ aq TEA (7.12). 
第 三 .我们 将 证 明 
E ak) — Е(и}) 
T 


T "n Cent at snes ttt eee 


— Ени ыла) < D, (7.13) 


其 中 


т 


Bul Утз* tty» Yona) = У; 
А і 


m— 1 


x | BODO — DIa) y, (814, 
(8) = z 00,2), — m + lé m, 
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x ak Cy) 0, 4 y eti, 
E = ёлу m 
(у) ; { 


1, HM уз», 
в = Эм»: увы). 
ду, 
事实 上 , 若 令 


ujal) = z + Oa, — z), 一 тж, 


v*(8) = Gat al), - ts uf 4,C)0)), 
则 有 
0400) = Gg, z) = z, 


zi) = Gluhi, tts uu) = ait, 


因此 | 
Е(и{ — Eluf) — El) = f M E(»*(8))48 
- 5 | Ве) (ufa 一 вби (9), - --, 
zf „(9))а8. 
类 似 地 可 由 ен 的 定义 得 到 | 
一 Eluf) рить, n! uu) 


oo Ен н} aus, е, #{_„)1 


= [се — #80 


十 + > Í Ё(иё.1(8)) (айы — DE „(0),- >, 


i=—m 


u$ mnl) — Bt tts ut .,(9)))40 


= — > | Вин) (ыы 一 2)Gi( atin (0), “ 
fem 
м^_„(0))а9. 
综合 以 上 两 式 即 得 到 
Е (att) 一 Eat) + riga nutus, =, чы) 
= Bul ufus, ttry “}_ь„)} 


-> [i EOOD — Buk COD) Cate 
=. 
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— Gilian I)a ut, (0))88, (7.14) 
Ж ouba — z < 0, RNY) 0 < 0 < t, MA 
É(ut,(8)) = 0, E(esk(0)) 2 0, 
Ж мн — z 2 0， 则 有 
Ё(ч} 41(9)) = 1, É(»K83) = 1, 
所 以 恒 有 
(dua — IKER) — EC uh (8))) < 0. 
Hr Gr 20, PRU (7.14) 的 右 端 非 正 ,并 由 些 推 得 (7.13). 
最 后 ,由 于 ka 是 连续 的 , 故 由 (7:9) 得 到 
ga(U Uy, 0) = BCU) |) 


fae—m+1 


x (U — z)p(U(8), +-->, U(0))40 
— É(U) Lá -4 «(U(0), U(0),- -- , U(0))48 


= (UNU, U, ++, U) — ele, s, 2)) 
= É(U)(F(U) — Е) = H(U), 
到 此 ,只 要 仿照 定 娃 7.1 的 证 天 过 程 , 芭 可 由 《7.13) ЖЕ (7.12). 
如 果 F(U) EDAR, U Æ F(U) 的 唯一 零点 ， 那 末 可 以 
证 明 , 下 列 的 Engquist-Osher (1980) 格式 是 单调 守恒 的 
att} on gt —73,F (min(uh, U)) — rD,max(u5, U)). 
BUSTA НОЕ Т DU ОН, AIT, iz 
m=i, 并 记 


в: = z(y. | hn) Яра = On Ya) i <i, q =< 2, 
ду: дугу, 


把 光滑 解 Ul, O RA e 8), 由 等 恒 格 式 的 定义 得 到 


Ata — 
UI + 1 T Ga, Uk) — g(Ut, UF) 


- (2)! += (Sy 
(5 i un = ( др 
+ QI, ПКЕ — Ut.) 
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+ + 2,00%, (Ин — US) 


-> КШ}, уш 一 Ut} 


1 1 
+ 站 СЇ}, UD) (Uh, = Ut) 
+2 O((Uk, — UF) + (U: — Ut ay) + OU) 
(7.15) 
把 上 式 右 端 的 第 三 ,四 项 中 的 Bf 和 OUR. HOT. Wir (7.9) 
得 到 


alU, U) + gU, и) = ЗЕ AU), 
所 以 略 去 指标 j, kE, (7-15) ere 
4 Vs E + 00, 
其 中 
Е = (5) + сво, 0) — atU,u 0 
+ (бй, U) — (0, UD (90У 
由 于 
T BT RM) 
-$U )' 


eu 8 
naQ, U) Be Z (aco, v) 97) 


— (en(U, U) + alU, U)) (а), 


pU, U) 2u - Z (a.v) 20) 
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= (2.00, U) + gU, Шу) (2%), 
did E= + 2 (ви) 20) 
2 Bx ` axl? 
BCU) = gCU, И) — (И, U) + rat), 
其 中 ,由 客 式 的 单调 性 ,&(0, 0) 220, g(U, И) <0. 又 因为 
Y 6-1 5) iG, — — на, 


| =-\ . jeri 
， . 
> PG: = rg, — t£. 
t=—h 
所 以 
1 1 
DA = У! PG: > G, 


fun і =— 1 
i 
一 >) PG = ra — г, 
#=—1 


HA 
g, — mtr 0, 


所 以 格式 的 逼近 精度 是 OCA). 

注 记 ?7.1 许多 流体 力 学 方程 组 都 归结 为 方程 组 (7.13， 委 恒 
型 格式 保证 了 动 症 和 质量 守恒 ， 车 对 其 中 的 某 些 方程 采用 二 次 守 
恒 格 式 , 则 可 达到 总 能 量 守 恒 . Попов, Самарский (1969, 1970), 
Белан, Мағштъклев, Шушляпин (1974) ЖП Кузьмин, Макаров, 
Меладзе (1980) 等 人 则 构造 了 一 些 完全 守恒 格式 ， 它 使 得 有 关 
的 各 个 物理 量 都 满足 相应 的 离散 的 守恒 性 质 . 


7.3 TERA LESE ETE 


ЖИЛ Олейник (1957) 提出 的 证 明 弱 解 存 在 性 的 方法 ， 
Rem), Wee РЯ 
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9: дх 
U(x, 0) — Uls), —co < x < со, . (7.16) 
其 中 ЕСО) PER, Uc BV, MRA AES MM. Fic 
„f = [infU (x), supUs(2)], 


Р-р. 
НЯ (7.16) 的 一 类 格式 如 下 ( 见 符 袜 源 (1981)) 
utum > азд —f [ > hF (uha) 
fa-m ры 


+ СТРА ить) — gulis + “С, 


DANCER —ocrco,dcr<T, 


= UG), (7.17) 
"Ei 8i, " 是 常数 , м MES Z 时 ， ECY) = gs. *s Vamsi) 是 
ERP) aR. 1d 
g — В, т: m, 
ду 
е < = Cel snes tt, E oet) s 
ЖЕН eb {Н ХЕ 199] 


ген) — 261 == È E ETC. м — uaa), 


(7.18) 
其 中 нары 表示 E 取 ejg 和 zh Z16948. 

如 果 (7.18) 对 (7.17) 的 臣 近 是 相 容 的 , 则 将 光滑 和 解 Ul, 2) 
КА (717) 后 得 到 


Uic (2) = Sait >` thay (BE), 
і w— [=m ` 


-fr > ВЕСИ) + rh = Ib, F'(U*) | 


fais 


BEV 一 D aUh UD 


Du ei 


k 
x (22) + ofh), (7.19) 
& А» 0, BBS) 
= Ў ал ғ Ура, 


因此 
Earl Easo (7.20) 


HEAR (7.19) 可 得 


(87) = | ix la 92), 


T тањ 


一 > lh FUD (=y 


т 


一 2 atun... UD (2y + o(1), 
令 &— 0， 则 得 


>) f= 1, (7.21) 


Fm 


| awo, U) 一 0, 


1=—т-+ 1 


е (7.17) 满足 下 列 条 件 : 
(1) FRE , 即 存在 正和 常数 ro 
— га + rgra 22 Tolia — m + 1 =l = m- 1, 
| аы — Tim 2 |6» | › 
Aon 一 'g-nn = ILAP 
(7.22) 
其 中 
Ë = sup, СУ), gi = int CY), 
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т == УЕ, — m + 1 < 1=< mj; 
(ii) 存在 正常 数 £95 使 得 当 Ye Em 时 ， 


Yu xa >) I» Yal. (7.23) 
i = —=+ 1 
SILA 
c = d; — rh rims, —m + 1 Q I S m — 1, 
Cm == Hay 77 Tks ( 7.24) 


Com = Tiny + TÈ m+s 


ИНЕН (7.22), 34 Ye kt, ¿ 0, X. (7.20), 
> б == 1. 


iam 
根据 (7.21) , 必 存 在 一 个 h, М 5,590, АНН (7.22) 得 到 
dp, й, + rara > Talón] > 0, (7.25) 


也 就 是 说 ,至 少 存在 一 个 cn, ES 
en = inf | eu (Y ) > 0. 


FR EAA AY EE ВЕ. 
引 理 71 24 z [z, Б] Bb, 4:00 之 0， 则 有 


L L 
» 4G) inf Bile) < У) 4:09) Ваа) 
Er ЕН, PT 


L 
= 
2)44G) sup Bii»). 


га] 
命题 7.1 如果 
Е < д» |А Е = > 
r T, f P I| £l (7.26) 
那 末 对 一 切 1, Kk, BA имея. 
证 明 b HEERE 
FR, = FR, + PF ada 一 M (7.27) 
其 中 
Fy = FG), Fia = Е (бика + 01 — Oute) 


0=<0<1, 
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把 上 式 和 (7.18) RA (7.17), 并 注意 到 (7.20), (7.24) EEF 
apt! == > (ch Li. — rb F u ut 


А Í xm 
= . (7.28) 
+(chu+k;- b + r У bF ача Hitha 
"Ка" 
其 中 ск ЖЖ ср № sky WU sta SIA. 
ЕН (7.26) 得 到 
FAL < Tes r Ё PA, ab < ož 
r| FAL " | Ачын] < єт (7.29) 
FRA, (7.28) 右 端 各 项 的 系数 为 正 , 从 而 由 引 理 7.1 得 到 
ub" №: (йа — rh P Au supat 


7 Jf. 
+ (arbi +, > aP irae) зари! , 
ee 


由 于 У а = 1, ВЫ «Ue supe}. ЗАНЯТИЕ аби} < uf ЕН 
Н 


于 мех, МАЯ i, k, BA ute. 
ES 7.2 HR (7.26) 成 立 , 则 


> | 一 uk, | xx VarUs(x). 


j-€—- 


证 明 HH (7.17), (7.18) Ая 
wht! — ubt = У) аиа — жи) 


[тм 


"m 
一 了 >] bP заби 一 thera) 


Í m.m 


一 了 > 一 


nT 


+r » ghi rh Са — uc. 


{mone 1 
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сїз-Җ = ap ан + "Е ыа» 
—mtisi<m— i, 
chi} = а. — "Быр 3-81» 
nak = gm 十 rE maliki- 
则 可 把 上 和 陈 改 号 为 


т 
un 一 ukh = M CIN — аи, — ueri). 


fen 


条 件 (7.22) PRUE Бит, 因此 对 一 切 正 整数 J 都 有 
J 
> | — ot] < > È «М-З 一 | 


=} — J {=-т 


一 » > rà PA Lana uta wl. (7.30) 


je-j (=== | 


今 假定 
E м -ми<о; 


并 在 上 式 中 令 了 o. 下面 来 计算 右 端 的 极限 。 — 
”首先 ， ERAN RAST 
md s >> E MES 一 ula. ` (7.31) 


Im—m 4m- J +I 


H F(U) HERA 7.1, |F2 | 是 有 界 的 ,所 以 
> F jut и | < eo; 


“m 


因此 当 J — co 时 , (7.31) 趋向 于 
— т s > b E, | eet 一 uk 4l | 


la-m сша 


-—, D pk. (SD sd al) o. 


2ш-—= 


X с. P BRIAR A (7.30) 右 端的 第 一 项 后 得 到 
3 . 
> > er, Аан — ина = > ds, (7.32) 


Iw=—J um 
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其 中 


1 т 


d, = > > aj uu, — maa ; 


Pm—J[ j-—m 


Н У 
A, У) пва |н нај» 


ju! 


了 
А, = 一 > TB 
i=- j 
; 
di = > r Rig di gil hems 一 thems] 5 
27) 


i m=ì 
А, = — > > ты doa наа 


je] !=w—m+z 
1’ m-i 


4, = >> 2j И nile 一 uel s 


Pe—J fect] 


J 
A > r. ATE | т > 
=- Ј E 


J 
A= — 2 r 和 


= 
? 
A, = Yr wr ale 
=: 
显然 有 
m +1 


A = У! > alut — ul, 


fmm o se9—jd 


所 以 当 了 一 oo 时 ,由 (7.20) 得 到 
A,— > a; s jut — ut 


= 5 uaa. 
可 以 验证 
т- 1 i 


ажа = У) У ны — м. 


I=-m+} ju] 
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又 因为 
m-l 


Ј 
4; = > >, ыы — РИМ Ч =. 
ræ] pe—mki 
ink 


2 У на, Аі — #1 |, 


Perf) pm—mai 


J—1 
Ay = >; TEE Е eee 一 at sts! А 
farm fod 
所 以 
m—1 J- 


A + Аз == > > ТТЕ dd 一 ut «id. 


I=-—m+3 了 一 


从 而 | 
-—1 
Аз + ds + As + dmm — > тайыды — head 
i mw—m- 21 
+ > TĒñ- г А-аа u* p ual. 
Imi 
由 于 


2; — 4.1 < ©, 


j =—ю 


所 以 |, — sk; il — 0, 因此 当 J — оо №, Atd + А, + 
d; — 0. 又 有 р 


J-i 
4. = >; r£. i- -hi | ut +e 77 — then і, 


j-—J—1 
所 以 
A, + 4 一 一 по 一 uS ea | 


+ Ас nb eee 一 De | E 
显然 , 当 J— оо в, ГАЗЕ. ЖИ, 5 J — со}, 
Ar dum ғ usus db thems ы] 
+ r8 uid) nba 一 u* a al — 0, 
所 以 
一 | 


ina 


< У l — 1 xm < 


iors 


WEIS ERF (7.26) 成 立 , 则 


кы 


н} = > айшу + 2 l, 


г — нк 


其 中 系数 a > ‚У aj, == 1. 


a m m 


证 明 ”用 数学 归纳 法 来 证 明 。 根 据 (7.28), 当 


Н 


gh = ch + r >; b FA, dae 
pem 


i 


由 (7.22) 和 (7.29) 可 知 af, >. LAF 
> ecl 


pum 
所 以 


Sate = 1, 


ШЖ апу + = + 成立, 
假设 命题 对 :成 立 , 则 有 有 


tri +i kl 
ГАМ - > ate ub, 


S m—mr 


其 中 


> aij == 1, aks > 0, 


=m 


把 (7.28) 代入 上 式 后 得 到 
mu 


"m 


aio = ck — rb, EA. 一 m < Sms, Ath, 


x | > ( cf — rb Ë парень UE eet 
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+ ( + > Анета) нень I (7.33) 
fly 


EI — 


合并 同类 项 后 得 到 
m dl) 


++i 
um аи. 
#=—mür+U 


可 直接 看 出 of. 20. XO нн, = 1, MH (7.33) 得 到 


misti} ту 


M а}. - > oft 


# an 3H gH- 1) wax 一 州 了 


X [ >! Gb—rFAGL aa) 


-mg m 
I lg 


+ (^ Tr >! Анау. 


THE u 
У afft= 1 


я wm 
和 
` m 
ха-ь 
dom 
得 出 
mgl) 
оў, == 1. 
om —m(s+1) 


现在 把 «f 插值 为 阶梯 函数 Ule, 0. DM HA, Urle, 
ЕЯ, Н Use, ПЕ BV, 
ФЕТА BR (7.26) 满足 , 则 对 一 切 正 数 :和 £6. 5 


[ta — UG, а 
< (mr — t| + 4m vate, 0). 
T 


ЕНН 不妨 设 + >. 总 可 找到 《。*， 使 得 
U,(r, г) — Uilx, г) = U(x, feta) mu U(r, tà). 
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由 命题 7.3， 
Ux, Г) 一 U,(x;, t) = > wh (thie “一 ul), 


G-»—— mr 


从 而 


0.7) 一 Их 0] = sup ба — už | 
тро єрт 


== VarU Cr, ta) [сарсана таа 
К Уи, lin BR Их, 4) 在 区 间 [,】 上 的 全 变 差 . 
因此 


е Са, 7) — Usla, 148 
=} 


= AVarU, [z , 5n) lex; 


-majem l? 


并 由 此 推 得 
全 IU Ge, r) — Ule, К dx 


жш 2#{ ms + 1)VarU,(x,25). 
因为 


2h( ms + 1) ^7 р 7) 
т к ` 
— 2m_ | + tmh, 
г 


所 以 证 明了 本 命题 . 
定理 7.3 t FU) Е, U.(x)€ BV, ЯЖ (7.16) 存在 
BV ЖЗ Uks, г), 并 且 U(x, ре, 
Var (ж, 1) = VarUs(x). 
证 明 7.121 7-2, U,(x, ye Z H 
VarU,(z,t) = Маг, (=). 
利用 Helly 定理 可 知 ,可 从 {Us} 中 选 贡 一 个 子 列 , аж (UL. 
使 得 在 给 定 的 时 刻 с, RR L: Pa. RTE. RAM 
中 选取 子 殉 , 仍 记 为 {DU，}， 使 得 在 一 著 时 刻 
Р 


г == 一 


4 


з 
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它 按 Lt 范 数 收效 ,其 中 p, 4 ЖА. -对 于 任意 时 刻 ty Щщ 
ЯН 7.4 得 到 


- "IU Gs D — Шук, б\д» 


j uic. — U, (=, £ £s 


fece De 


+| 0с, D -Uy (s, ze I 


< [jo (s. 2) — Uv (s, 2) dz 


+ (|020 er) 


其 中 o BERR ARTERA Ur, 0 都 按 Г 范 数 收 
化 到 极限 函数 Ula, 1). 

最 后 来 证 明 U(x, #) JÉ (7.16) HIGH GE ol, 2 ,是 试探 
LE WW (7.17) 得 到 


рэр: 
н 一 > au] sr > [77 hay 
= + IT =— А 
в 


M (z Gt) вала}. 
' 上 式 又 可 改写 为 


= (a — Уо) 
rh 5) M -一 一 一 一 一 
kuz i=—= 
= E^ bed F 


+ rh Š) »c- 


kei jure 
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№ * 


= 5 M > NT 


1 —= [wm 


= rå > > Lol ca, gp. (7.34) 


#=0 ess 


Pb 4 ROB TRU SE ERO, ТШ SE 2) 和 命题 7.2, WI] ЕН 
为 ОСА). XXXI (7.20), (7.21) 和 
> bot) = X bt t+ Уу 1, 
pet Br 
x (5+), + 0022), 
在 (7.34) 取 极 限 后 得 到 


re tos 


ү NC U+ 2% F(U)) ад, 
+ | blr, 0)U (x)dx = 0, 


尚 可 证 明 U(x, ) MERRE. | 
本 节 的 方法 可 推广 应 用 到 更 一 般 的 阿 题 ， 例 如 多 维 问 题 和 更 
一 般 的 单调 守恒 格式 ,但 无 法 应 用 到 m > 1 的 情况. 


7.4 Lax 格式 和 Lax-Wendroff 型 格式 


Зр А-В ЖЕ: ЧАН. Ш U(x, ОЕ 
分 片 连续 的 ,并 且 对 于 在 半 平 面 * 2 0 上 的 ,与 U(x, г) 的 间断 
线 只 相交 有 限 个 点 的 任意 光滑 闭 曲 线 T 都 有 等 式 


n (FU Jdt ~ Uds) = 0, (7.35) 


ШЖ U(x, +) 是 (7.1) 的 弱 解 ， 

WENER, WR Utx, ғ) 是 分 片 连续 的 。 FBR LR Ves 
Жз $ 7.1 PATE MPSS Si. 

№ (7.35) 出 发 也 可 以 推出 Hagoniot ee. 3tup Hd — 
些 差分 格式 ， 例 如 车 挨 工 为 第 形 ABCO CULM 7.2), 则 由 (7.35) 
得 到 i 
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[5 Fà -人 Edr + 
MERA ERED Bp 
{л F dt. — ТЕ +: 


F dt 一 |25 za 0, (7.36) 


Gn и = 


一 |. Udx — 2hui**, 
Bc um 


EIS — —rFË_,, | 
ен 


p > —P 
一 n Udx — —A ub, (i-is гк) s Gb а) (хин n) 
DA | . ` ИО `: . 


. + ufa) ` 2.2 т 
RSS] Lax( 1954) 格式 
ur — fos +: а} Ea) i " , И | 
— + Phy Fh La (7.37) 
下 面 来 近似 分 析 Lex .格式 的 稳定 性 - TERI, wj WR 
wj WE RAUS 
„Ж m- ES Я: =’ 


| » (7.38) 


WAA АР, 的 元 素 记 为 Ap I (Aba), MW NEM 
(At +. = Aig na + д, ыё) | n En | 
06,4 m, 1 =< z, px s, . 
把 上 式 中 的 4 分 别 在 sha 和 uf. RERO, DES TEN ES 
得 到 
#5 — z; Gt Tg) 
T 


+ Чон nuu — : = AC - 0, 
BLA RAH HE E AAAA KAER 


"413: 


rr ee rr 


G(B, т) 一 cosBhl — ir sin Bh A. 
用 КА) 和 ACG) 23328 4 和 G WHEE UBS 

L(G) == cos fh — ir sin #АА( A). 
Б Ја) [а 1 时 ,满足 Von Neumann 条 件 ， 因 为 4 
有 ”个 不 同 的 实 特 征 根 , 故 它 有 完全 的 特征 向 量 系 ,又 因为 G 是 4 
的 多 颈 式 。 它 们 的 特征 向 量 相同 ,所 以 特征 向 量 系 的 Gram 行列 
RAS в, # ER, 根据 定理 4.6，Lax 格式 是 稳定 的 . 

bee 格式 可 改写 为 


ait) ut 4 Fia — Fla _ № sta — 24} + uta 
| 25 2r J ^ (7.39) 


因此 可 把 它 看 作 下 列 带 有 小 参数 项 的 抛物 型 方程 组 的 中 心 益 分 格 


式 
+ ЗЕ) _ U 
Š + Br 2т 0x7 


35 ASO, то, AR, ЯВНОЕ ПИ ЖЕН AE 


方程 组 . 
由 于 这 个 小 参数 项 的 存在 ,大 大 加 强 了 计算 稳定 修 : 事实 上 ， 
若 得 到 下 列 格 式 


(7.40) 


«th mat ЕКЫ Fla Lg, (741) 
т 25 

KERI жАНА +，。 它 总 是 不 稳定 的 。 
@ 72 设 避 是 速度 ,P 是 压力 ,PP REE, ERA, BRA 


在 Euler 媒 标 中 的 一 稚 不 定常 流动 满足 下 列 方 程 组 


Эр PeU) 
fa *^$. 0, 连续 性 方程 ， 
ay oU 1 OP 


зг tUg t+ per) 动 县 方程 ， (7.42) 


BE 8E au _ 
„(оно +той о, aom. 


Р = Кр, E), 状态 方程 . 
令 М = eu, 


22147 


p =p( E+, | 
U (р, М, 以 及 
F(U)— (м, Y +P, He + Р)", 


则 得 到 ә РБ) 
U и 
Ө, t Ox =o, 
或 写成 分 最 形式 
ve OM Ü 
or Ox ? 
OM д (M* 
8: ax ( +P) о, (743) 
af , ә (M \ oe | 
а; +Z (М (4 +P)) 0, 
e M? 
P= tle >), 


Я m, p.e 分 别 表示 M, РАКЕ, р 的 近似 慎 仍 记 
为 P， 则 得 到 下 列 Lax 格式 


1 
pt 一 > (рї. + phu) 


+ т} 一 т 
т 


28 一 0， 


mi" — dmt + mi . 
| ` 2 in ra) ый м? (mf ,y 
T TX + И 
Pha — PL 

+ Ca xxm 0, 


1 
eH — Lk I+ etu) 
2 mta 
— m — (a k 
T + Thal, (еби + pha) 


тї 
Mii 
— VU (eh, + pt) = 0, 
25pf. (e 1 pi 1) 


nail 4-1 (у) 


ARIE, Е WU 的 Jacobi SERGE RU + MU, Keb 
Ван. EIN 


үз 
а= зр. 
ВТЕ Lax 格式 的 近似 稳定 条 和 性 是 
ги! + a) < 1. 
实际 计算 表明 ,用 Lax 格式 计算 间断 解 了 时 误差 较 大 ， 疝 贤 的 
HEKERE. 
Lax, Wendroff (1962b) 提出 了 下 列 二 阶 和 逼近 精度 的 格式 


r 
ape! ut (Fn Fia) 


+ 2 [AA СЕ — FS) — Ak ACE? ЕК), 
其 中 , 
Alp (>a +1} ). 
若 4 是 常数 阵 , 则 | 


rA 
un — uf — 73 (и — ua) 


+ ы (uf, — 2и + ш), (7.45) 
BIEL ERE BEM POA DBR FN ЛА Y 
格式 ` 
OU , 4 OU га? PU 
ar Bx 2 Or" 
上 述 格 式 也 可 以 由 Taylor 展开 式 得 到。 首先 有 


up = up + «(9€ + (FE) +- 


Or fi 2 op fi 

另 一 方面 ,我 们 有 
aU ,, 0U OU _ „Өш 
a: 8x" OF Ox?” 


PEMA EK, H AAAA ER ИЕ ES (7.45), 
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TOR JS EPS (745) B (o IERE 
G(B,v) == I — ir singh - 4 — (1 — cos А) А? 
和 相应 的 特征 值 的 绝对 值 


h 
I4(G)| = 4/1 一 473 P сауа — (д) 


所 以 , 当 [АСА ) а m 1 „ЖЕЕП, Bat. НКИ А 
MERWE Е А КЕ. Hob RRR ERE. 

Мајда, Osher (1979) 对 于 a = 1, F(U) АЖ, 
构造 了 下 列 修 正 的 Lax-Wendroff 格式 


up" ut — Ga — Fia) 
2 k k 
+= 5, = 
2 Өн} 


+73, Ë (12:1) Ә.А, | (7.46) 


其 中 cg. t ја Ч ЕУ, 
0, Ж dz] <1, 
= l рт 
格式 (7.46) FER ABA УТЕ А EK, Мајда, Osher( 1979) 
证 明了 ,如 里 


w |=: 
A^ 


G= 1, rmax| Al = 0.14, 
irk 


则 存在 适当 的 正常 数 c， 使 得 若 U(x, O EARLE heh ir ee 
到 Ule, ғ), М ОС, г) ДЕН TEE AS AS. 不 
过 应 用 (7.46) tt BS BS B fk RIT BE A Be 325 38 e , MEX T 
НОРЫ НЫ T ey 211, 

35 T FARIS КЕ И, Усе, Warming, Harten 28 
出 了 另 一 种 守恒 型 格式 RRR ЗН. v 

R=(R,, R,,--+, В.) 

BRAT БУНА ЖЕЛЕ] BARN, Е L КУ АИ 
AREAS FA LR ХР. lú 
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we ome os d am MTR aL im aec mm eee n ee 


1 i 
Li, y = „(е + 5 Фа), 
af. = Lata — uf), 


oh 4 КОЛУ RILA of 43, ЯБА Yee, Warming,Harten 得 到 的 格式 为 


r 
їй! == uf —--(Еўы — FE) 


1 
— — (Grau, СА), 
2 (Gf aa р 
其 中 
Gha = > {СЫ + shin) 
I= 
一 Око + gli arta paeh Rig 
В = 1 + 2max(61;, 8f i4), 


85, = [eil 一 jot s_3| А 
Та + lotsa 


aij = rà (4 (+ ий + i =) 

gti == sign( 25+ 3) max[0, máin( [£i ++] 5 
8-4 * sign ga 302], 

da m 29-0060) — Glo. 


ob 


glin 一 £i E] Ят aj m 0, 
Ya == 

0, # of 二 一 0, 

Q,GO 是 xz 的 某 个 函数 ,通常 

Oe) + 2, 
MEAT в 0, , 
+e, Ж |z| < 26, 
Qil) = 435 


ЙЕ Ж ual = Je, 
Engquist, Osher (1981) 对 s» — 1, F(U) Howe, U 为 
+ 218 = ` 


E'QU) п-т — P ASS, BD 


= 1 ge са 
март [90 L д, 0.4) + 6.8} 


+ L4 QD) | + " [CË (2420.5) 


+ (Ёд, R25], (7.47) 


= k HM: : 
a] == max(uba, at, ufa), wf min(ut as, м, нк), 


Flu) | С) Ods, G0 = |, Q — x) FG ds, 
1, Æ Р) z 0, 
X = lo. 3⁄ Р'(и) < 0, 

可 以 证 明 , 如 果 当 А, т 一 0 时 ,格式 (7.47) ЮЖН) Ez S 18 
函数 И»(х, г) 有 界 地 几乎 处 处 收 竹 到 U(x, г), ВЖ, UC. 
яме. 

Osher, Solomon (1982) 把 Engquist-Osher 格式 应 用 于 空气 


动力 学 方程 组 ,取得 了 很 好 的 结 时 ， 


15 混合 开关 方法 


针对 单调 守恒 格式 远近 精度 仅 为 一 阶 的 缺点 ，Harten， Zwas 
(1972) 和 Harten (1978) 提出 了 混合 开关 的 方法 。 Plima L, 
жаа, Г, ЕРИН, p 2 1, 
Рику = ub тра — 8-4), 
(Беу 一 at (р — Bi-3). 
设 和 是 一 个 参数 , 0<0 所 1， 那 末 下 列 混 合格 式 仍 是 守恒 的 
L, = 0L, + (1 — 9)Ë,. 
出 于 
н =< 8|L, + O — 8) 21, 
mo L,, É, ЕЕ ORO Re, L, tee 
稳定 的 . 
可 以 把 8 取 为 开关 函数 Biris 0 = Pied i, 于 是 
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(Laut) = ut — reba — Bhd, 


其 中 
ghia = 0,278.2 + (1 一 8,3 ы. 


在 解 的 光滑 区 , 宜 取 044-0, Mee pec Т t И. XE 
BRE, ER 0.3 == 1， 从 而 格式 近似 地 保持 单调 性 ， 这 样 
就 兼 有 双重 的 优点 。 选 择 开 关 明 数 的 方 粹 之 一 是 构造 # BU A ВЕ 
№ alu), IFAS 
O44 = maxt 9i, 9:14), 
lotus ol lef — otal |’ ag. 
g= ljeta Ctl Jot otal АТ & 
0, | 否则 ， 
其 中 6 是 度量 和 解 匆 光滑 性 的 参数 ， 
显然 , О 0. 1。 ERRAZA, La 是 min(p, 4) 
阶 的 ,在 间断 线 附近 , 则 近 羽 地 保持 了 单 亩 性， 
Goldberg, Abarbanel (1974) 提出 了 另 一 种 混合 开关 方法 ,到 
ukt — 0E uS, + C1 一 6 (Ë,aty, 
其 中 L, EET Lac 格式 的 差分 算 子 ，E。 是 对 应 于 Lax 
Wendroff 格式 的 美 分 算 子 ， 
осы 411 ша Н 
ot— Í” # 1 1 RE + j, 
D, # 7 >< 0, 
в 是 常数 , 5 和 h 是 给 定 的 整数 , 47 十 hh 可 视 为 间断 的 位 置 ， 


其 它 详 见 Goldberg, Abarbanel (1974). 应 用 这 个 方法 记得 的 激 
Pet Lax 格式 好 :但 在 克服 激 波 后 的 过 头 现象 上 , 不 如 Lax- 
Wendroff ЖА. 为 了 克服 这 个 缺点 ,可 把 上 述 方 法 修正 如 下 : 


r 
up uf 75 (Ff — FR.) 


+ > [Ot puta — at) — Ot (и — ak 1)] 
+ —6+&)4 E a — FP 
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— (1— 08 4) at CFR FRA], 


9, ЭА [uf — uM zb 
ea 40 ES Vp 
8 是 常数 。 TMS HR, Ш 0 = 0.5, Bh == 0.05, 0.1, 0.2, 0.4 
时 所 得 的 结果 比较 好 . | 
用 混合 开关 方法 计算 空气 动力 学 问题 ,已 取得 良好 的 结果 ， 


其 中 


7.6 预 估 校正 格式 
Richtmyer (1962) JE Lax-Wendroff 格式 改 为 下 列 预知 校正 
形式 


"iTi (ut + фа) — - CFR — FD, 


ati LEE 
un a — r(F, 地 一 Е 4). 


为 了 克服 用 这 一 格式 计算 所 得 的 阿 断 解 的 过 渡 区 A W: RV dde 
点 ，Maccormack (1969) 提出 了 男 一 种 预知 校正 格式 , 即 
ait? — yt и — r( F4 一 FR) + gr( Fia, — ZF? + Fia) 


иен 一 10 at Ри) — Z (pl 一 Fist) 
2 2 


(Е ЕН prit, (7.48) 


其 中 £ = 0, t, 

计算 表明 , e 的 全 应 与 波 的 前 进 方向 相对 应。 如果 波 是 正身 
ESHER e= 0; 反之 , 巾 取 ed. АЖ SRB 
的 结果 。， 可 以 证 明 ， 当 +14(4)|mss < 1 时 ， 此 格式 是 近似 稳定 
НУ. 用 Maccormack 方法 计算 间断 解 时 ， 激 波 和 接触 间断 仍 有 坟 
BUR ,此 外 尚 有 过 头 现象 。 

Русанов С, Rusanov (1969)) 和 Burstein, Mirin (1970) 8 
$8 Runge-Kutta 方法 提出 了 一 个 三 阶 精度 的 三 步 格式 ， 它 是 采用 
中 心 差 商 型 的 格式 ,其 具体 算式 如 下 ; 
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zn | | 
T lab — EG FD, 


p = yt — zu E Е“), 


i} 
uU ut — 5i (—2F Ra, + 7Fha — УЕ 
3r i 
+ OF) — 5 (Е — FEAF) 


一 一 C te — 4Ftn 6F! — AFE + РА), 


(7.49) 
id vm га, М fv] S< 1 A 422 — vt =з 时 计算 是 稳 
定 的 。 用 Русанов эшлик UR TR d (B5 2E Er 


得 太 宽 ， 
Kutler, Lomax, Warming (1972) ЖЮ 5-Е OA 5 


型 的 三 步 格式 , 它 在 tae 时 刘 采 用 了 Maccormack 方法 ,其 
具体 计算 格式 如 下 : 
«+ m ut (вура — (1 — 28) 8} — FI), 
utt = jt + tt) 一 АЈРЫ + (1— 26)Р 和 
+ (s — ПЕ, 
ult! кє y$ — 24 GER, — ЗЕР + ЗЕЕ Fha) 
+ ort (FA, — ЗЕК + 3F*_, — FR.) 
一 x= (— Fin + 7Fka — TF + 2Fk_,) 


3r . 
— g CFL Fii), (7.50) 
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of == lv). 4), 


via Р САК) + КА) + ACAE) + CAPD), 


(7.50) EMBEE oed ES (7.49) НА. 
"PEL TEE oO. dmm 4 是 常数 阵 ЕНЕ 
SAMA (7.50), 那 来 得 到 它 所 逼近 的 收 正 了 的 候 微 分 方程 


ара 00. Ab (ay + r] OE 
9: Ox 24 v Өх* 


'уу $9. 


Ox’ 


一 “Г (—Sot (4? + (4 — v 


ТЕ ЕЗҮН PUB Se ЕЛА o EE B FY КЕЛД л, ЖЭ LRL 
ЕВ, ДН 中 一 457 — rt, GAARD SR BX , ИДУ 


в = iow + 1)(4 — v)», 


НЕЕ HB, Rk ШОХ ERR о TT EE) PL ВЕРЫ, 

上 面 所 介绍 的 各 种 方法 已 广泛 应 用 于 航天 工具 的 计算 。 在 
Taylor, Ndefo, Masson (1972) ЖИ Anderson (1974) 的 论文 中 ， 
还 数值 地 比较 了 这 些 方 法 . 

Abarbanel, Gottlieb, Turkel (1975) АЗ УИ 
ЯН НО. РНЕ 


1 > 
puf 一 > Gd + 43_4), бди == ask 一 utg. 


他 们 的 格式 是 


f 
ukts - pak 一 2 Ft, 


3 1 r 
whem Sut T ped — LAPIS, 


3 1 1 
uti c > pul 一 > ми! — r [ort * 23 Sr 


一 Larn) 


oa 二 
1 i 1 | 
— > ЕКО у аа) 一 Lace]. 
此 外 Годунов BREST 一 阶 精度 的 预 佑 校正 格式 
att — 1 z 0% + ufa) 一 "(ЕЁ 一 Ff), 
k+% 


+Ë 
£437 к(а], 


мА = ut — r[ P(e. 

Shuman 则 考虑 了 另 一 FEBR БЕТЕ zÇ, Um LR sun 
的 方法 . 我们 作 一 粗略 的 介绍 , 设 L, E r> 2ÜDEESESRUE 
SAF . 

utt = ( Líu*)i, 


ur mar e ot (u 29 — att) 


8 № Cu 一 а Jl 
共 中 Ө УШЕШ ЖАЙ. 


7.7 Riemann НЯ, Годунов 格式 


守恒 型 方程 组 的 一 个 最 简单 的 初 值 问题 是 
BU , ƏR) 


= 0, — Cox rco. z > 
а: Or ? ° 


U-, x <0, (7.51) 


Un 0) = tye x > Ü, 

其 中 U- 和 Ut 是 常量 . . 

现在 把 U” 和 U+ 视 为 均 句 直 管 中 无 限 薄膜 片 队 边 的 气体 
状态 ， 如 有 在 上， 一 0 时 膜 片 破 袭 , 那 末 两边 气体 就 发 生 流动 ,并 发 
生 间 断 分 解 ,这 就 是 著名 的 Riemann [a] YRC Courant, Friedrichs 
(1948) 和 Рождественский, Яненко (1968)). 

ЗИ U(r.) 5k (7.51) 的 解 ,6 BER, IRR Ulex, at) 
BEE AH. 车 解 是 只 一 的 ， 则 Ulex, он) 一 U(x, 0. МНЕ 
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FEST UK BERE „ИП И th T ap Bk 


ee * 
故 由 (7.51) 得 到 
—g 4U ыд 4U 0 
ДЕ ДЕ 
E n=l, ЕСО) BP ee tek, ШАО Н (КЖ A 


式 。 它 分 三 种 情况 . | 
G) U- = U^, Ш Utr) = U" = Ut. 
(ушШ > Ut, BF F'QU)20, 4 = F'QU) 是 单调 增加 


的 ,因此 
EUT) > F'(QU*), 


XX dd Bat e Е НАЗЕ AUR. mde COLE 7.3) 
U(x, j= M 当 х=я, 


U*,M xe > st, 
Е; 是 激 波 传播 速度 ， 


B. 


„=. EWUH) — FQU-) 
U*—U- 


(ш) U* 2» U^, RARER PRR CU 7.4), 
的 具体 表达 式 是 


fU-, 当 - < FU), 


uane (2) A rO < + <P), 
(U> > FU), 
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其 中 GU) Ж F'QU) 的 反 函 数 ， 

tB G'(U) 一 FO SiS BR, ОН, 
从 而 根据 前 面 的 分 析 可 知道 

П s max [UTL 07+). 

ща x1 BF, Lax (1957) EMT FIER: ”对 于 任意 的 
U9 — VU- ， 部 存在 着 它 的 一 个 充分 小 的 邻 域 ,使 得 当 Um UT 
属于 这 个 邻 域 时 ,一 定 存在 着 + 一 1 个 常态 解 , 即 在 (x, г) 平面 
上 的 某 个 区 域内 ,U 是 常 向 量 ， 记 为 UM, UM,---, Ue-5， 它 们 
都 在 这 个 小 邻 域内 ,并 且 想 邻 两 个 常 向 量 间 可 以 用 第 г 类 激 波 ,或 
第 :类 接触 间断 ,或 第 /类 中 心 单 波 从 堪 到 右 地 连接 起 来 ,它们 构 
成 了 (7.51) 的 解 。 这 个 解 是 相似 的 ,其 只 依赖 于 变量 


Ee, 
t 
ПИЛ BRAD, BERR BH. Bech 
BOR AE IT ASE УОЙ, 8 7.1, 第 i 类 中 心 单 玻 是 指 在 角 状 区 域 
Ax T <ñ 
内 ,过 原点 的 每 一 条 射线 都 是 第 г 条 特征 线 , 在 这 条 特征 线 上 已 是 
Жав. 
GU 和 ”的 差别 较 大 , 则 对 某 些 特殊 的 ЕСО), ba 


些 理 论 上 的 结果 . 
基于 Riemann 1818737 BE, Годунов( 1959) 对 于 在 Lagrange 
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坐标 下 的 方程 组 提出 了 一 个 算法 .。 ШЛА, Годунов, Забродин. 
Прокопов (1961》 把 它 推广 到 Euler is T HIT В КЫ GEB, 
出 以 下 两 步 所 组 成 : 

И БОНО +, AC, ау) 
上 的 近似 平 霉 值 ， 记 为 ин, FRE HEX ибх. г) 在 [riy хр) 
上 各 点 的 值 , 干 是 在 网 格 点 Cr.) FE, SEAT IRI. EMA. 
右 两 侧 的 值 分 别 是 ufo, 和 аба, A ty 时 发 生 了 间 


断 分 解 ， 根 据 解 的 相似 性 , 它 是 T ПЖ MCI SEA Crista) 


BEKARE, 00,0 Баню, ханака, 
M F(U) 的 具体 形式 和 wi VR uiy 的 具体 值 而 定 。 如 果 


r =< anG, 5 > (7.52) 

其 中 st ЖЕУ ЧН Ж ЕНЕНЕ RPE, dif. 是 4 RETE 

PAAR UE [ns 2. + т) 时间 内 ,在 x; 各 点 发 生 的 间断 

都 不 会 相交 。 特 别 由 于 解 的 相似 性 ， 在 直线 хз: L, ulr, r) 
RUBIO wi. 

Шо Wr 为 由 四 条 直线 r= xj хаха ог = fiy 

所 组 成 的 长 方形 ABCD (ШЕ 7.5), 并 计算 积分 (7.35). 由 于 

在 直线 < = aj 的 各 点 上 ， 各 个 间断 分 解 发 生 的 波 在 时 ERRA 

都 尚未 到 达 , 所 以 在 ЯВ, BC ж bá E, s(x.0 都 是 常 向 量 ， 

Па Ж uii. uj. why. 但 在 DC F, ws.) 不 是 党 向量 , 故 


Gris tat) 


Gis ta) (rais Ja) Gries fà) 
7.5 
227+ 


由 (7.35) 得 到 
s. ux, dx = йн — rF (a) + FCP), 


BE | w(x， аер на, WE 


DG 


moy wh — LF GIA) — FG). (7.53) 


现在 把 上 述 值 作为 а(х, г) Æ h BERURIDCIBI Day, ti) E 
AJE, MEA Ср) KEEN. НОЗЕ РЕ, MEST 
Годунов У. 

Годунов 方法 的 美 键 是 怎样 又 快 叉 好 地 计算 m. 当 用 它 计 
FRAT, bee RAR. ATRAI ERARE 
可 见 Годунов, Забродин, Иванов, Kpanko, Прокопов (1976), 


Quin) 
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例 7.3 考虑 理想 气体 的 一 礁 不 定常 流动 М (7.42), 并 假 
定 状 态 方程 是 


BETA (xi) 发 生 间 断 分 解 后 可 得 到 五 种 情 癌 ， 如 图 7.6 所 
к, Яр ел, с RTE. R ЕЖЕ. ERE 
区 域内 解 是 光 江 的 ,在 激 波 ,接触 间断 与 稀 酰 玻 区 之 间 ， 解 是 某 些 
Brg. 

这 五 种 不 同情 况 的 发 生 , 决 定 于 (hil 的 值 , 当 pha > pli 
На L H, IV 和 YY， 发 生 的 条 件 如 下 《 详 见 Ландау, 
Лифиин (1954)) 

I, uj. &— shi > Bi 


= / f. N 


II, B, > uf. i—whbo Б, = 


x [TP PLA VEN, 
Jaa- (0) ) 
IV, В, > — ehh В. 
AY J22 PLAN, 
= 7( ot ot) 
У, B, > wi} — ahh. | | 
4 pha pk HARE D, Ш, IV МУ, 它们 发 生 的 条 
Pris EX Ж ТЕЛА GL ERGE В, 和 В, 中 PP 和 ?的 下 标 i 一 I" 


~ phy 十 二 


— та), 


++ E Té. 
条 件 (7.52) 即 为 


1 А 
= 7.54) 
2max(st, [sek] + at)” ( ' 


Ж аў 是 局 部 声速 值 . 
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最 后 由 (7.53) 82) 
Cyt zm — rilon) ha — (ра); } 
(ou) = (pelts; — r{{p T gie yh, — {Р n }. 
2 kr 2 
С (e + za 一 ( (+ 2M 
Е ED 


(7.55) 


7.8 Glimm 方法 和 随机 选 亚 法 , 弱 解 看 在 性 的 另 一 证 明 


Glimm (1965) 提出 了 基于 Riemann 间断 分 解 的 另 一 种 格 
XX. id 
Y= (j. o K BRM, +k HR, Á > 0j. 
在 平面 〈* 6). LAER PIKE RRR RD 
x). € Ж GER ais í = h, (7.56) 
又 定义 乘积 空间 
В = H (c DINE GI UTR tg}. 


fee +} BARE (7.56) 上 随机 地 取 一 点 bf СЯ 7-7), 其 金 体 
(5j) MA B rpBS— oco IA 2. 


m. 


BEEE bp Ж bi Е, O DESERTE wx. г) 已 
НЕХ, г SPR Riemann 问题 的 解 


+ 2304 


дг у OF (г) 


== 0, 
Br Ox 


(7.57) 
u( 5t), Щщ coa < +< mj 


4 entia) 7 oso, EA rpm r< кру, 
显然 ,在 区 间 [ss za) 上 elr, 52) SAA. OHI. 还 
取 
u(x, t) = v(x, 1), xj Sx xps Fan S t < fa, 
按照 这 种 方法 可 以 确定 а(х, г) 在 带 形 区 域 (x. Р) оо < 
x< o, nasi) 工 的 值 ， 它 是 《7.57) SR. FERS r 
充分 小 时 ,在 点 (nis tea) 上 发 生 的 间断 分 解 不 会 到 达 点 (уаз) 
ЖП (ана 24), AE 
(tse г) (OFT), fe Sr ns 
axis т) = ub). ta SEL, 
HER ulf) — (РА), MRR ETE ZG а(х, 0) 在 带 形 
K {Cr 站 | 一 < << оо, t St < ы} ЕЮ. 依 此 递 
# PERE; Glimm 格式 的 解 . 
Til Glimm 格式 证 明 弱 解 存在 性 。 为 简单 想见 ， 只 讨论 
я == 1 的 简单 情况 , 妈 


OU ү 9F(U) |. o, — 00 < x < оо, t0, 
д: Ox (7.58) 


U(x, 0) = Ux), — 00 =< x =< со, 
其 中 F(U) 连续 , 0,0) є BV, HHH U € Я M, FU) >O, 
Я = Гане), supU, (x) ], 
还 假定 
' r = sup [FUH (7.59) 
下 面 来 建立 一 些 估计 式 。 首 先 由 解法 直接 得 到 
命题 7.5 WH r, t, нх, () € J, 
根据 这 个 命题 ，F“(U) > 0. 
425 由 连接 点 Of, AI 的 直线 恨 和 连接 点 Of, HE 
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е ERIKA SRK, FED ee aU ARK j + & Ek ЗАВИ Dn 
的 ; 则 称 此 折线 为 J НН, 7.7. RAT RRR, Л, 
处 于 较 大 时 间 方 们 前 沿线 被 排 在 后 面 ,例如 图 7.7 中 的 曲线 J, 就 
TEA ZB. ASA. 用 sl; XR и, 由 在 了 上 的 限制 。 由 
$7.7 中 的 分 析 可 知 ，x|s ЕН ВО ИЕН ВЕ НЕЙ, 如 果 在 
了 上 的 某 一 直线 良 cu LXBXÍ AERE. 就 记 沟 mw， 激流 强度 
记 为 |а|] = О UT. Se EPA S (J> 
FN = F lul = Dd lel. 


Tui imu J 


用 日 表示 处 于 * = o ЯП е 一 了 之 间 的 唯一 的 一 条 了 曲线 , 则 有 
F (9) < Var U, (х). 


命题 7.6 35 лол, М Fh) SF CA). 
证 明 ”为 方便 计 , 假 设 J, RE A 后 退 一 步 , 见 图 7.8. 


ЁД 7.8 

此 时 h 和 J, 除了 两 个 不 同 的 节点 O 和 可 以 外 ,其 余 节 点 都 
Wi, BAER РК, 64, OR BPO BTPSEXHS Ed 边 
形 。 并 把 通过 四 边 形 中 h 部 份 的 唯一 可 能 的 激 波 记 为 a ， 通 过 
А 部 份 的 激 波 记 为 de. ida $7.7 中 的 分 析 , 此 时 可 能 发 生 四 种 
情况 ; 

L, а + a,— o, НТН A ВВ, 而 在 D BO 
生成 一 个 激流 . 

H, а +0 а 或 0 十 一 ov , 即 有 一 个 激 波 通过 A 9, 
而 在 h WAAR PRR. 图 7.8 就 表示 这 种 情况 ， 


"3 


HI, z+ 0—0 Ro+e >t, Ла A, 
me L MCB. 
IV, 0 + 0— 0, HELM fp MO BCR. 
不 难 验 证 ， 对 备 种 情况 都 有 |а| = lal + lej mle} < lal. 
由 于 在 Ah. h 的 其 余 组 成 部 份 上 所 通过 的 激流 相同 ， 所 以 
FU) < Sr (J). 
ра хрв р, ибх, г) vb, ВЕНЕ, a(x. г) 
档 可 ;因此 可 由 命题 7.6 Ш › 1 — ЕЈ H = 0, 
Varu( x4 1) = 2VarU (r), (7.60) 
命题 7.7 MER SO, : > 0, BA 
Wes и) — ala, dx 
< + (Y — | + 27) УЛ. 


证 明 ДШ £ > 4， 并 取 

г” = supte | mir, £ = г}, 

r — 

е. 
WA зт oe ele, HER x. аб, г.) 完全 出 Cauchy 
问题 的 初 值 u(¥> г.) 所 决定 ， iim y € Ix sñ, х + sh], 因此 

иба 27) (хь 2) x supi |s(y, €") — ulr, 2") | fe — sh 
= y =< z -++ sh} < Varn xs U) lie sa ett 

其 中 变 差 是 在 区 间 bx — sh, x + sh] 上 有 取 的 ,因此 
MI [а(х f) — ale, dx 
i = 2#Уаги( т, 17) еровете» 


3f pi (7.60) 得 到 
r lela, г) — их, t)ldx 200256 2)Varu( x, z) 


3 


г 


= 
= 


(|£ —a| + 2r)Yart Ca), 
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Glimm 客 式 的 解 与 4 和 5 的 选取 方法 有 关 , 因 此 一 般 地 w(x， 
t) 也 与 4,4 Вх, mids uas x, 1). É $ HRA ARR 
ROC ЖИ ERE , 记 


авы = ГГ 


(3¢ йл» r. 1) + oe F (ua, s) jede 


十 | ale, Odde, (7.61) 
其 中 4,00) BS Uolx) 相对 应 的 阶梯 函数 , Ш 4 一 0 PF, 
WUO (E L' ЧАККА Оск). 

因为 «au(x. 2) 是 相应 的 Riemann 问题 在 带 形 区 域 (Сх, ғ) 
|— 00 « x < со, tna < tom Y PAS At 


alh, 6,6) = >` Г px, n) 
НЕ 


X (u(x, te 0) — ulx, ах. (7.62) 
我 们 的 测度 空间 8 取决 于 A. b. SHER 


dem (ret — i +1), 


MJ B JE J ПГО, 1]， 所 以 可 将 8(5,25,4) 视 为 一 个 定义 在 一 
个 固定 的 吴 率 空间 上 的 衣 数 .下 面 命题 7.8 中 所 讲 的 零 测 度 集 N, 
也 是 指 在 此 出 构 下 映 成 H[O, 1] 中 的 一 个 零 测 度 集 . 

命题 7.8 存在 一 个 零 测度 集 NEB 及 一 个 序列 h Ш 
对 任意 的 4< B — N 和 任意 的 $, Чт» co 时 都 有 

hm 0, lhm b, Ф) — 0. 

WEBB 分 三 步 来 完成 . 

首先 用 5(4,5, Ф, k) 表示 (7.62) ARHAR k Ti, 它 是 随 
机 变量 上 的 哨 数 .由 于 在 区 疗 [ans mai) 上 нбх, 1) 为 常数 ， 
折 以 不 难 验 证 


| 33 ee, Gs  — 0) — ules 4) De 
i Ыкы) 
= суй Hollen VaraCx, fk 一 0), 
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其 中 a ЖЕН, Minh (7.60) 得 到 
eh, 5. Фф, А) << fesh ollre Var (х). (7.63) 
其 次 , 暂 假 定 史 是 有 界 支 集 约 数 : 它 在 
{Cr D mos S r< rips Em зу} 

上 是 常数 ;而 在 每 个 田 紧 邻 两 格 点 组 成 的 三 第 形 内 则 是 线性 的 . 选 
He А, = 22。 下 面 来 证 明 ， 册 了 时 202, 5, Ф, 4) 和 A5, В, 
bs k) TE М 沉 义 下 是 正 交 的 . 

不 妨 假 设 A Зы, OB 和 db 分 别 表示 不 包括 因子 (9, 如) 
RRF KHE, TE ns bs Ps ROM Sims Б, Ф, k) 在 
І? 中 的 内 积 是 


之 5 k... (necs, гы) Фи (т, nds ) 


(` bx, 14) dela, г, Jax Yau dh. | (7.64) 
其 中 | 


du(x, t4) = ибх, n4 — 0) — ulr, ta). 


因为 
с: = 人 PCr, n анк, ta )dx 


与 Bin, XX. ФЕ (к.а < яры, t = a LER 
数 , 所 以 (2?.64) SF 


之 (еб, tk.) |. Nm i du(x, ty, dxdb;,, |е. (7.65) 
另 一 方面 有 | 
js. ы Ti dux atk, )dxd5;, h 
= fono [2 Gc s — 0) — nan a 
— ()dbn, dz = 0, 


994 (7.64) ETE, аА, by os K.) LO $ b, #1) Æ 
CHIE 3:89 ЗН 
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llas в, Ф) — `$ Пав, bs $, ЮВ 
k=1 


= У) Mean, b. $, ЮВ. (7.66) 


&=т 


由 于 四 是 有 界 文集 函数 ， 故 上 式 中 仅 О (1) 项 非 零 , 四 此 由 


(7.63) 得 到 , 当 m-* oo 时 ， 
lC, в, ФУ = o (2) авы Сеа) > 0. (6.67) 

最 后 。 概 据 上 面 的 分 析 ， 对 上 述 有 界 支 集 的 分 片 线 柱 PB bk: 
eG 让， 都 存在 一 个 序列 ha> 0, WE Пов, bs Ф) 0° 
因此 几乎 处 处 有 BUS Б, $) — 0. 现 在 取 分 片 线性 卫 数 集 D) 
它 是 有 界 支 集 的 C” 类 函数 空间 中 的 稠密 子 集 , 则 存在 一 个 零 测 
ER Ne B， 使 得 对 一 切 5 和 BeB— №, Щ m— co 时 都 有 
5Chns b, Ф) — 0. 

对 于 C” AERA ЖЕНИ Фя, 0), 可 选取 (Фе) 
{dr}, ER Пф 一 ele > 0. Xh (7.63) 得 到 

Пасл, 5, Ф). s allele, 


Chm. 中 一 由 [ze seo — rl — 0, (7.68) 
AE B-N EBE bUm, 5,0) 一 0。 证 毕 ， 
定理 7.4 在 前 述 条 件 下 ,问题 《7.58) 至 少 有 一 个 弱 解 UG, 
ғ), JER. U(x, 0€.7 ,U(x, re BY, 
证 明 HER ¿e B 一 N， 取 序列 (2201. HT 
它 一 致 有 界 并 在 性 一 直线 + 一 bts AAAS KARE 
建 7.3 的 证 明 过 程 , 选 取 一 个 子 列 , 仍 记 为 fer, 1)}， 使 得 
uy ole, г) 按 L 范 数 ,对 # АЖ Uce, 2), А 
F(a, ox, 1) 7 F(UGC, гу), 
最 后 在 (7.61) RAR PR RE ЕП 


N Г. (2 U+ 56 F(U)) drdi + j. ble, OU Cr} dx 
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= ЕС, Š, $) = 0, 


AR GE or 7.5 007.60), Ө (хл уе Z , (х) Є BV, 

Glimm 3: Z5 R9 ft A XE FI Hi 3 ИЕ ВЯ 77 8 28 85) a RE S RUE АУЕ 
4E¥E IX] Nishida, Smoller (1973), Diperna (1973, 1982) 和 
Tai-ping Liu (1977) 等 。 但 是 很 难 把 它 应 用 于 多 维 变 量 问题 ， 
并 且 由 于 它 对 初 值 要求 较 严 ， 因 此 无 东 用 来 证 明 其 他 差分 方法 的 
ШИЕ. Foe Beye] Sa ЖЖ Y Олейник (1957) WHE, BE 
需要 估计 а(х, i), Магибх, г) 和 验证 与 命题 7.7 相 类 似 的 结论 . 
近来 ，Ball (1977) 应 用 补偿 列 紧 方法 研究 非 线 性 弹性 力学 问题 ， 
Tartar 《1978》 则 把 它 应 用 于 单个 双 曲 型 方程 ， 它 不 必要 求 ulr, 
()€ BV 但 补 充 男 一 些 条 件 。Diperna (1983a,b) 还 应 用 这 一 方 
法 研究 了 = 一 2 和 两 个 空间 变 景 的 问题 。 关于 补偿 列 紧 的 资料 ， 
ЖЭТ А, Tartar (1977) 和 Marat (1978, 1979, 1981), 

Choris (1976) 提出 了 一 种 基于 Glimm 方法 的 差分 格式 , 被 
称 为 随机 选取 法 。 具体 地 说 ， 设 近似 解 < CREI, HEEN 
Aye fe {Cr г) [хх < шу}, t 上 的 平均 值 ,从 而 在 点 
(аз: 4) ERE. Z š Tal 


[six x 
í. 2 2 


上 均 多 分 布 的 随机 变量 , 它 的 分 布 函数 是 


0, <-> 
i 1 1 
P(E < r) = rty- > LEE 
11, xl. 
2 


у ЖЕТЕ Riemana 问题 
9v L OF) o, 
Or Ox 
ul, E ЕЈ = 0, 


v(x, Ù - Í 
V ) ні, 3 x < 0, 
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它 的 解 记 为 s(x.0. ВЕНА =, м 
ыы) 
作为 teak AERE аж хх < xj) 上 的 平均 值 ,于 是 ,在 
A (zi, tang) 上 又 发 生 了 间断 ， 
FAS 9 — F Rieman 问题 
(Ow ү OF lw) 
д: Эх 
i 
wir, 0) = 


= 0, 
x 
иі? 当 x = 0, 
ae, 3» x < 0, 
HOMIE ir), IOS RU i, MR 
—— онь BEIM. 
_ 具体 记 算 时 Et 也 可 以 不 取 上 述 随 机 变量 , EI 
[一 Z, H| 中 任 一 子 区 间 上 的 次 数 与 区 间 长 度 成 正比 ， 


这 个 方法 已 成 功 地 应 用 于 燃烧 问题 ， 计 算得 到 的 滞 波 和 接触 
ТТ ATR AR, а RAE. TRL Ed 
然 不 过 分 平滑 ,但 有 阶 状 的 小 摆动 . 


79 ”人工 粘性 法 


拓 广 守恒 型 方程 组 解 的 另 一 条 途径 是 考 坟 下 列 具 有 人 工 粘性 
BU ү OF(V) _ , 9 (gi) WU 
| + ШЕР (вал) Эк)” 


а; Br 
(7.69) 
— 00 =< x < о0о, #7> 0, 
U(x,0) = Ux), — oo «Lx < o0, 


其 中 BCU) ЕЖЕ, в > 0. 
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Ж (7.69) 有 唯一 的 十 典 解 , 并 且 当 6 一 0 时 ,这 个 解 按 上 ! 范 
数 玻 化 到 一 个 极限 孙 数 , 则 称 它 是 (7.1) 的 广义 解 。 

如 果 п = 1, Олейник (1957) ПЕНН T XARA HR АЖ НЗ 
At, FARR. Гельфанд (1959) MAMA Ra > 1 也 
是 成 立 的 ， 但 不 和 久 就 被 Годунов (1960), Дьяченко (1961) 和 
Ввеленская (1961) 的 土 作证 有 明 这 个 猜想 不 是 简单 地 成 立 的 ， 


НЕТ s2 (BU) 22) 的 存在 ， 使 得 (7.69) 的 
解 从 U- 变 到 U* 对 不 是 胱 幅 而 是 存在 一 个 过 渡 区 ,但 当 s — 0 


时 , 它 变 为 间断 . 
R74 Bie PARES + Haw 
U^, МА x =š st, 
U(x, t) 一 lo. 当 <> st, 
t = 


F(U*) — F(U7) — (Ut — U^). | 
显然 , 它 是 (7.1) 的 弱 解 , 其 中 = 1. 记 9(U) = FU) — SU, 
则 可 把 Hugonio 条 件 改写 为 | | 

Ф007) = oUt) = c, 
其 中 。 BM. ХИ 
| (ФГ) — c)sign(u+ — U-) > 0, 
SSB PARRA СЕН Нин ва) > 0, = 


OU ү OF(U) _ „ д (jp, BU) 
+ E Ox (ew) 20). 


. or Ox 
Ф £ = x — t, FARRE T Š ees 
2 4U аву 2 (yyy UY 
(SU OT (su) 2) 
或 者 | 
ie nef aU 
Е (acu) a) (7.70) 


把 上 式 对 皇 积 分 ,并 适当 选取 积分 常数 就 得 到 
Ф000) — ФО) = sp(U) "E 
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如 录 积 分 
(“ _ B(U)8U 
a pU) — AUT) 
PETE Hugh. (7.70) 得 到 
IN ory ". — g(U)dU 
| sus f- 200) = (0) 
Hop BU) ARRAUNA Е 的 位 置 ，c， 是 常数 ,从 而 在 步 长 为 
和 的 网 格 区 域 上 ,从 UT 858] D+ 时 所 占 的 网 格 数目 为 
&(U*) —E(QU-) _ €. W: аи — 
А в Ju- ФЛ) 一 d(U7) 
显然 , 当 5 — 0 时 上 式 右 端 趋向 零 , 因 而 解 就 趋向 于 间断 
在 实际 应 用 中 ,即使 把 方程 写成 非 守恒 形式 ,同样 可 应 用 人 工 
HERE, B(U) 所 可 以 取 成 为 非 负 定 的 ， 
例 7.5 设 流 体质 点 在 + 一 0 时 的 坐标 是 经 过 时 间 * 以 
后 的 坐标 是 X = X(8', 1), Я UG’, 6) 表示 该 流体 质点 在 
时 刻 的 速度 。 ae”) ЖЖ: = 0 时 的 密度 分 布 ，p(&', 1) Ж 
示 该 质点 在 r RIOR, РСЕ, 2) ЖЕН, Е(Е', 2) 表示 内 
ВЕ. ХШ e 是 与 同一 量 纲 的 常数 ， 
1 


V, = —. 
Фо 


MEYER Lagrange 座 标 
E= 1 Í ва, 
Po 


则 得 到 X(5, 0, ОСЕ, г), PG, 0 MEG, 等 , 而 一 维 不 定 
常 流动 方程 组 为 


一 一 一 也， 速度 方程 ， 
Or 

BU OP 8 

Br + Vo BE = 0, 动量 方程 ， 
ӨЕ 


OF p OF 0, ууй, 
a 
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ӨХ 
У == р + 续 , 
‘р’ BRE (2.71) 
Р = КЕ, У), 状态 方程 。 | 
Von Neumann, Richtmyer (1950) S| AT A T Xt i 
gu, Г ӘК? ou 


g = 
Ө 
ó. GRO 
则 得 到 修正 了 的 方程 组 


P— КЕ, У). (7.72) 
特别 可 让 其 中 的 第 一 ,四 两 式 得 到 


假定 所 讨论 的 是 理想 气体 , 则 尚 有 | 
PY 
Е = —. 
y— 1 
下 面 来 分 析 过 渡 区 的 宽度 СМ, Richtmyer, Morton (19673), 
我 们 考虑 只 依赖 于 o= E s 的 解 , 其 中 * 是 激 波 的 传播 述 度 ， 


BEERA (7.72) 后 得 到 . 
dV 


dU d(P + 
Р ED 


da Ve 4 0, 


ЧЕ 4 qp 4. gj tao, (7.73) 
du du 


. 241. 


4% M = — 为 常数 , 故 积分 上 述 方程 组 ,然后 把 所 得 结果 组 合 后 


得 到 
MV + U == «a, 
MV PHR с, 
= М?Р? + E+ (P+ а) = c, (7.74) 
其 中 <。 是 积分 常数 .假定 当 5% co BF, U, V. P. 4 分 别 
U^, PP ЖФ, А Ё — оо jj, ШАУ ЯАР U^, 
， PY 和 9+， 和 相应 的 导数 则 趋向 于 等 。 于 是 由 3 的 定义 ， 当 
ro 时 a— 0, ЗЕ (7.74) 得 到 
M(Y* — V) + Ut — U- = 0, 
МУЎ — V7) + P* — P- — 0, 


L ypt 一 + MVP + E^ — E- + P*V* 
— p-y- = 0, 


从 上 式 也 可 以 推出 Hugonio 条 件 . 
可 由 (7.74) 的 后 两 式 得 到 


Е 一 + Му? р + e. 
再 由 状态 方程 得 到 
PU mtv — svo 
Y— 1 2 
把 上 式 代 人 (7.74) 的 第 二 式 拓 得 到 
Van 7 (+ 1)M?F* + cV + 6. 
[XE 了 一 7- RV = Vit hr, 4-0, ЖЕ 6. с, 后 得 到 
47 = Lr TMP+ 一 PC — p”). (7.75) 


| 可 以 证 明 40 < o. 因为 车 不 然 的 话 ， 必 有 q— 0, 于 是 由 


- 242 + 


(7.75) 得 到 如 二 上 或 一 Dt, 从 而 АС — o. ща 40 <o, 
dw dw 


WS А , 
sth? (dU 
a= EE (SEY. 
ERA (7.75), 注意 到 {7.73) 的 第 一 式 及 
| 40 x0 
d 


(вп zr > o) 后 得 到 


avy 1 [|r+1 
soil (ИУ И). 
再 对 名 积分 就 得 到 

pa Vito, viv 
2 2 


Y d 1 о — е 
X sinq — z ? 


2 gh 
其 中 oo, 是 常数 ,不 妨 取 为 0. 为 了 保证 52 > 0， 必 须 使 


in 
lot V Y 4-1 « = 
A/ 2 eh 2" 
MATH £— — © №, V — VO. Ш £ — c №, V—V*, 
所 以 由 连接 条 件 得 到 
V+ 十 V- nf Ес" 
+ sin i u^ 


2 2 gh 
Ш (Е —st| < ias ， 
24/ 7 + 1 
P 一 
ve, шви eM 2268 


ИУ, 


v+, щим reh 
23 Y -F 1 
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由 此 可 见 , 从 V7 到 V+ Я 


дЕ V Rash 
ee corns 
上 式 中 天 前 的 系数 表示 间断 被 抹 笠 的 网 略 数 。 车 了 一 1.4, s= 
1.2, WIR 3—4 个 网 客 , 这 是 尚 可 接受 的 ， 
用 х, и, с, p DIER, X, U, E 和 了 和 的 近似 值 ,9 的 
ИВАН q 来 表示 , 则 得 到 计算 (7.72) 的 下 列 格式 


i аке, 
T 
"HEP" PI + ahaa — Phas — Ф 
T T Py 5 = 0, 
ZUR t РЫ 
ki ok Ck ei 4+1 kv) — VR 
Co нъ ( 2 + 23) UI "ik? 
= 0, | 

k+1 __ йн 
um 

- 7.76 
наад, и, (770) 

z 
— 2 —_ Eon 一 нку, 当 hes — ut = 0, 
k ok + yt! 
4+ = 4 jel it 
0, ES uta 一 ых ше ©, 
Самарский, Арсенин (1961) 提出 了 点 一 般 的 烙 性 项 
¿= — ® |59 "(20 au) 
210g! “Bs og ° 


其 中 oss =< 1, 0<¢d<1. 4f -ON VERE. 当 
g= 1, d= 1 BJ, 它 类 似 于 Von Neumann-Richtmyer 的 粘性 项 。 
Landshoff (4 $219 Е FH 


[££ (BUY e OU) gm ias Wee, 
V МӨ V 15 Og 
q = 
dah OU. au 
Ur lag! Ж gg 79. 


Whit (1973) 基于 Hugoniot Ж „ЄН Y SRR RE ASR EE 
* 244 ° 


67h?! ADI| ӘР ау i au 
V cs E На < 


. ðU 
0, Mgr = 0 


有 闫 的 工作 还 可 风 Lapidus (1967). Harlow, Amsden (1971, 
1974) SASIA TA DRE SAMA LH ВО. НК, Boris, Book 
(1973) $254 T — ih E Be yp Зе SEDE, 即 对 利用 人 工 粘性 项 算出 的 
解 再 作 一 次 反 扩 散 处 理 AR aR LR ` 


110 ATER 


39 T BS ЕЕЕ] ЕТ E RE ЯП ЖК DERI EO FE HH. Harten 
(1974, 1977, 1978) BUT A TRE, Нанна 
(7.1), MiB PR (Ae я = 1) 


öU | OF p. y =, or, 
д: Эх 
U(x, 0) = Ute), — eo < x < oo, (7.77) 


其 中 F(U, 1) = ЕС) + G., 0, ССО, г) 被 称 为 人 工 压 缩 流 
量 , 它 满足 下 列 条 人 忻 

GC , sient —U-)>0, ә UE 0+, U ма, 

low, г) = 0, e hil. 

Eu (7-1) SRR, CORE s. Seat 
断 时 , UE. U- BREE Ut, ЗЕ : RA, Ule, 1) 不 取 U- 和 
U* 之 癌 的 值 . 可 以 证 朋 , (7.1) 895884520 (7.77) 的 间断 解 。 事 
Sk E, НОЖА U- 和 Ut 之 间 的 值 , 故 ЕС, = FU), 
Bll jit EA АА. 

又 由 定义 可 知 GUT, 1) = 6(0*, р) = 0, МЫ 

F(Ut, 2) — F(U^, D = F(U*) — F(U") 
= {Ut — U”), 
从 而 它 对 (7.77) 也 满足 Hugoniot 条 件 ， 并 且 间 断 的 传播 速 庶 出 
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相同 . 
最 后 令 OU) = FU) 一 sD， 则 对 U- 和 U+ 间 的 一 切 什 
x Ж 
(9) — BU) wign(U* — 05) 
— (GO — b(U7))sign(Ut — U7) 
+ G(z,£)sign(U* —U ) > 0, 
因此 对 (7.77) tb IG RS e 
虽然 , (7.1) 5 (7.77) 具有 相同 的 解 ， 但 它 的 数值 解 则 ЖОЮ 
Я. 例如 当 采 用 鲍 7.4 中 的 信 工 粘性 法 计算 时 ， 数 信和 解 的 闻 饭 过 
渡 区 宽度 为 
my) EUA е (2В007940 
ium за 
rs FRR LADS ДЕЙ ЖТ BRL ER Е we EZRA. 
14 Wk n> 1， 计 算 (7.1) 的 一 个 格式 为 


ик" = Tan и uL ha FI) 


一 F: (Са mm Ga), 


Epe RESH, 
Go ss 2), w x fg U-, Ut 之 间 ， 
G(s) = U 
0, zi. 


在 实际 计算 中 ,往往 分 两 步 进行 . 如果 s! 已 经 得 到 , 那 末 先 
用 通常 的 方法 ,计算 (7.1) 在 时 刻 tga, 的 近 忆 和解, 记 为 и, Ж 
后 再 求 下列 癌 题 在 an 时 刻 的 近似 解 


9U q аси) _ — OO <x < 00.6 Loy, 
or Ox 
U(x, r) == Flr, га) — 00 < x < со, 


其 中 Cai, tud) 一 ul, 
ATL RR RET RES, ЭТА ЖЕКЕШЕ ЗИ 
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结合 混合 开关 方法 . 
7.11 特征 型 格式 和 隐 式 格式 


特征 线 方 法 的 出 发 点 是 将 (7.1) 化 为 特征 形式 ， 并 沿 着 特征 
线 建 立 相 应 的 鞠 分 格式 ， 而 在 间断 处 ， ЖКУ ЛЗ Арт ЖЕРЕ ХЕ PR. 
Жуков (1960) 最 早 成 功 地 把 特征 线 方 靶 应 用 于 空气 动力 学 方程 
组 的 间断 解 问题 。 

近年 来 ， 人 位 又 提出 了 各 种 新 的 特征 型 格式 . 当 „(лу 
变 号 时 ， Warming, Beam (1976) 提出 了 一 种 二 阶 还 近 精 度 的 逆 
内 格式 ， 例 如 车 所 有 的 (4) 22 0, Bü] 

«t$ = ul — (Fi 一 FI), 


ate L eat — Lore РМ 


» 
— > GT — 2Fja + Еу), 


这 个 格式 的 稳定 性 条 件 是 7 In OD bee < 2. 

对 于 (4) ЖЕНЯ, 212, SBR, ВНЖ ЕЮ 
(1980) 采用 了 另 一 种 二 阶 通 近 精度 的 差分 格式 例如 考虑 下 列 问 
是 


OU 4 0020, 
8: Ox 
其 中 
A 0 
am | 
0 Aad 
BR, 
к, k, 
(АЗ ut, + "ШМ itis, Baty Do, 
ui == | 


(aL) a r Al 


«nic —3— Ua 车 PE < 0, 
uM! = (1— В} to doe 一 G perk + n AME 十 1) 
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- x (att — attt) EE BR | ua (zu + za 1) 


fH 


x (CMS — «13 |; 


imi 


其 中 oat; <1, 

At HER NT ESAE LAE INE I 
波 或 切 向 间断 抹 平 ,或 者 在 闻 断 附近 出 现 振荡 或 过 头 现象 . 

Steger, Warming (1981) 基于 特征 概念 提出 了 矢量 分 列 
法 。 和 粗略 地 说 ， 即 把 4 写成 4 一 4; 十 4_, 其 中 A, (或 42 
的 全 部 特征 值 非 负 (或 非 正 ) ,然后 对 相应 的 Es (a x 222) 采用 
向 后 (或 向 前 ) 差 商 来 遂 近 ,这 样 得 到 的 格式 比较 稳定 。 当 然 , 4 的 
分 裂 方法 不 是 唯一 的 ,为 了 获得 较 好 的 结果 ， 一 般 附加 一 些 条件 ， 


ЖА. Van Leer (1982). ШЕ, Roe (1980) ЕЖЕ 
分 裂 革 也 是 基于 特征 的 松 念 . 


前 面 所 介绍 的 方法 的 差分 格式 都 是 显 式 的 ， 它们 便于 计算 ,但 


Xr 的 限制 一 般 太 严格 .因此 ， 近年 来 又 所 出 了 许多 隐 式 格式 ,例如 
ub mat —% (кы В) — I Sus — Fb, 
(7.78) 
其 中 O<e <1, ЗН, Harten, Tal-Ezer(1981) № o = 26 
(7.78) 修正 为 
(1 + AL EM 十 E OR ETE 一 (1 uL — me. 


其 中 5 qus ВЕ X HL 57.6. ЖАМАННАН, 且 无 条 

件 稳定 .但 在 具体 计算 时 需要 求解 非 线性 代数 方程 组 ， 通 带 先 对 

它 作 线性 近似 处 理 , 然 后 再 具体 计算 . | 
53-2 Вох 格式 ,例如 


i (икн at + oM — FEN) 


t 44$ ° 


а ™ ae 


=L tt oh = LUE Р). B 


| ЖЕ php RAR ЕР (1980) 也 构造 了 另 一 些 聊 式 
HA. 


7-12 质点 法 和 涡 团 法 


如 前 所 述 ， 可 分 别 用 Lagrange 坐标 和 Euler 举 标 表达 流体 
力学 方程 组 .前 者 的 守恒 律 表达 形式 比较 简单 ， 亦 便于 表达 多 种 
介质 并 存 的 运动 。 Kolsky (1955) 关于 二 维 流动 的 最 时 计算 就 是 
从 Lagrange 坐标 开始 的 。 但 当 运 动 中 有 大 变形 时 ， 介质 元 的 相 
对 位 置 可 以 有 很 大 的 ,甚至 拓扑 性 质 的 变化 ,此 时 就 难以 处 理 ， 一 
般 采 用 重 分 网 烙 , 三 角形 网 格 等 方法 来 克服 它 ， 例 如 可 见 Browne 
(1966), Growley (1970) 和 Fritts, Boris (1979) SETHE, Euler 
BIR IADR RR НЯ Е AONO ЕИ RATE 
大 变形 问题 ,例如 FLIC He (И, Gentry, Martin, Daly (1966)), 
Jf E E Eye k sS РЕЖ Se SEE In] = E o To 模型 的 结 
果 , 即 把 质点 的 运动 视 为 粒子 与 相应 的 自治 场 交互 作用 的 结果 ,其 
re at ie Gol TSH ,而 粒子 运动 又 影响 场 量 。 在 质点 法 中 ， 
对 粒子 采用 Lagrange 座 标 ,而 对 场 则 采用 Euler Bix, 从 而 兼 有 
两 者 的 优点 。 这 种 思想 最 早出 现 于 四 十 年 代 ( 见 Von Neumana 
(1963)). Harlow, Evans (1955) 发 展 了 这 种 思 . 想 六 十 年 代 以 来 
则 进 人 实用 阶段 ,例如 Harlow (1964) 关于 计算 多 重 介质 冲击 波 
的 PIC FE. 又 例如 计算 带 有 自由 表面 或 内 部 接触 面 的 不 可 压 
缩 流 体 的 MAC 方法 【网 可 Harlow, Welch (1965), Welch, 
Harlow, Shannon, Daly (1966), Amdsen, Harlow (1970)) 以 及 
Amdsen (1966) ЖРЕТ ВЛЕ, 质点 法 还 应 用 于 等 离子 
体 方 程 和 电磁 场 计 算 CI, Yu, Kooyers (1965), Hockney (1970)). 
关于 质点 法 的 班 论 探讨 则 还 不 很 多 ,可 见 Dushane (1973), Raviart 
(1985) 等 i 

” 下面 以 电 了 于 与 正 交 电场 交互 作 月 的 二 维 问 题 为 俩 来 说 朋 这 个 
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方法 ， 用 。 表示 电 子 密度 ，U — QU. US 表示 速度 ，E (В, 
E) Жл. ФЕ, 5 是 忆 知 的 正 交 磁场 . 略 去 电子 运动 
对 磁场 的 反作用 后 则 得 到 

8 


= + v (pU) = 0, 
9: 


д fg 1 ， 
a (00) +V - (0) = — 2 p( E + yU x B) 
Аф = — drp, 


Е = —УФ, (7.79) 
其 中 。 Rok, © 是 电子 的 电荷 质量 比 . 第 一 个 方程 表示 电荷 


守恒 ,第 二 个 方程 是 运动 方程 ,第 三 个 方程 是 自治 电场 方程 . 
现在 把 尺 个 粒子 的 座 标 与 速度 分 别 记 为 Хе) = (XQ), 
ХР, ое), UPV, 1 < 1 < N, J 把 运动 方程 
简化 为 每 个 粒子 的 运动 方程 
: ахо _ e? H un . 
(ЕЕ x B). (7.80) 
НА RRB, 0l) ERARA E= (E. £7? 为 
dut, AR ЛЕВ. xt, ult, „гу, pte) 分 别 表示 
KOC), TOUR), ЕСЕ. te) 和 0(5, 0n) BOE, 9m 时刻 
WE OE) 内 的 粒子 总 数 策 以 粒子 电荷 再 除 以 A, 即 得 到 OCE) 
内 的 平均 电荷 密度 。 抬 自治 场 方程 离散 化 为 
Аф) 一 — 4xpt(0,(€)), 
eS) 一 一 pit (Е), (7.81) 
КЕ) = — oi^ (Е), 
TEE GG) 内 粒子 的 运动 方程 则 离散 化 为 


MR (^ + 1 wx B )， 1= 1 =< N, (7.82) 
m xc ` 


pt же un = =< N. (7.83) 
在 具体 计算 时 ， 先 用 统计 方法 计算 AE), RAHE 
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Fourier 77%Ы (7.81) 计算 pS), ЖИ eS), 最 后 由 
(7.82), (7.83) 计算 出 ^ 和 x+。 在 目前 的 机 器 条 件 下 , 一 般 
每 个 UGE 中 取 几 十 个 模拟 粒子 , 故 每 个 模 氮 粒子 大 约 代表 10° 
个 真 粒子 . 

关于 用 混合 华 标 方法 计算 的 程序 安排 还 可 见 Amsden, Hirt 
(1973). 

РШ А20 — ЕРМЕК. 用 H(x,:) 
SCRIBE, Ur, г) RRR ЕН. 


28 e qu. VOH = 0, |x| оо, t> 0, 
(7.84) 
АФ+Н- 0, |z| < оо, : Z 0, 
Н(х,0) — Hls), |х| < со, 
其 中 
u = 9%, U, = — 99 
Ox, Әх, 
id 
. GG) = — 1 |а}, 
2x 
则 
1 8 
U,x,1) = i Gir — HLY, DLL 
UT 5; 8. [eG — DHO, ay. (7-85) 


此 外 , 沿 闭 特 征 方 向 Hr, 为 常数 . 
Rosenhead (1931) аш TRAR: BIE H EDERE 


nlr) = > mor — xe), 


Eh a 是 Dirac AR, 0) 表示 第 个 涡 点 在 z 时 刻 的 位 置 ， 
相应 地 有 


аб, 0 2 (> Gle — х9(0)) ), 


usl x, {) = — 18 (> mG (x — «ФО (гу) }. 


= 251 + 


KBR #2), 在 上 式 中 取 +< tM), 于 是 得 到 下 
Я} Hamilton 有 形式 的 常 微分 方程 组 


(т 
en old. ә (> mG) — #9), an 
im) . 
ба — 5 3 9 (> GGG) — z). 


Chorin (1973) 和 Kuwahara, Takami (1973) 把 涡 点 法 推广 
RAR, НИЕ 7 是 一 个 具有 小 支 集 的 函数 ,并 把 五 的 近似 表达 式 
取 为 


nlr, 1) = > wy (x — x'P(2), 


从而 可 以 推出 一 个 与 (7.86) 相 类 似 的 常 攻 分 方程 组 。 关键 是 如 休 
选取 r(x), PIRATE s > 0, 
4, аре, 
y(xz) = 8 
0, |x| > s, 
Chorin (1973) 把 这 个 方法 成 功 地 应 用 于 绕 流 问题 。 这 个 方法 的 
优点 是 模拟 了 涡 团 的 相互 作用 ,在 计算 中 没有 虚 候 的 数值 粘性 .但 
ИЯК, KAKKA ОСМ) 级 . 
Hald. (1979) 和 Beale, Мајда (1982a, b) 还 证 表 了 涡 团 法 的 
收 伍 性 .有 关 的 资料 可 出 Leonard (1980) 和 Marchioro, Pulvirent 
(1984) =. 


58 — i RHR RAND . 边 值 问题 


原则 上 讲 ,前 两 节 中 的 各 种 格式 都 可 用 于 初 \, 边 值 问题 。 但 是 
必须 合理 地 处 理 边 值 条 忻 。 在 本 节 中 将 介绍 四 个 基本 的 方法 。 我 
和 们 用 鳃 县 方 法 证 明 满 胃 耗 散 边 界 条 件 的 对 称 线 姓 双 曲 型 方程 组 的 
初 、 边 值 问题 解 的 存在 性 ,用 冻结 系数 法 研究 了 一 般 线性 双 曲 型 方 
程 初 ,过 值 问题 的 差分 方法 。 还 讨论 了 守 钙 型 方程 初 , 过 值 问题 的 
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Ш. НЫ, M 了 不 定 边 界 问题 和 激流 分 
Wd. 


8.1 对 称 线性 双 曲 型 方程 组 , 解 的 存在 性 


本 节 落 点 下 列 对 称 双 曲 型 方程 组 

QU aU 

A — Б, + B -一 5, 

U(r, 0) = (т), = +51, (8.1) 

Hou E = 维 向 是， 其 分 量 六 Un d= A(z, 1) Дт 阶 对 称 正 
ERE, B = B, 一 Bi, 


+ CU = 0, о о = T, 


— ——-— —— 
pA dj ”一 ?一 个 
我 们 假定 4 和 C 具有 对 z, ғ ВЕ К, (а) Є С°. 
为 方便 计 , 尚 假设 在 x 0, 工 附 近 的 适当 小 邻 域内 ,Teka? = 0, 
在 边界 上 Uler, 1) RE ТУЕ: 
Ui 0,t) = > (И, б, 1S! sp, 
m=p+1 


e255" 


f 
Uell, t) = S L,,,(1)U, (1, iy, p + 1 < 1 < p + qg, 


т== 1 


. (8.2) 
其 中 Lin ЖЕ, ЗЕ JE ЗЕ ЖЕНЕ R te MEER со, ER 
对 一 切 wl), EUR 


> ( У LimlO unl) ) — S шо) 


r= m= pel impel 
< — S wi(0), 
po p ° 了 Р 
> (>) ш.) — 2120 
{=рР+1 mal (= 
<-4>) wil), (8.3) 
或 简写 为 


(Pt) 一 w*(0)Biw(0) < — cow*t 0) Bue (0), 
*(1)Buwe(1) — wL Bie (1) < —et P Bie l). 
用 h, r HIRR Жу FAK, 


ro, zi = jh, t = kr, Jh rm 1, 


J EBRR. Sam {х|х== z, 163 р 1), gui 
z, ISi, 


1—1 
(ил, ил) == À 2) w(x wei), fel? == Qo, w), 
і =} 


用 st(x) 表示 Р(х unu) 的 近似 值 , 则 得 到 下 列 特 征 型 差分 格 


x 
AAG (x) + Вик) — Вий) + Си) = 0, 
ХЕ Fy, k 2 0, 
Ce) — Us), 2€. `` 
(8.4) 
URREA SG 
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Pd 
"m |2 „С, 151 < p, 

(в), ptil<i<a, 
(1—1), li p.p + q + l=< n, 
uil) = 


Ё 
DD Lim lel — в), p+ 1 SI << p + 4. 
m=] 


(8.5) 

ER, tQ) 满足 下 列 条 件 

u**(0) B.u^(0) 一 ut* (AB (A) < 0, k > 0, 

e OB) — g*(1— h)B t(l — А) S< 0, Rx 0, 

我 们 将 证 明 ， 当 天 一 0 时 , (8.4), (8.5) ВОЙ ir Sk BY (8.1), 
(8.2) 的 古典 解 . 

引 理 8.1 假设 4 是 正定 对 称 阵 ， 呈 是 非 负 对 ЖЕ, p> 0, 
A — ро 是 非 负 阵 , 并 且 


Aw = (A — pD)w, + eDwi, (8.6) 
BR 
w Aw S wr — рр)ал + prof Dry, . (8.7) 
证 明 设 G 是 非 退 化 阵 ， we Gv, w= Gu, wi Gry, 
Д (8.6) 等 价 于 | 


G*AG» = G*(A — pD)Go, + eG*DGr, (8.8) 
В 5 w*4w-—v$*G*AGw. wide, == vtG*AGs, прил = 
süG*DGw, Ри = viG*DGmn, FRCL (8.7) 又 等 价 于 
o*G*AGy < oF (G*AG — pG*DG)u, + pv * G*DGv, (8.9) 
因为 4 和 局 是 对 称 阵 , 4 是 正定 的 , 故 可 选择 G, ER 


E Ü d, 
5 G*DG = | ЕУ | 
d, 


G*'AG = | . 
0 | a, 
其 中 a > 0, 4209, ЖЕН 4 一 ор 的 非 负 性 可 得 到 
a) Z a, — pd, 22 0, (8.10) 
在 上 述 变换 下 , (8.9), 等 价 于 


s ае} = > (а 一 edi)(inaY + рда). (8.11) 


bard 


eB (8.8) 得 到 у 

— — 

— (:- 23 (жы) + 2 (бый 
— e S (1-00) (na = nay 

«(1- PŽ) oy + oh (nay, 


并 由 此 推 得 (8.11), 
9H 8.2 如果 4 是 正定 对 称 阵 ,并 且 


wm $ Cn + ал), do == Ан tcf, 


则 
^A» < L шд ш, + n wtAn + т(о* Av + PAP), 
证 明 Me" 
aon mte f4Áw,-c F uram 
<1 ur Am, + 一 ТА, 
因此 


v* doo (wd +P Ce + TAU) = w dw . 
+ 2ra*ft ofa x А + rw AA] 
+ rf 470] = w*4w + АА 
e d* Aw + Inlet Ae) АЎ 


= + wt Aun + = toI Aw, + tle*Ae + PFA). 


引 理 8.3 如果 下 列 条 件 满足 
(i) 4 和 А 是 正定 对 称 阵 ，B， 和 B, 是 非 负 对 称 阵 
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(ü) A> 0, 0<т<1, rm, HA — 2r B. fa AT DB, 
ЗЕ, 
(ш) L Ale — + В (о m) — 2 Вир ш), 
т ñ А 
3B 


et Ap — wt Aw + w* Bao — w* Bun 
т ñ 
__ wh Ban — wt Byw 
А 
tay + 21,04 一 4»! + fA, 


证 明 由 条 件 (it) 得 到 
dv = Aw + Ba, — ш) + rB w — t) + ri 


-bant T An + tf, | | (8.12) 


其 中 
Ат == (А — Вю + 2+ Вүшл, 
dv = (А — 2rB,)z + 2r Bye, 
又 由 引 理 8.1 得 到 
vr AM, <= wtAw + Ir wt By, — w* Bw), 
of Aes Sw" Aw + 2rf wt Bw, — w* Baw), 
因此 由 引 理 8.2 得 到 
v* Ар nM + [e*(A — 4A)21 
= > prado, + l ef do, + т( ot Av + Ра 
+ |e*(4 — 4)v| 
aw dw + or (w* Bu — wt Bly 
+ wt Bie, — wt Byw} + r(s* Ae + fap 
+ je*(4— Adel, | (8.13) 
联 立 | 
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s" Av « vAy + 1v" (4 — Adel, 
БОН (8.13) 得 到 所 证 的 ， 
HERDE, ще 适当 小 时 ,8.4) 的 解 满足 
Са С) AS GO u^ Qe) ), + Си C) Baut (x) o 
— (ик (x) B, k (x) ). 
«ut o) AS eat Go) 
+ ихе (X) C** GO) CAS) ) C GO Gn) 


+ 2 (А) — A50)0s* G4. 


上 式 对 一 切 + 一 x, 成 立 ; 对 了 求 和 后 就 得 到 
Cat, 4555), + (ut, Bint), — (ut, Brut), 

« a (ut, ARMY) + (C585, (4) CH), (8.14) 
be 8 — ,= ЕТ 

hu**(1 — &)Biu*( 1 — ñ) 一 hutt CO) ВиО, 

— hu** (1) Byu* (1) + Ан** CE) Вил), 
PETIA (8.14), ЕЖЕ 

(1 — e r)(gtP, АНА) xm (1 十 er), Atut), 

并 由 此 推 得 ,对 一 切 kr < Т, 都 有 


Cat, Аку m n, №). (8.15) 
令 
Vi = и (АА Gut), 
ТЕЛЕ . 
由 过 界 条 件 得 到 
hutt (0) 45(0)4*(0) < eut, Atut), 
hutt (V) ААО) CT) < eut, A*u), 
mA 


(at, Atut) У* s eut, АМ), 
因此 由 (8.15) 得 到 , 当 &r < T WV eV. 又 因为 4 是 正定 
对 称 的 :所 以 ПР ВМ. 
下 面 来 估计 Hali]. xp (8.4) 求 差 商 后 得 到 
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Аана) + Bitte) Ви Са) = AG), (8.16) 


其 中 

Са) = — Ат — CH Gut Go) 

一 Ci) aC), 

显然 有 

(САРА, И) m ey ск] hut Lut) 

+ (AMR, a). 
BT 
и = |5. Lim Ohh), ISIS p, 
ut (A), proisicca, 

和 


qut), 151 «р рна Higin, 
uk, = 
ib > Li lu tl — 8), p + 1 5 1 < p + 4, 
玫 仍 满足 耗 散 条 件 。 

可 根据 原 方 程 (8.4) 来 估计 (и), Am). НР Buk 和 Bal 
AF A Pies RA, RRA BPS ERA — ЈАТ < 
T, lat]? 对 下 一 臻 有 界 ， 类 似 地 可 证 明 | Р ВН. 

下 面 来 估计 js。 因为 在 边界 上 ， 寺 SAM, ALi 
计 le 二, 其 中 

v(x) = (ли), 


"m көч 一 45 — t), 当 此 式 为 正 ， 
0, ANR. 
对 (8.4) ЖЕ 


A* Go) ul Са) + Веб) 一 Bout (x) + Саи (=) 
+ ана — h) + C3(w)ut(z — А) = 0. 
不 难 验证 
vi(s) = aCO)uisG + oO uio x — в), 
vix) = o(x)ul.(z) + оғ (ди), 
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所 以 
Atleti) + Во 一 Вы + Cit) 


== f(x), 
其 中 


В 一 一 ода и (а — 4) — оби — À) 
+ Воин (т — b) — Вади, 
因为 在 * = 0, 1 Ж, etn) == 0， 所 以 也 满足 耗 散 边 界 条 件 ， 
故 可 仿照 前 面 的 方法 证 明 bP —## 5, 2S4DDOTUEBH flee iP 
世 对 á Ж. 

把 (8.4), (8.5) М, Ba ER EI 20 ЖЕ BE РЕ BK 
U(r, +). НН, BU. Wall? Пи, ПР»? 和 
[УР 都 一 至 有 界 ， 由 引 理 5.1, 在 闭 区 域 Q = (Gn, 01 
4 3х1 — 45,0 дг < Т} A, (Valet) Mise, 0) E 
НЕ. REE (8.4), {BU — BU a:t 
ВЯ BUG ASSES, ШШ Arzela 5138, 可 以 {0С 01 
中 选 出 一 个 子 列 ， 仍 记 为 (U.Ge, 0), PSEA RRC.) 
Qcr«i,0ereT) 中 ,有 

U,(x, Их, в), U, (z, 4) — Ux. 
BU, Sx, 1) — B,U,. (x, 0 — BUS, г). 
这 些 极 限 函 数 都 是 连续 的 ， 并 可 仿照 s 5.1 中 的 方法 证 明 ， 
Uir, 一 Wen, 


au (8.17) 
BUjAx,t) = В Or (=> t1), 
今 在 (8.4) rn BH ER BIL U(x, 2) 满足 (8.1)， 并 且 不 难 验 
证 U(z, 0) = UL). 
最 后 验证 U(r, О 满足 边界 条 件 (8.2, 根据 (8.5)， 只 要 证 
了 明 函 数 序列 (Uae, 0] HAE War 0) 1 EP 在 
BRR {(х, 010 < x < 1, 06ST} 内 一 至 收效 到 Ui n1). 


极 所 前 面 的 证 明 已 经 知道 ，4 > IUS. OT RIA >, IU sn, 
TE Fe atts А 
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DV 一 至 有 界 , 所 以 , 若 能 证 朋 
249 J-1 pa fo 


ADD >, Uus; = s S iu. Gu)? (8.18) 


f=1 7=0 fel j=0 


是 一 致 有 界 的 , 那 末 由 引 理 5.1 和 Arzela 引 理 即 得 所 证 的 ， 
FEE, Mb dj] 一 1 时。 根据 原 方程 《8.4)， 可 以 用 
ик) 和 uix) 来 表示 Bigle) 一 Butle), BI 
| [Bus — But] — 57 (X (ak alt, 5) 


wee, i=] 
Pg 


+ >, (u$ ales tS сз. 


PePEl 
又 外 边界 条 件 《8.5) М 
wia(0) = 0, M p + 1 < 1=< p + q 时 ， 
ul. (1) 0, S le le РЕН, 
因此 (8.18) 一 至 有 界 。 这 样 就 证 明了 方程 8.1) (8.2) 至 少 有 一 
Кн. 
ТЕЖЕ. ВАНА US MUM, јан = 00 


—U?, 则 有 
4 9V ВОИ Lew 0, 0x1, 0«i«T, 
Г д ax 
w = 0, 0= x= 1, r= 0, 
P+< 
W, = > Lil OW mo r=0, бас y 11 =< b, 
moe 1 | 
ир Law, ral, оз =< T, 
m-—1 
p + 1 < Ра. 
(8.19) 


把 (8.19) 的 第 一 式 与 下 求 内 积 后 得 到 


ди" 


id. | W*AWdx d Gan Вах 
? А 


2 dt 


-一 w*cwaÍ + iT w* 94 was 
0 2 Jo д: 


«261+ 


i 
= с | W*4il dx, (8.20) . 
° 
MA. 
|, Ow* 
° Ox 


1 ж 
B.W dx 一 | a BW dx 
о Ox 


一 5 wt, BW, — E WCG, r B,W (1, z) 


一 > w*(0, DBW, /). 


+ 1 W*(0, 2) BjW(CO, 4), 


根据 耗 散 条 件 上 式 是 非 负 的 ,因此 由 【3.20) 得 到 
Í W* АН ах =. cy у j W*AW dxdE, 
并 由 此 得 到 ,对 一 切 ғ, 
| wiAwadr = 0, 


ЖТА ЕНА, У УЬ ЙЕ, W = 0, 

Ж {#81 Ем, 则 当 £ — 0 HF, (8.4), (8.5) 的 解 一 
Sirm ee Bi) (8.1), (8.2) ИЕН, 

注 记 8.1 可 以 把 定理 8.1 推广 到 Lell), 22,11) 5j 68 
美的 情况 ， 但 此 时 要 求 这 些 系 数 对 ғ А ГУЕ EPS. У 
把 上 述 结 果 推 广 到 多 维 问 题 ， 详 细 WIL Самарский (19712) 和 
Годунов 【19797， 有 关 的 工作 还 可 见 Thonéc( 1961). 

可 以 把 对 称 双 曲 型 方程 组 理论 推广 到 复 值 函数 Uler) KI 
情况 ,并 且 用 非特 征 型 格式 来 计算 它 。 例 如 考虑 下 询问 题 

au 
ЕЛ 


U(r,0)-2U,QO, Srl, 


= р (z, Sv, O<e <1, 0 << T, 
Ox / (8.21) 


P (a) U = > (2. CA GOU) +A) ên 


+ BU, 
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A(x) 和 BCO) E n BYE, AG) 是 Hermite see, 4 5j B X4 
z 具有 二 阶 连 续 导 数 。 又 在 边界 上 
[FOU On” 0= = T 
LOJU, 2) = 9, Ox; i T, 
其 中 L(0) 与 LO) 分 别 是 x(0) x a MER CI x a Nus 
其 秩 分 别 是 a(0) 和 w(t). 
如 果 存 在 正常 数 cm， 使 得 对 一 切 无 限 光滑 函数 VO) 都 


(8.22) 


有 
е | W*PWdx < ey | lw Pas, 


Д] Kreiss( 1960, 1963) 称 了 是 半 无 界 的 ， 他 还 证 明 ， 如 果 下 列 条 
PEE BG (8.21), (8.22) 是 适 定 的 ， | 


G) P (s, 2) 是 半 无 界 的 ， 


(Gi) #0) SF 400) 的 负 特 征 值 个 数 。， afl) .等 于 40) 
的 正 特 征 值 个 数 ， i 
(ñi) 29 И (л) 
WIKA — 0, 
LCi) ИС) = 0, 
则 
{se 20, 
W*(1)4(1)WC1) = 0. 
今 用 差分 算 子 P, ШИР, HA PAH (8.21) 
(I 一 arP,)ut" (s) = Cf + r(1 а)Р,)и(ж), 
r€ Hy, £ 2 0, (8.23) 
W(x) = U(x), r€ Pas 


其 中 过 «exl, ARA dE 


poo -—0, £9, 
L(I)a*(1) — 0, K> 0, 
今后 用 ,fr 表示 满足 条 件 (3.24) DMB ER EOS, 


(8.24) 
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定理 8.2 如 果 存 在 正常 数 cs。， 合 得 对 一 切 we KL HH 
分 小 的 不 都 成 立 i 

| Reti, Paw) =< eum, 
那 末 , 当 т< » B$, (8.23), (8.24) 的 解 由 U.C). 所 唯一 确 


定 ,并 且 对 初 值 按 # 范 数 稳 定 ， 
证 明 设 we, HARTIA oJ — 1) 阶 非 齐 次 线性 代 
数 方程 组 ， 
(I atPy we) = f(x), re Fs, (8.25) 
Ир HT — er Py doll? 2 hwl? — 2orRe(w, Paw) 


> (1 — een) w 1 TM 


ВО fe) 0 Hi, wie) = 0, ie H f Brot— dise. 因为 在 
每 一 了 时刻 tg, EJIE (8.23) 收 写 (8.25) BR orn f Аз at fE 
SE, PLA U.Qe) 递 推 地 决定 全 部 ' wttx) BU. 
下 面 来 证 明 稳 定性 ， 令 
wher) «= cette) + (1 — а} >), 
则 可 把 (8.23) BLK 
ux — ut) = Pwt (x), (8.26) 
把 上 式 对 vtt 求 内 积 后 得 到 
Re( и, ytt — gt) 
= rRe(s** Ру озго 
Sear (at? + Bak]. (8.27) 
因为 上 式 左边 等 于 | 
аја — (2a — 1) ReC att, wt} — (1 — а)? 
1 +1 
> (e~ r Qa — 1)) lut" 
1 PLE 
一 (1 — а + > (2a 一 D) РЫ! 


= + atul — der, 
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所 以 得 到 | 
llat**l* ПЧ < 2e:rCliut*!l? + utl), 
以 及 | 
"m (l + 2сьӊт in 2 
ер < (1: + Zur) WIP, 
782 考虑 下 列 方程 组 


OU m ale) 9U, arl, 0 < (= T, 
a Ox 

(8.28) 
U(O, 1) = 0, Oc =, 


Uir, 0) = D,(z), 0= xml, 
其 中 s(x) < 0 是 满足 Lipschitz 条 件 的 实 值 函数 . 
今 用 下 列 客 式 解 (8.28), 


oh rut 


u*(0) = 0, R21, 
АС) — util — 5), | AB, 
w(x) = Ux), . r€ Sa, 
| (8.29) 
其 中 | 


Р au(x) == al 
不 难 证 明 对 一 邹 网 格 函数 w(x), 
[Cw tare) — Cw lawy = смее. 
+ Вало) + вит), 
其 中 cs 是 ate) 的 Lipschitz HR. Meh Abel 公式 得 到 


(we, ашу + (ш, Саш) ) m Sah} 


+ ail — 5b)Nue(l)mwt1-— &) lalt) 
+ a())v(0)mGO), 
因此 车 令 SK == iwiw(0) = 0, wL) = w(1— 5), UR 
eco. 都 有 
2Relw, Рю) == (Pw, w) + lw, Pe) 
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= (ашыш) + (wawe) S (aeo, m) 
+ Co Caw eo) + (Сама) — (waw)! 


« > (a(1) Hall — aa — А) 

у 十 2e,5] elt = 22], (8.30) 
因此 ， 根 据 定 理 8.2, щ < = м, 格式 (8.29) 是 对 初 值 按 P 
BEBES. “ cee 
82 一 般 线性 双 曲 型 方程 组 的 能 量 方法 


朱 幼 兰 (1979,1982) 反 能量 法 和 冻结 系数 法 相 结 合 ,研究 了 线 
НАУ Е НИЕ. 为 叙述 篇 单 , 这 里 只 介绍 与 
PAIN RSLS BAVA ARSE, 

E + ac, ) 2U = e, 0 <x< 1, 0 <: =< T, 


L(0, JUO, 一 Gf, 0< =< Т, 
L(1,:U(1,:) = Gy), Oc = Т, 
U(r, 0) = Utr), Dx rx], 


| (8.31) 
其 中 U = (0, Uz; "ta U,)*, A(x, г) FARE 


Ar, r} 
A(x, 1) -( ИУ | 
б. sr st) 
并 且 对 一 切 0c:«T, | 
4C0,) 2 1(0,0 > ttt = ¿,- (0, 1) > 0, (8.32) 
aCe) < 1, (1, sooo Sey D.) < 0, (8.33) 
ABER MODOS! <a р) MUA, zX2 + 1 < i 


< n) 的 值 ， 为 简单 计 ,不 妨 假定 
1 0... ож. 


0 1:0 e 
L(0, ) >= oet n 
8 Qr loe 
OO Le 
n— pp BT 


<= 


Heer kK 90-0 
LU, =| ke 017 


ж-ж 00-1 
| K w 一 9g 个 
mG GO) 分 别 为 # — р EARR ”一 了 EIB BE, EC Y 
量 分 别 为 Gurl) 和 Gu). 

Mike ule, г), 00), СК) 和 Gt) Hee ee 
TSR RE, бид) 还 满足 (8.31) 中 的 第 二 , 三 式 ， 即 它 是 
相 容 的 . 

id в} 一 w(x;, 14)5 并 定义 

F,—(1,2,*:-, n—p), F,—(n—p--1, n—p + 2,-°-, 0), 
F, = (q+ 1,:::, m), F,—(1,2,::5, 9), 
1, X ic F, B$, 
%0 = lo. щ ре F, Bf, 
1, 4 ¿€ P, BP, 
aC) = to, 当 ¿e€ Ё, 时 ， 
ЕЧ) = ILC COP 8.01) tl, dJ 6h}, 
RE (8.31) 的 一 类 格式 如 下 


My КАТЕ 
£ +1 上 H 
айнын m = D  Phossigeej€ P(A, 0, 
темы med (i. RY 


L'(0)ui = Gi, & > 0, 
БАТ) = Gi, k > 0, 
= Ор). 90 <; <J, (8.34) 
其 中 Mi, 7,4) = 0, MIU, у, 42 2 0, 
0s i MG, j, R) ©; + MIO, К) =< J, 
Tim 和 bhim 为 实数 ,它们 依赖 于 4 和 т. щ & = r = 0 时， 
id 


74 
NET = 2,5. T" - bn. 


不 失 一 般 人 性 ,还 假定 
* 467 < 


Malik? fag ded 9) 


i = BE ры = 1. 


0 Pm 
mM, Ау mM, (T. E) 


若 对 一 切 теб 21, == 0, MU (8.34) BERRA, B 
SU) ne Reo. T Mi, T k} m M, is 4) = M — 1, 其 中 对 


是 正 整 数 , 贴 称 《8.34) 是 УШМ ARA. 
下 面 假定 (8.34) RE PARE: 


(i) 局 部 Von Neumann FA , BIR — 1 1, fs k, 
Фа) — BAKO) КОРА 


其 中 
мг.) 
apiK9) = >, аме", 
mm (fj À) 
| мы, 
brO) = У) те; 
тем. 
Gi) 对 隐 式 格式 ,还 存在 正常 数 со, (Rf 
aM (В) а! (8) 22 cos 
(ii) 存在 正常 数 c, ES 
| a pean — a5 тн | = eh, 
| ez UU а {т | = ev. 
(BF rm Бн nh, 


Ln 一 BE зыя | = АТ, 


和 
[he — aml Seals +r), 
124, — AI =< сй tr); 
(v) 存在 正常 数 ma。 使 得 
Ds label? о (27 ТАР + 16119), 
УЫ (>) аар + IGtI ), 
` qf t€ F, 
其 中 
n-p 
Ios? = 2; lett, 
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(8.35) 


(8.36) 
(8.37) 


(8.38) 


(8.39) 


iet 一 S сыр, 
7328.2 用 Е.К) Яй La, О 分 别 表示 LC, 0) 和 
Е(1, 7) 的 第 e H1 1 列 元 素 , 则 当 ae F, 时， 
абы = — 2, Е (бий и + Gh, 


re Fy 
WER FETE TE SRE 6, E 
IL. (0, DIL < c; uto, Dl 5 ae Fos IE F,, 


一 8.40 
12.2461, DPs ca, ol; @eF,, {Е F,, ( ) 


则 有 
Jebel? (+ 1) (4 33s + Ghal? ), 


ie Fa 


即 满足 (8.39) 的 第 一 式 。 类似 地 可 推 得 第 二 式 . 
特别 ,着 在 边界 上 [| 28520, H LO, Й Ж L{1.7) 的 
元 素 有 界 , 则 一 定 江 中 (8.40). 
注 记 8&3 车 对 一 切 1,1, 都 有 . 
[20 Qi Z = > 0 R uo, r) = 0; 
[CI г) | Se > 0 BR 11,2) m 0, 
НЕЕ я Eig SRE А. sa (0, 0, 4601, г), 
Aq aL, 0) - -相对 应 的 差分 格式 是 . 
[imt {тәп ptl, n—p+2,- 


(8.41) 


* (8.42) 
# = abs та, 9—1, *. 


那 末 ,可 把 {8.34) 的 第 二 式 改 写 为 
(LICO) — L*(0)H*(0))uf = Gh — L*(09H*(0)s5, 
其 中 HOE в BON ERE HOS ЖЖ n — p + 1, 2 一 
pE2,-e4X315b.- o BEGRESE. IRN £400) 一 L*(0)H*(0) 
A n— 5 + 1, n— p E 2,:-- ANBAR, 因此 满足 (8.40)， 
从 而 得 到 与 48.39) HABERE 
> аға]? = с; >; PE [at al? 


ИЕ I Fo 


+ 6| L1(0)H58CO)U C0) — СА, 
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类 似 地 可 得 到 i 一 时 的 不 等 式 ， 
今 定 义 


MC i, k—1) 


a 
k ( Ай 
E; = А > > ait ism) " 
ГЕРЦ» =M (hf 4—1) 


E* = Уу Et + А (би |? + | ГАС, 
i=l 
在 本 区 中 还 记 
i т 
let] — Dleta, ler — 51 juk. 
1=0 171 


ЖЕТЕЛЕ m, HH 
let | = en ГЕ |, (8.43) 
则 称 格式 (8.34) BR AHI. 
BEER a. ax, 使 得 


Е k 
ltl? < = (енер + 025 2] чае), (8.44) 
4-0 8-20 


则 称 格 式 〈《8.34) 是 对 初 , 边 值 稳定 的 . 
为 了 今后 证 明 方 恒 起 邢 ， 引 人 一 些 记号 。 首 先 对 任 间 正常 数 


Cry 定义 — 
cul; M be FoF, th, 
сим LE POF В, 
enl us E le ПЕ, itt, 
CIRP 当 РЕ F, YF, 时 . 
相应 地 引 人 记 号 Haplla letl. BRA 

mial, с) = lati? < max(1, ем. (8.45) 
Rid 

z: _; > Em м. 


P 1 
iE) УШ, там ii) 


2 
ааа! ) ， 


š 
一 全 
ak iut sm) 
MG Fi | 


-5 ( 
ié FG mam, 


E: 一 > Ei + ДАС Со) + ЕП), 
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其 中 oe ВЕН, 
DE = FL Шан ai = (1+0 ($ у 


ui d ui dam 


因为 M 是 有 限 的 , 所 以 
afa (1+0 (e) aS. 
ERE 
min(1, cl, cl) E* Et max(1, ei, cDE*, (8.46) 


LE (8.43), (8.45) Fl (8.36), 格式 (8.34) ARAN RK 
件 是 可 以 找到 正常 数 a, < 和 m». tE 
ПР < a, ES. (8.47) 
下 面 给 出 两 个 基本 定理 ， 
定 王 8&.3 如 果 尖 上 适当 小 时 ,对 一 切 1 和 有 界 的 od 
Ef + с}? — седо) | #701? ehall 
Не SEPTA (8.48) 


# Ру 


其 中 oes co 6 Je c 无 关 的 正常 数 , WA (8.34) BRAN. 
证 明 0 (8.48) 27 L RMR 


> E) + calla? > — сй Sls. — си УИ 
ind fer, fer, 
+ ek > 21 нь (8.49) 
[=l ТЕР 
X. (8.34) 的 第 二 ,三 两 式 得 到 
> l 2) wil? + + 1642, 


ЖЕ; 
>19 < а але + alte, 
I& P, te P, 
因此 
сёр > +. 3 ath — 2 HIP 
ба iFa 
icit > — DHE JI! — ius Jl. 
fe IF, ci eñ, 
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BERRA (8.49) mA 
5 Et + В Аи + 2#| Ги? + coll wel? 


fai 


> У У У {арр (8. — са) 


2-21 ФЕР) 


x (5 1470 + Satu!) 
— oi. (у) гай + а). (8.50) 


ер 


ad, >, PPP 
dà 2 


Ca 2 
Et + e| at > Ps 18%. 


再 取 < 47^ 55 a= 2, 就 得 到 了 (8.47). 


ems 如 果 当 下 适当 小 时 ,对 一 切 ! ЖЕНУ cs 都 成 立 
(8.48), 并 存在 与 c, ARERR cs, си 和 ca， 使 得 
Е} — Ef M eU) — re l Ahol C — 8) 14А" 
+ Асов (Г) — rehat — ACG) iun 
+ ое, (8.51) 
БЖ, FUSE (8.39) Reve, BER, (6.34) 就 是 对 初 、. 边 值 稳定 的 ， 
证 明 rH (6.51) 得 到 
> Ep > BY «с coh Dy E$ uol? + cok 2 Igi, V 
iwi HET 


一 re (x latal lēja + 23 lat EIS 
EEUU | 
因为 当 ic Ро 时 ， Hey == ub, 4 le F, dH. 8], 7 ahs Br 
以 由 (8.34) 的 第 二 ,三 式 得 到 
ge — Et < esh (93 161, Уу) 
TID ТЄР, 
一 Ёсе (> ШУ ар? + >; PET н) 
| raspo i4 F, . 


, Vie 


+ hei Leg — [Gh]? + iori iet -~ 
+ с. | (3.52) 
X Eh (8.39) 得 到 
сасон |С |2 zm coh Dist al 7 each Уа) wl istol" 


Н t€ Fa re Fo 
сас GET zm суй du] zl — ee Salat ulluku], 
ЄР, | | 
今 取 а> 29, 则 由 (8.52) 得 到 


Bet — Et < co (IGI? + IGE) + hel (GAY P — GP 
IGE (GE?) + eat. 2n 
又 由 定理 8.3, 存在 m > 0, HE 
1 . 
Et < (1+ ат) Е + à 21 {eae Gh? 


d =ü 


+ Са — (GDh. 
WE E AEE] 
#1 
Etti < (1 Бот) + naeh > Ya tar) GI 
adap f=0 
+ eih > Y a+ emer "i — (era) 
#=0 =ü 
< eT4xE! сс У > (1+ ar ry ler #2 
dmj йшй . 
+ сі > {I [GE |? + аг У (1 "n 
dao Bmp 


— (+ accu } < ¿“kË + max ccos el) 


1 k+l 


x SMa tar Gel, 


a=) B-1 
取 cu == 二 max( eyes et), 则 由 上 式 推 得 ` 
1 441 


BM hE ал D) Ў) tC үз, — (853) 


4-0 #—<1 


= 273 ~ 


ХЕ 8,3 得 到 
инр < Па < a Et" 


min(1, c) min(1, ay 


)E' = cumax(1, el, 22) [в 


ИЮ | 
E' =< max(1, cl, c 
这 里 eu 为 一 正 带 数 , 玻 可 由 (8.53) 推 得 (8.44) 
ik 9.4 格式 (8.34) 可 改写 为 
Hik) Makro 
OF um om = b] рт gems 
ntm, (Pj, t) mah (lah, t) 
其 中 
4} БУР = sid x Uim 
аќ duo BY isms uty НН 
= 85 x и tam А 
at, аўыз» 
并 且 
z* at 
|E x Kitten 一 1 = OCA), 
us at 
bi LIBET 
因此 
_ 3 n, a 
~ | Et+! =-= д > (> Bt nt hem ) 
#4 PUD mma UO 
Mid. 0 3 
- 3 (> Bet) 
а PGD таму. 


id 
A1, = CAIRN TS wT arhati)» 
bina jk) o 


B} Pu 7 (Pi мазью» 


则 有 
Ett = 4 >) (at B* Bah; + ОС (8.54) 
кл 
E: 2 >, (АН, + ОСА) Bil? (8.55) 


其 中 


| MyM, +1 My-M, +1 ` 
G'zaj,- ууру Ghi» o 
- а=1 Am] 
x Ub an, ee HT; jM 183. ` Soap a XD. М Е 
(Zia 表示 矩阵 Ziy BUB o TE FLIER, MEL 
根据 定理 8.3 和 5.4, 为 了 证 明 格 式 〈8.3 和 是 良 术 的 和 稳定 
的 ,只 要 对 每 一 个 上 证 明 (8.39), (8.48) Ж (8.51) 27е НН 
8.4, 又 把 问题 归结 为 对 dihom 和 Pin BAST ERIS EA 
的 研究 。 下面 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 现 84 ik С 
D, = аем "n3 day)». . 


209) = > dust 


M.G) = 0 或 1, 那 末 当 | 
У) (--1)"904%(0)4,08) = 0 


В, | | 
9-2 C1) DID, сода 


HARARE REALE НЕЖНОЕ. = ls 
证 明 由 条 件 得 到 


Xo (аман yd dient 


— >; ШО; == (Ea | em 2 


mak, My 


= = (> (— 1»? 之 2дан)" 8—0, 
其 中 对 = 的 求 和 是 对 一 切 满 必 M <a < М, М, < an М, 
的 «进行 的 ,因此 
У, (— I уму M d*, "m atm = 0. с 
另 一 方面 BEEN 


e 275 = 


`. * d dt м «doa + ° . d м Dotty 
pa Scape Pad tan) 
之 adn, - t “4% auo, 
HM me TTR LIAR 
. 之 【一 Ly? > ddd ern 3 


这 里 , 当 m > 0 时 表示 上 对 角 线 ， м т < 0 时 表示 下 对 角 线 ,于 
8313984531. | 
31485 Ж 
2t(0)a,(6) — 41(8)4(0) > 
WHERE DID, — DID, 可 以 表示 为 一 pea SEZ 和 准 零 矩阵 2 
的 和 . | 
证 明 由 Feier-Riesz 定理 ,存在 ds(9), HE 
dOd LO) — dOd) = d$(0)4(0). 
НБ 8.4, О 一 DID, 一 DjD, 一 DID, ЕР, Rr 
D, — CPP tta Ям.) j= 1. 2, 3, 
显然 DID. BARR. So 
命题 8.1 对 于 :方向 M 点 格式 ,可 以 有 表达 式 


M—1 
ее) а (8) — 1 + У afte sisi 4, (8.56) 
m= 1 
: EN А : ' M—1 : a 
bEF(8)b3 (8) = 1 + >) bri sin" PL (8.57) 


其 中 a/A. Wm biin ER. № (8.35) 等 价 于 
S ek азір?" 2 22 0, 
m=] i 2 

X | | 
e Tom = аг = By hme 

证 明 RNA 
M; М; 
aIF(G)21,(0) = 51 21 aai e mom 


жаы, nn md. 
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M-1 


= >; >; аА а ona a 


ime M-RQ M. elm tM М, 


My 


м-1 
= > (a, +2 У) 


mM. m= Mem mnn s My 
n ， 
x 41 sm dom «m, COS iB (8.58) 


注意 到 


com = 1 + > d m,a Sin?” 4, 


==! 


> Capa Y +: 5 | > абый domm, 
= M, mu] Mme aryl, mE 
M3 P 
- (2145) = 1, 
即 由 (8.58) 推出 (8.56)， 闫 似 地 可 证 明 (8.57). 
下 面 详细 讨论 М = 2 的 情况。 此 时 有 


A hi = CT 2,5 M 43)» Bi; = (Gu, s aua) Ы 


因此 
а}ҖК(Өа+„(#) = Сам, + abu ac" t) apt, 十 mika i6") 


= CANA + Casu aD" ts 


г А 2 r T od 8 
= (ам, + a1 Sar n) 一 ELIN ATR h aM +) SID P 


= | -一 4a,5, ara Sin? 2, | (8.59 ) 


亦 即 
apA = 一 4a, Su ini nis 
I by}, - — 4b S PM te 
根据 上 式 和 命题 8.1, 此 时 条 忻 (8.35) 等 价 于 
etus = 4(515u bibu, 一 PANDA 20. (8.60) 


由 于 


"E Lay 
ыза? 2 = | (Ни) a ее) 


* $77: 


«fite 
ЖЕГЕ Z63128 8.51 
Dim АМ, D, Bl, D, = (heta, — D, 


从 而 得 到 
AMAT, BA Bi, Oh) Rios (8.61) 
其 中 RL, ЗЕЕ DID, Ol, 是 准 零 矩 阵 。 并 经 计算 得 到 


rity 0 
| О}, = (* A 
um = (a) a D? 一 (м, + АИ — Км UR 
命题 82 AUR x HAP RAD (8.34) XJ (8.31) КЕ 
是 相 容 的 ,并 且 满足 (8.35) ЯП (8.36), ЖЖ 


р > +s, MU, k= 0, Hah <0, 


m 或 者 MU, 3, 4) = —1, B. at, > 0, 
2,4 «Ls, 3 MG, n 0-0, B abu 0, 


BE Mi m 4) = —1, H Ab, < 0, 
Ems. 5 Sn 
证 明 (3.34) BPE 


le dips + + HT RA + "F biotita TAI RA 
其 中 “十 ”与 ”一 号 分 别 对 应 于 M, G, fs &) = 0 和 —1 的 情况 ， 
因此 把 光滑 解 UC, 2) 代入 士 陈 后 得 到 


QU, эг), Өр, BU, ) 
U, +£ + аьыы (U dcr St +» 
sus ! e: e} pa ( ! d Ox Ox /i 
"E 
= EF uU T, + OT isan (v. + ñ әш, ) + ОСА), 
` 8x fi 
(8.62) 


ж 901 ~ 一 E ICA ES, 5—0 后 得 到 


CEE a 


[5s + аы = by + Вы = 1. 
— ыа» + аа ril, +1) = а» 


并 由 此 得 到 


ны =1— dios 
Бк == ahat rats (8.63) 


bib =] — (aiio Eritu) 


FRA (8.60), 即 知 此 时 条 件 (8.35) 等 价 于 


k 
ec ; ғ А , 
Pu = (ao + rÀT з) 一 (а +r А — ast 一 ад) 


= xr — 24) — (АЫ > 0. (8.64) 
又 根据 (8.59) 知道 ,此 时 条 件 (8.36) 等 价 于 
1 40/4 (1 一 Sih a) sin? > >> 0. (8.65) 


令 8 一 <， 由 上 式 得 到 
4(2; 54) — 4a, + 1 Z со, 


АЯ | 
tite 2 —e 或 者 aom 2. +в, (8.66) 
车 M (1, fs &) = (, tia < 0, 为 使 (8.64) 成 立 , 必 须 
tk d 


Wr. = 一 
2 
ЕЖЕ (8.66) 同时 成 立 , 则 必 有 
а: > > + в. 


类 位 地 可 证 明 其 它 三 个 结论 ， 

定理 8&.5 如 果 通 近 (8.31) 的 * 方 向 的 两 点 格式 (8.34) 是 相 
容 的 , REE (8.35) —(8.38) ле, ЕЕЕ ЯЕ (8.40) 或 (8.41) 
各 (8.42), ЖЕ ЕЕ. | 

证 明 ЕЕ, М ¿e€ F, F, Bj, (8.48) RIL 

首先 , 此 时 必 有 Mi, 1,4) = MiG, 7, к) = — 1, 并且 总 
有 


е 279 * 


LAT B +e, 


EXE, 
Qs ; МО, j, k) < í + MI, 7,4) =< 1, 
但 基 
Mi, js k) = M (1, j, К) + 1, 
BE 
IMG JAHIS 
ВЫ 


M,C, "m k) = —1. 
现在 用 反 证 法 证 明 M,U.1, © = 一 1. BRR, WERE |, 
使 得 MIU, 1, 4) = 0, Ш MIO, 7 r1, 4) = — 1, М 
aT si = 0, at +n = 0, 
ЖЕН (8.37) 得 到 abus = ОСА), Gayo O00, НЕНИЯ] 
aj. == 1 — OCA). № 8.2 的 证 明 过 程 可 知 、 此 时 条 性 (8.36) 
归结 为 


Р , 1 
tite e Sad +8, : 


由 于 aA. 对 = 满足 Lipschitz 条 件 , 它 的 值 不 会 突变 ,因此 或 者 全 
部 


AY = +8, 
р 2 
或 者 全 部 
aj, < — в. 
2 
事实 上 , 由 于 a4,—1—o04), МЫ do 2 2 +s. X 
当 [Е Fo it, aja > 0， 所 以 由 命题 $.2 推 得 
gigt в, L 
2 


mE ЕЗ B ELA AS IG TRAP ERU. АН MIO, 1, 0 m —1, 
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ааъ, Ñ NE x 


Hbc el elt, 22 + 
其 次 证 明 , 若 ¿¿ FAT, E M.G. ji k) 恒 为 一 1, 则 (8.48) 
成 立 ， 事 实 上 ,此 时 (8.36) TRE 
at (8)aj (90) 一 P. 


一 1 — дак (1 — si 一 а >p. 


其 中 asl X 


fii = 2 


c — 
= —- tN why 
Rh 7 2 3 


г 

477 Qaia — 1) — > 

May | 
aRF(0)ak, (0) == 07е + вр e" + eh, 


' 所 以 可 以 根据 引 理 8.5 构造 如 下 的 准 零 矩 阵 


. о 0 ра Е 
k = k* gk __ 
Of AS AT, | 1] ej Ни (gt 


(a5, P — (ft D 0 
一 0 (aha — (ay — 9 | 


由 于 vi, 55, BIA Qi, 的 各 元 素 对 x 满足 Lipschitz ff, 
DT SPHERE HE ER 
>> (2* A* AG) А, zo Ë ^ Yr ы 4-423 бано), 


іт] imij imi 


+ 261» 


了 
> % 3 ti Абад, a — (hats 


+ (GI Ry — 5 — (gh Plate? — О 


1 
> ¿sh 2 | 天 和 | 一 с.а, 12 -- ОСАДА МР, (8.67) 


其 中 саз = min (е, (а) 一 (gf, y }, ty Cas, a» — 
Gh]. RARE | 
Ә(# ny = __ iiy ¥ < 0, 


c, c s 
241— 5 Vets 


FAM com 0 时 ， (2,4) — (eja == 0, МЫ eu > 9, XH 
于 此 时 A()— 1,8.) — 0, deh (8.55), (8.67) 18 (8-48). 
НЕРВ MU, 7.4) Жїн 一 1 的 情况 。 注意 到 
Mts 1, 4) = M.(1, J, k) = l, 
以 及 下 列 事实 : 
G) 3 ма, 7,6) = 0 Bt, Wee SIGH 01. 


P 
_ fo Gy Ни 
is = AFSAR um z 0 — 
9n а k | "" (ei? ) 


-| о } 
0 (аа) 0,0 
Gi) 在 Mi, j, K) 发 生变 化 的 地 方 总 有 
ak. OCh), aha == OC), 

因此 4541 +04), FRA Oly WM ARIE OCA) 
的 ， 所 以 Ob; 和 Of, 都 是 Ов) №, АИ 
证 明 (8.48) 成 立 . 

类 似 地 可 证 明 当 ¿< FLOP. le FOF, T te RNF 时 ， 
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(8.48) CRY. 

下 面 分 两 步 证 明 ， 当 le F,OF, Bt, (8.51) RS, 

首先 考虑 MU, 3, 4) 恒 为 一 1 的 情况 .此 时 (85.51) 成 立 ， 
并 根据 (8.63), 经 计算 得 到 其 中 的 т = Pie 一 «ej bo» 所 以 

h > (u*( B* B — A*A)ubu чс — 5 > (u*Ou)l 
< Aa, ET —— 5 be) [РУЛЬ — Аар um bn) | "IN P 
+оо) Р. | ` (8.68) 
ЖЕН (8.63) 得 到 а — 234, = riu, WH (8.54), (8.55) 和 
Е 
EP" — Вы А, let? + ОНР, 
注意 到 S.D) = 1, 0,0) == 0, 11, 20, МЕН ЕАН (8.51). 

第 二 步 考 虚 Mi j, 4) 不 恒 为 一 1 的 情况 ， 其 证 明 方法 与 
前 报 伪 ,不 同 之 处 在 于 , 当 Mifik) 发 生变 化 时 ， 是 由 那里 的 
1 十 ОСА) 来 保证 (8.68) 的 石 端的 
80р 1) 项 的 系数 为 O(P). 

类 似 地 可 证 明 , 当 2€ FN Fa ¿€ F, YF, RI 4e P, F, hF, 
(8.51) 也 成 立 。 

НТ (8.48) 对 任何 情况 都 成 立 , 因 此 报 据 定 理 8.3, 8.4, E 
证 明 (8.34) 是 良 态 旦 稳定 的 . 

THRE ERARE I — ВВЕ ХНН A, ЖАЛ 
= (1982), ЖК, 24525 (1979), же, HHS, MAKE 
民 (1980) 还 研究 过 x 方向 多 点 差分 格式 的 稳定 性 ,给 出 了 若干 高 
精度 , 良 杰 且 牙 定 的 格式 ,并 成 功 地 应 用 其 中 的 一 些 格 式 计算 了 复 
来 的 元 粘 超 音 绕 流 问题 . 

#1 8.2 BE (8.31) 中 的 ale.) KR x, š 都 满足 Lipschitz 
d fF. йо (8.34) 是 下 列 格 式 

A] 十 аға Duk}! = at, 一 ril а) Иж, (8.69) 
其 中 


Du* eran a Àj =< 0, 
gr, = 
Gti sts E Aja > 0, 
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—-——-, 34 —бо < e = i, 
І -—— 2а : 
AL <l (8.70) 
| со, 当 F<. < оо, 
ША, (8.69) 可 改写 为 
(1 + ar AD — ar | slaty 
= (1 — „И — а) fag ty + rtu. 
其 中 当 21, > 0 时 ,在 sihin 中 取 ” 一 "号 ,否则 取 十 "号 ;因此 
PAR = | +arlatyl, 
ay m 一 —ar |21. 
bka = 1—r( —aozl. 
bon — r(1— а) 14$: |. 
根据 (8.60), 条 件 (8.35) 等 价 于 | О. 
4r ТААК + 7208 — БАР Bo. (8.71) 
ЕДЕ (8.70) 保证 了 上 式 成 立 . ҖЕН (8.59), RE (8.36) 等 价 于 


d derat + ar | Aa siat 2 > ev > 0, 


24 0 — 0 Bj, ЕКО. 当 8 = x 时 ,上 式 等 价 于 
| (1 + 20.141, 2: c > 0, 
Tae (8.71) Е ТЕГ. Hh, RE (8.37), (8.38) 显然 
是 满足 的 ,而 且 当 А == 0 Hj, 格式 (8.69) 退化 为 ug}? =, 
БП (8.42). fx LB, BA (8.69) BRAD BE. 
Keller, Thomée(1962) 也 研究 过 此 类 格式 。 
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前 两 节 中 所 介绍 的 能 量 方法 都 可 推广 到 求 非 线性 双 曲 型 方程 
组 的 初 ， 边 值 问题 的 小 范围 古典 解 上 ， 本 节 则 以 下 列 简单 例子 说 
BB ДЕРЕ hee ЫИ. 

| ӨЕ (Г 


g Ж Са; Th” 0 <= < eo, d< =< T, (8.72) 


Ulx, 0) = О.а), О< х < о, 
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其 中 F(U) JAR, О.а) € BP， 并 记 
= Lint UG), ‚зир, Ux), LF'|-supl F'CU) |. 
在 x 一 0 处 的 边界 条 件 提 靶 与 FU) 的 值 有 关 。 车 
F'(U) | ance > 0, 

则 需要 给 出 边界 条 件 UOD 一 ССО. № РИ) s < 0, ШЖ 
应 该 给 出 边界 伪 ， 但 要 在 边界 上 构造 台 理 的 差分 格式 .为 了 证 明 
简便 起 见 ,本 节 中 总 假定 F'(U) 0. 

计算 (8.72) 的 差分 格式 如 同 87.3。 为 方便 计 , 设 m = 1, F 
是 得 到 下 列 格式 


一 aui. + (1 — 2o)u* + aud, — — G T DE. 


—2bF* (b— DF.) — m už) 
— glut, иў,)}› 
其 中 о, 5 是 参数 , Е ERIM, FP 一 F(e. EASI 
TX 
uj = айй ы + (1 — aju + aud. — " (Fi, — Fia) 


-r [Ë ona FD eias af) | 
+r [4 (ЕЁ — ЕЙ) + ий, ah], 


TURPIUS elfas af) 和 glut, ufa), WEB FAR 
式 


uk) == тий + (1 — 2а}ы + aut — FE Gia 一 Fi) 


+ raba, ut) — relat, wd}, (8.73) 
显然 , 它 是 守恒 型 格式 。 我 们 假定 存在 正常 数 o 和 r GER 


Ig(9, 3,891 © ecl — vol, (8.74) 


a — rg zm тт» а + тр = 2 Yoo 
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1— 20 — rp + rg, 2 0, (8.75) 
并 由 此 得 到 


1 
1—9 — rh 2 Yes 


其 中 
Е, дя. (y, vo), 0,1, 
д» 


# = sup ЕК), g => и (я, 5). 
EID DIE КУ 


id shag = (suba, ur), BF itd aH RR в BS 274 Ж] 
sia AM НИЕ. ЕД ЗЕ fet A РАНА z 
ubt m ug — r(Fi — FE), (8.76) 
命题 8.3 ”如果 
r|F'| < min(t, vs), (8.77) 
则 对 一 切 ;, k, MA ES, 
HER ”假设 uel. Hiei, МН (8.73) 和 中 值 定理 得 
到 


st = ( a — retest ih 一 Z Pius) иін 
十 人 1 一 28 rehads-b + retusa bat 
二 (二 (8.78) 


其 中 | 
Fa Р”(бый и + (1—6)45 1), 0&8 < 1, 
根据 (8.75) $n (8.77) , ARETE F SK t A SE А BL Pa Ta 
390 1, 所 以 eU < зари. ТАЈ Е utt > Ш. 
当 1 一 0 时 , 则 由 (8.76) 得 到 

agtt = (1 Rr PU). — УР, (8.79) 

其 市 | 
FA — rid +(1—~@)et), OS 8 = 1, 

根据 条 件 (8.77) 和 РКИ) < 0, WARMER ARAM, Muru 
witte F, 
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Ф 8а BHR (8.72) BEA 


MS fat utal] < Var Ule). 
Oni rales 


证 明 由 (8.73) 得 到 
att = alut — uf) 一 alut — st) + ut 一 一 ; PAG 一 ик) 


一 = БЕЛО: — ut} — rete TE 一 af) 


— тй. Кир — м). 
EERS (8.79) 相 减 得 到 


r 
uit! ap = (a — rith = Ё;А ) (ak — uf) 


十 ( 1 一 “一 И + E FA) (ut — at), 
MA EF (8.75), (8.77) 保证 了 上 式 右 端 各 项 系数 非 负 . 
SQ oj 2 时 , 则 由 (8.73) 得 到 
uit att (а retarted — T Fg) — af) 
T(1—2a— rghicki-hli пони — $2) 
* (а + ғр + > FS). 一 uj). 


而 条 人 忻 (8.75) Ж (8.77) ARIE T Rt RABE, 
把 上 面 丙 式 相 加 后 得 到 


i 
>; [а 一 up| 


P1 


J-1 
=< (1 НЯ) — utl Уай — whl 


ima 


+ (a — at rgiucki-hi — — - FAI и} — «hil 


+ |a гац — = Piha lad a — «fi. (8.80) 
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假定 SO luk — utal < co, WY J — oot, la) — ujal 0. 
Ful 
在 (8.80) 中 令 J — oo, ， 即 得 到 


= L-] 
Уа — uk < Ni sjal © 
i=} 


Pz1 


< Var Us), 
命题 85 AE (8.77) 成 立 , 则 
> &ў ый] ens Mb j= s, 


>! aot РРА M ges 


emi 


1 
其 中 а}, = 0, а^, 20, Date = 1, Dee. 


证 明 ”应 用 归纳 法 来 证 明 .， 先 设 * 一 1 el, 则 表达 
式 (8.78) 成 立 , 其 右 端 各 项 系数 即 为 adus, 它们 是 非 负 的 且 总 和 
жї. 3⁄2 j= 0, ДЕЯ (8.79), 同样 的 结论 成 立 , 

现在 很 定 命题 对 成立。 Best 1, 则 可 仿照 证 明 命 题 
73 的 方法 来 证 明 结 论 成 立 . Bice tl, 则 有 


a 
tet of kti Rl 
afters Уу aA Puls, 


om 


其 中 ai” 0, В. bs. кы = 1, HE (8.78), (B. 79) AEM 
后 得 到 
afte m aL ACL + r RA u — r Pikat) 


+ > aj it (^ — пед 


s-m—ji 
foc 
— 2 ВИ нянь) PEPPER 
+ (1 — 2a 一 азы T rglu+ka-hni+e 


+ ( a + РЕН + > Рана) «| E (8.81) 
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& FAS да EE 


ET 
+1 , 
utt = >; aj buries 


*=-; 


JB (8.75), (8.77) 保证 4.420. 最 后 令 uuml, HER 
(8.81) 与 上 式 右 端 的 系数 , 即 得 ai= 


现在 把 af RERE DERAK Us(x, ғ), TETN i 
题 7.4 BT Nea, | 
命题 8.6 x (8.77) Ж, 则 对 任意 的 t > 0, г > 0, 都 有 


NOE Иа, 


< (Gar — + 4h) Var u(x, 0), 
г Dae aga 


TH 8.6 3E FU) SEA SEE, МЫ (8.72) 存在 弱 解 
U(z,1), ЖН Ute, DEJ, MN U(z, 1) * Var Uls). 


证 明 根据 命题 8.3 和 8.4，{Us(*, 23} B-RARBAA 
界 变 差 。 仿照 定理 7.1 的 证 明 方法 ,可 从 中 选取 一 个 子 列 ; 仍 记 为 
(U(r, 9}, EEEE f(x, 010 < x < co, z > 0) HH L: в 
数 一 致 收敛 到 U(x ,1}， 下 面 来 证 明 U(x.:0 Я (8.72). 设 
p(x, r0) BERARD С” 类 函数 ,并 且 对 一 切 :，$(0, 0) = 0, 
现在 用 krof FE (8.73), 求 和 后 得 到 

m > x "m [E — айы — (1 — 2a)af — aufa 


k-0 了 一 上 T 


= 0, 


Е} FR, Ву) — GI 
r ee 
其 中 =}. = Cali, us), 注意 到 


ы Ft,,— Ft = pt 一 pt. 1 | 
— Rf Gt P— = ku | E ЕХ + = Fe, 
> 25 ^ 2h # 2,9! 0 


j-] 


m k — k E 
— ў) ED rep LEO 一 之 k elha) 


j*1 jm 


+ " ФЕ (а) E] 


k — — 
У аш инт фий» 


#=0 ki 


° P2 Фи — 290 + afa) 


31 


= < {> (фін — 29; + Фи 


+ ФЕ (ий — ut) — (GR — estt, 
就 得 到 


" >> > афа + (1 一 26 tapja Pi u 


#за1 j= 


+a Se tin — ot = Fk +, GS 


LES 于 二 二 i=l 


k 
c —22a)$ + apta) == — hr > > Фра pi 


кеб fel ñ 


X glz r > (ое + ote(sta)) 


一 У (Фиша — ut) — (dt — bi). 
因为 $ = 0, e ROB ЕА, TT B. MER (8.74), 所 以 
LAHA OCA), 4 A> 0, RBS 


C Ceo + Seren) 


ate, 0080046 = 0, 
注 记 8.5 在 (8.73) 中 选择 不 同 的 2 值 和 g， 就 可 以 得 到 许 
多 熟知 的 格式 ， 便 如 取 a= 5, g 2:0, WERS Lax 格式 ， 


Олейник{ 1957), Nishida, Smollec( 1977) 等 都 研究 了 双 曲 型 


DEK, нра. 
« 290 < 


$4 不 定 边 界 问题 


关于 激 波 的 计算 大 致 有 两 类 方法 . 87 中 的 方法 ( 除 特征 型 格 
AAR S 8.3 中 的 方法 都 是 穿行 法 ， 或 称 为 敬 波 捕 提 法 。 另 一 种 
方法 蚌 激 波 拟 合法 ， 即 用 Hugoniot 条 件 或 其 它 方 法 确定 激 波 位 
置 ， 然 后 在 解 的 光滑 区 域内 用 通常 的 差分 方法 求解 ， 后 一 类 方法 
通 浸 导致 内 边界 问题 或 不 定 边界 问题 ， 下 醒 用 一 个 简章 的 例子 来 
说 明 它 , 详 见 王 能 起 (1965) ЖЕ Ж ЕЕ, ЕЕ (1965) 的 
论文 。 假设 在 * 一 0 ДН, Ч: 0 BA x59 
发 出 一 个 向 左 和 传播 的 平面 激 波 ,并 在 s I BAIA PE, Ала 
RER WA 8.1. 用 U, p, 卫 和 分别 表示 反射 后 的 速度 ， 密 
度 ,压力 和 比 内 能 , 则 在 解 的 光滑 区 域内， 它们 满足 下 列 方程 组 


Ё 


(0, 0} (5, 0) 


图 8.1 
Эр , IPU) 
9: + Ox 0, 
OC pt) [e] | 
д; + 5; (e+ P) = 0, 
o (€ + eE ) 
2 a ( {л 
+  +F)+ РО} 0, 
or Ox eu (8 ) ) 
P = fle, E), (8.82) 


其 中 Кр, E) 是 状态 函数 ， 
当 re В, U, p MP AOA, ME 0(0,:) = 0. 
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用 > XG) 表示 微波 反射 线 的 位 置 , 于 是 在 其 土 解 发 生 间断 ,用 
[z] eas = ВОВЕ, "s gom 条 件 街 到 


[1 = [e] 5 一 一 


. ax 

[et + P] = [pU] E (8.83) 
[ou (Z +E) + pul = [e + ek | 32, 

Sr 88 АЕ ERAS, TARE 

[lev ¥ = [pl oU? + P], 
[° (Ан |р = тоа + (в) + ev], 

它们 表示 活动 边界 上 的 边界 条 件 , 这 样 就 构成 了 一 个 完整 的 问题 . 
方程 组 (8.82) RARE м =U + a, hU, bhAa, 
其 中 a 是 声速 . ATP, BA 470, 1, > 21, > M 
Ala, <0, МЩ x= 0 时 ，2 一 0， 因 此 固定 边界 是 特征 线 .最 
后 还 可 把 厌 方 程 篇 化 为 对 角 型 方程 组 ,从 而 转化 沪 考 盯 下 殉 问 题 


U, 8U, 
5; A. = (к, rU), 1513, 
0 =< < =< KO), Ota, 
U,(0, 0) = 0, Dei, 
Ui(0, г) == GG, U,, Us), 1 0, 
UCR, 1) = GG, 1,0). 220, 
U,(X, 1) == G(X, 2, U), tm, 
ax 
и, ty U), e> 0, 
€(0) = 0, (8.84) 


其 中 U = (U,, Uz, U", БЫ ЖЕ! mE, ЗЕҢ SE EE h 
КЛЕЙ 8, y Ale, ШЕЕ D = I(z,:, UD) 0 rx v, бш 
edo, IU] <s) 上 ,满足 下 列 条 件 : 

G) ЕЖЕ, u, d, G, 和 疡 都 对 变量 满足 Lipschitz 
条 件 。 
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(ü) 定向 性 条 件 , 即 存在 平常 数 M. E19 
Mss ъ= M. =< 0 < M, = = = M, =< x, SM, 
M. = 4,5 Mi, 
详 见 图 8.2, 其 中 M; 表示 直线 TE = Mi 


图 8.2 


为 了 保证 固定 边界 х 一 0 是 特征 钱 . 还 假定 由 边界 条 性 可 推 
得 4200, ty U) = 0, 从 而 由 原 方 程 得 到 


au, 
dt p di(U, f, U). 


(Cui) АКРЕ, ВП 
8 == max{Li?, LY, LP, LY} < 1, 

其 中 LP 表示 Gi 对 U, 的 Lipschitz 常数 ， 

为 了 计算 不 定 边 界 问题 ， 首 先 必 须 构 造 合 适 的 差分 网 客 ， 取 
上 方向 的 网 格 步 长 为 固定 正 数 r, Шох; 表示 x 方 向 的 第 i 个 格 
А, him zin rn H of S Z, RAR Ulna 和 Klay) 的 
VUE, wa (Жї, гл, ui). BRA & = 0, s= 0. 又 由 不 定 
边界 方程 得 到 

名 一 名 十 realt, 0, 0), 
从 而 A = Z, — Z = z, = ral, 0,0). RE, 时 肇 的 网 格 点 
及 全 部 uf 都 已 确定 , 则 定义 
0 (8.85) 
à 一 Eia 一 tks & = 0, : 
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W 8.3 


这 样 就 构造 了 活动 网 格 , 它 与 近似 的 不 定 边 界 * 一 站 #4) 相 吻 合 ， 
Ж, 8.3. . 

下 面 来 建立 差分 格式 . 假设 点 R, P, О, О, О” 和 5 的 
位 置 及 其 座 标 如 图 8.4 所 示 。 首先 过 P 点 作 第 一 族 特 征 线 的 近似 
BEY: 


R(zp tag) Piris tet? D' Gia fani 


p. 


QC» ta) Q" (xi, ѓа) SCs tea, tat 


图 8.4 
dx — 
p? 60, «(9)). 


H (8.85), P, О АИ 


Xia — ti 


ш. == т ` 
ЖАШ, mi А(О), Ы g 与 К, 0 两 点 的 连 线 
3ET— Qi TRS Q, 两 点 闻 连 线 的 长 度 
RO, = 名 т. 
ДЖ, РАНЕ REANIM m 
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Як ДО, (0), 
dt 


qug 0. 0’ 两 点 的 连 线 交 于 一 点 0. 又 过 P ARS REE 
SOI wu: 
! = = 1400, #(0)). 


则 它 与 Q', Q” 两 点 的 连 线 交 于 一 点 Q.. 
m(P) — #6)  4,(0, м(0)). (8.86) 


T, 
但 О, AERA MEER Ж (О). "Filiis 
Айы Ale, tee wj), di, = {Кау th, и} }, 
则 由 网 格 的 构造 方法 和 红 ， 的 定义 得 到 
PR PR 


—— = ш, — = Аш» 
T Ti 
BI 
__ IP (8.87) 
n” Mut 
Ax 


Hj Bj 
(Q0 = уу a (9) + (1— Te) = Сю, (8.88) 
并 把 它 和 (8.87) КА (8.86), BER BS 


| E La тш 
а) = (1— у) «(0 + у, 00) + үр, 460, (OD). 


1а айо 一 SL, HA ee by ; + 1， 则 得 到 


Ау 
ult! — (1 — alia uth, + ok; uty, + rat dli, 
lDejsekcrl,kz0. (8.89) 
疝 理 可 得 到 


ut? — (1 一 ори + alui; + той, 
l< j < = 0 
a, & > — (890) 
eo — Ë 
4 Bj d а 一 м? 


. 255. 


uh}! ma (I — при + аб + той йз, 
О =< k, K> 0, 


(8.91) 
Ug == ё, 
a; — 3 
HERE | 
20 == 0. (8.92) 
e ЕЕН ЕТЕ) 
uti = Gi ua, Has Hla). k zo, 
uit! == rat, + at => 0, 
^ 2.0 | 145 А & (8.93) 
Ubi 7T Ска, as Wig), ќ > 0, 
ukt = Gi XR. ITUR ut), k > 0. 


在 具体 有 求解 时 , 先 由 «f. X, 和 (8.85) 2 Fano BA (8.93) 
确定 af 的 边界 值 , 最 后 由 (8.89) 一 (8.91), 并 应 用 单方 向 的 递 
推 公式 算出 全 部 «ft ШИН. 

FR REA LR RANE. 假定 原 问 题 (8.84) 在 区 域 
Ur Sr S U, 08:88} + Ram (U,X), BR 
阶 导数 满足 一 致 Lipschitz BH, ЖЕ IŠO <r, jul <s, 
于 是 QU, X) ЕТУ. 

UR =(1—aty. UR tats UU rm d O(r2), 
OFF = (1 — af UR а, Ето (т), 
URN OR, + Ву + rat dt; + О(г), 


(8.94) 

其 中 . 

B = (Xj, 5, UD), Ms = ux n, UP, 

_ k B 

dt; = dfx, te UF), бу = ito 

А Bj a Fi 

ay B; + діа АМ? s B; — М 

以 及 


Us m 0, 
[utt — Gua, URS, UL) + Olr), 
fret) — rd 0,n, Uf) + Ul + 0(0), 
jug Eka = СХ, Feats Ut) + О(т), 
ш} = GIL, tans Uto) + OC), 
Ян == X, + ra, + Olr), 
Woot = ut — Uk, y, Xy — X4, НА (8.85),(8.89)—(8.95) 


得 到 


(8.95 } 


ott = (1 — ot jar ott -十 mË IU + gia, 
Іра Ak + 1, K> 0, 

okt? = (1 一 ats ott pa 十 ak oki + gt (8.96) 
<< А, K > 0, 

okt = (I — obs ott, + айу + gi 
Oss k, ASO, 


其 中 
一 
— aj Uti 一 TD 二 De， 
кы = том, — ай йы) + (ab — «СЫ 
Utia) + Olr’), 
Let = r(al;di — аа) + Ca; 一 of (Uti 
— Uf) + Olr’), 
UR 


a 一 一 
ri == 0, D. 
vt ho = Gina, thy, 13, žo) — G Gua; Ui, 0%.) +0(т), 


ett = vk, + Bia. 


gig == tdi. — Tdo + Olt), 

ы == Gol tears fears Mi t0 一 GR, Tents Ut a) 
TO), 

vib = Gigas ёна» uta) 一 GC La teas UT) (8.97) 
+ Or), 
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Укы m Yk 2, `` 
y, — rim — Fy) + OCC), (8.98) 
yo = 0, 
今后 将 应 用 下 列 两 个 引 理 。 
引 理 86 设 c 和 e BARA, a> 0, HH 
att! < at + сата + cx), & 2 0, 
那 末 , 当 Ars 时 ， 


at «eig? 十 《ee 一 1)e, 
证 明 
atte, = (at Не (И + ст) =< --* 
=< (1 er)? + су), 
从 而 当 Де = 5 时 
at е“ (a? 4 cy) — c; m Va (ей — Deg, 
下 面 记 Да. — max dw. 
Осал 
3187 BOK sc sal, ШТЛ: 
(i) mR 
we = (1 — Bh wht + Ван + gia 


Ту АЕ, 
则 


А 1 1 А 
lal < max (1927, Печь + + ligte); 
OE 
wit = 0 — 89v) + pwka teh ISSR 
я 


Hoots < ma ( а dL, Ie + 3e; 
Gii) 如 果 
wet = (1 — Btw ht + get + gt, 0 < ; < k, 
T 
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Jw < ma (1, tlle + etle). 


证 明 KEHA O, BE beh") = let le. E em 
0， 则 结论 自明 S CE i 
Joh) жс (1 — 8 wR + halwat + igh-als 


fetta < ей + $ 124... 
下 面 记 


12411 = таз letl, | mill], — max Пе, 

Це. 一 max defe. dell. maxi edil. 
[ES D] 

Ш == max | Ук}. 


定理 &7 н 450 KAFEES NNER fe 和 бе, 
使 得 当 r< re, Ar =< 8, 了 时， 
Hylli = O(c), Ша = ОС). 
证 明 ”采用 归纳 法 。 显 然 , 由 初始 条 件 得 到 
НП = IH allie = 9. 
假设 定理 已 对 成 立 。 由 于 ale, +, U) 满足 Lipschitz 条 
件 , 因 此 存在 正常 数 ea. (Ri 
val = ету, | + leži + D. 
因为 Ша = ez， 所 以 由 《8.98) 得 到 
Dial УА + (с. + DE + r). 
根据 引 理 8.6, 当 A+ Dr s 8 Hi, 
Fear | Се + — гу, 
om 8 适当 小 ,使 得 ee 2, WD |ы] < r, Ш 
ыі S [imn] + (Хы: «T. 


тисинен . 
M А А 
0 < — + 1, 0< 一 一 一 一 x 1, e 
i^ = ау < 27. м; < & D. 
0 Mio < <1, 
Big > 
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BREL HRS 8.7 At (8.96) 得 到 
ete =< maxt lott}, fet. + с е), 
lode < max( loki), (рр, |, Пе + eset). 
Wot << max( |4 |, lot? + ole lhe}. 
因此 最 后 只 要 估计 qe. (okt, (ott, lefu Яп Del. 
例如 根据 si; 的 表达 式 及 可 微 性 条 件 可 得 到 
Пе. =< coe Сия + т). 
XH (8.97) ну = ‚РЧ {ЖСК HE 
Left | АШ ТТ + ста + z), 
ed SAL, + eer, 0 < 0, < 1. 
因此 
lof La << max (8, Hof, + ce, е 十 eez 人 ol + r)t. 
司 理 可 证 明 
let eo =< тах {Өк + ests liell + етә + +}. 
ost". =< max(8 Па cot sill oll, + cere lll, + 721. 


于 是 


Hailan < mas |. , Нь + cellulis + э}, 


H JE ЕТЕ lel 一 ot), 
Kon = GE ЖЖ SER (1980) SRS PR, ЖЕ 


在 解 的 每 个 光滑 区 域内 ,用 $8.2 PRR RE. 
59 高 阶 双 上 巾 型 方程 和 非 线 性 波动 方程 


原则 上 说 ,高 有 阶 双 曲 型 方程 都 可 化 为 一 阶 双 曲 型 方程 组 ,所 以 
本 节 只 介绍 一 些 直 接 处 理 高 阶 方程 的 方法 ， 首 先 用 Fourier 方法 
订 论 常 系数 方程 的 差分 格式 ,其 次 叙述 了 非 线 性 问题 的 能 量 方 法. 
本 节 着 重 介 绍 一 些 解 非 线 性 波动 方程 的 数值 方法 , 例如 求解 Kor- 
teweg de-Vries М. RLW 38, Klein-Gordon 方程 ， Sine- 
Gordon ФЕ, Schrödinger 方程 和 Dirac 方程 等 ,虽然 它们 并 不 完 
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全 是 双 昌 型 方程 ,但 具有 许多 共同 的 特点 ,例如 守恒 律 和 在 一 定 条 
性 下 在 在 着 弧 波 解 ,因此 在 这 里 一 起 加 以 研究 . 
91 ERS BHMA Fourier 方法 


最 简单 的 问题 是 下 列 弦 振 动 方程 的 周期 解 问题 
OU OU 


as — 5975 — 00 < x < co, 0 < =< T, 
U (9.1) 
Jr (z, 0) = U,(z), — оо < х < со, 
U(x,0) = Uj), — ox < со, 
BE Ож) є C, UEC, Н = 为 局 期 ,于 是 
Ux) = >; йы Sin mx, | 
=: (9.2) 
Uir) 一 > b, Sin mx, 
这 里 I 
а» == af Usl) sin mx dx , 
T 
b. = 4 |) sin mx dx, 
x Jo 
出 D'Alembert 公式 得 到 
U(x, t) = + [ (+ + Ux — 1) 
ті ` 
十 | wy» |. (9.3) 


ERAR U(xw to) 依赖 于 经 过 点 (xo, в) 的 两 条 特征 线 
хх: а, хо — {== с, 

ТЕ x ҢҢ E BER РАЈУ ВУНЕ, ЕБ RRR 2 00а, t9) B9 (x 
HR. 反之 , EAT AA x. ЖЕЙУ ШИЕ ЖОНО ВОЗЕ EAT SE 线 
thee xy, z — !# = xo 
BIB TE RA TE BRERA RA x 的 影响 区 域 ， 
MEA 4 和 7 ПЯ) х 和 + HK, 


* 30} + 


r - +, sj th, t] m ke, и*(ж) = a(x, t), 


BBE (9.1) 的 最 简单 的 其 分 格式 是 
sh (z) — ий. (а) == 0, — co < xz < co, k 22 1, 
ux) = U(x), — co < x =< осо, (9.4) 
ul (x) = Ux), — ор =< x =< co, 


WR, we) 只 依赖 于 线段 [x — kA + Kh] 上 的 初始 值 ,这 个 
线段 被 称 为 x*(x) 的 依赖 区 间 ， 有 反之, 解 受 点 x。 处 的 初始 值 影 


HARRER THR + + ten 和 = 一 二 一 吉之 间 的 扇形 中 


的 风格 点 , 它 被 称 为 x. -点 的 影响 区 域 ， 莽 分 格式 (9.4) BO SEE 
358€ 85 PRIX Bl KU, Br 的 大 小 密切 相关 . 

定理 $1 若 + > 1， 则 存在 无 限 多 个 初始 值 UG) 和 
Ute), tHE их) 不 收效 到 相应 的 0%»). 


WA «о 只 与 区 疗 [= 2, 十 te 上 的 初 值 有 关 , 而 
这 个 区 间 被 包 售 在 区 间 [z n. z + al 之 肉 。 如 果 ОКР 和 
UG) BET (9.1) 的 解 Ul), DATKE Ule) 和 U(x) 
在 [- 一 cx 一 d * Ë +, x 十 A 上 的 值 ,从 而 得 到 新 的 
м 0710), 但 与 此 相对 应 的 差分 解 PO) 却 不 改变 ,因此 i^ GO 
AWE 0500). | 

#091 Miel 1 时 ， 却 存在 一 些 特殊 的 初 值 ， 对 于 它 玉 
说 ,格式 (9.4) 是 收 化 的 . ;例如 Dahiquist (1954) 指出 ,如 果 初 值 
是 解析 函数 ,。 则 至 少 在 某 个 子 区 介 {*le < z 二 6} 上 ,由 格式 (9.4) 


得 到 的 解 收敛 到 相应 的 连续 亲 题 的 解 . 
( “下面 来 推导 гос 时 格式 (9.4) 的 解 的 表达 式 : 为 此 先 考 起 
下 列 疝 题 的 解 
sh(x) — vis(z) = 0, — co < z < оо, kl, 
v(x) = 0, — 00 «x < co, (9.5) 
их) = Ule), — o0 =< x < ор, 
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$ о) 一 由 人 z)9t， 将 它 代 人 上 式 后 即 得 到 
[eoe = ср), 


bi = opt, (76) 


其 中 < 是 常数 ,因为 
| 


(sin mr), = — — sin?” sin mz, 
5? 2 


A 


的 解 , 并 由 第 二 式 得 到 


PUL em cnm — ны”, Др sin me эр (9.6) 第 一式 


4 . ; mË 
dh == 一 = sin2 > $". 
由 于 
(sin иёт), 一 一 + sin? Æ- sin pr, 
T 2 

因此 ， 若 sn i seo, XH 

. дат | 

sin P = rin ZE, (9.7) 


则 sin ake 怡 为 (9.6) 第 二 式 的 解 ， 由 于 ， < 1, (9.7) 的 全 部 


ou. ВР, HAS —=< E «x. — 类似 地 可 :证明 


cos pmkr 也 是 (9.6) 第 二 式 的 解 , 从 而 Фе соз peg Rr Ham sin Hyg AT 
也 是 它 的 解 ， 叉 因为 ФЬ—1, фа. 一 0， 因 此 i 
他 = 1, 
É m COS дыт + d,sin дот == |, 


并 由 此 得 到 
sin Met 
dou icm esp 0 07, 
Sin д.7 cos тт. 
2 
和 


ume 


"m _ 98 (С mi z) Em | 


Bmt 
2 


cos 


Ent — 0, 则 可 取 oh 1, 
ROR PURO Ob WU EB ARA Fe (9.5) 的 解 ， 
ek (a) = 5 ad sin mx, 


тт= | 


(9.8) 


因为 >; lane) CRA RES + 过 1 时 ,可 以 由 (9.7) 得 到 


laži =< —— = - =—› 
мі + 


所 以 (9.8) КЫЗЫ. 
FR AS ДЕ F PUA BA AE 
wile) — mt (q) = 0, — co < +< co, kel, 
| = UG, — co < z < o, (9.9) 
о we) == 0, — 00 =< x = 00, 
0 RE w'OD 是 (9.9) 的 解 . 令 o fO) = — (к), И (9.9) 
Sj & < 0 WARM, М tle) == wA 一 wt) 也 满足 同样 


МЕ. МХ 
fe) = oC) — (z) = (z) и’ (Е) = TU), 


所 以 由 (9.5) f (9.8) 得 到 
zi(x)-—r > bapi sin mx, 


Mitt 
#-1 © k 
w'(x) = Уе! (а) — r У, У) b. di sinmz, (9.10) 


m=1 е=1 


只 要 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 由 于 当 У) ub KRE +< 1 时 ， 
== 1 


+ 304 + 


一 
T S фа mr 


#=1 


因此 (9.10) 确实 是 收敛 的 。 
最 后 , (9.4) 的 解 是 К 
«(x)» o) и). 77 X941) 
FRIED: ЕН (9.7) 知道 ,对 于 固定 的 m, 
м д 0 Hf =e, — m, Ni Ф con mk ДЕН (9.8) 的 一 致 
ВЕ FEl 


jim G) = s a, Cos maT sin mr 


m-1 


> У\ an sin m(x + At) + 5 D>) as sin m(x—&r) 
m=i m= 1 
1 


Ож + kr) + = Ux 一 ќт). 


— 1<0< k, 4 R— 0 BF, of RR 
cosmar, MAA 


lim zx) == Jimr > > by, сов тот sin mx 
m 


m=] = 


-- lp [X sin m(x + £) 十 > imme EJ 48 


т 1 
"e 


: N (Ок + E) + U,(z ЕЕ 


+4 


-Li[ t uos, 


2 rir 
ВН (9.11) 得 到 
lim u*(*) = — > (Оа + £r) + С 一 e» 


+ 1 e ОТА (9.12) 


由 于 Ч) € С", Ui) e C, GI BB UE EX tA (9.1) 
АЈА, 
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ET r = | М, ИТ: Courant, Friedrichs Lewy (1928) 的 
方法 来 分 析 。 此 时 由 (9.4) 得 到 
akg} — u^(x — В)  ut(x + hp) — ut IQ) m eee 
= yr + Rh) — (r + ХА — А), з 
# = ИШЕ bE AOR RUBSEEI 


Whe) = Uola — b — A) УЗ Gle — Ë + 20) 
— af (x — kh — A + 20h)) 


— Ux — Rh —5)4 S3 (AUG — АА " 208} 


| TU — kh + 20h) — Ох — kh — А + 208)}, 
由 于 0.6 C ЦЕ C, HUY 上 一 0 В, ER ABA 


1 at 
Uc — kh) + 5 [Us — kh + 4 
1 2kÁ au, _ 
+1 |, Au (x — kh + EE 


- Ef puas 2 лен) а А0), 
2 jr - 2 L 
从 而 得 到 与 (9.12) 同样 的 结果 . 
.| 综合 上 面 的 分 析 , 就 得 到 下 面 的 结果 .。 - 
“定理 92 E П.Е C, ЦО Е C, rx 1, WA — 0 
Ei, (9.4) СНС (9.1) ВОВЕ. | 
O’Brien, Hyman, Kaplan (1951) 最 早 用 Fourier 方法 分 析 
(9.4) 的 稳定 性 Douglas (19562) BHAT ESKARA 
都 与 所 选 权 的 范 数 有 关 ， 当 or < 1 时 ,格式 (9.4) 的 解 是 点 点 收 
人 将 的 ,当然 按 lutis 范 数 收敛 ,从 而 由 Lax 定理 , 格式 也 按 此 范 
ЖЫР. (BSA 


ит) = whe) ии. 一 web) А 
_ AN А0) — ах — 5) 
wt (« > ) n ñ 
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Я] (9.4) 等 价 于 


a ( Á 
k 十 一) 一 wt — 一 
ORE ON (= 2/ “ V 2/ 
T Ë 
кн. £) обу 2. 
z (s 2 н (= т) змес) —s*"(x —h). 
T А 


(9.13) 
把 第 一 式 中 的 ¿GD 代入 第 二 式 ， 然 后 应 用 分 离 变量 法 得 
Si epe | 
eq, o-(5,^ aP 


a 1—4 
其 中 am 2r sm 全 Шут, CO, r) 的 特征 值 是 
i9(G) —2— 2 +i 4 — 2 
2 (9.14) 
a9(G) = 2 — а? — ¿a 4 一 а 
2 
ЯК, (APCG)| = PCG) | = 1, Ж Von Neumann ff, 
E2934 ro cl М O< Bh «2x М, iU зе 205. Hm no, 
gh = 0 或 2x m. Gs, т) 是 单位 矩阵 ,所 以 总 有 两 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 规 范 化 后 则 得 到 


(i) = 1 ia (2) = 1 ia 
” mhe " Уо) 
A Gram 行列 式 为 
1 ia AY 一 上 i 4—gq 
2a? | ia да| -iame 2 2:0, 
BEHER 4.6, 格式 (9.4) 是 稳定 的 。 


E r=l, WH ВА Ш, а= 2, НЫ 20 m 400—1, 
并 且 GO, c) 的 初等 因子 的 次 数 为 2, 因此 存在 祖 似 变换 5, 使 
得 


* 30? + 


—-1 1 
Gü, = sÍ _ |)”, 

al ME CIL Dy o 

Gg, т) — 51008, vs es^ Ca 5 Я 
BA, САВ, c) 不 一 致 有 界 , 因 此 (9.4) ERER lotile Па 
不 稳定 的 . 

定理 9.3 格式 (9.13) 对 任意 初 值 按 范 数 llt, letl 稳 
ENR RRA r < 1, 


92 非 线性 格式 的 能 量 方 法 


研究 高 阶 双 曲 型 方程 差分 格式 的 另 一 个 重要 方法 是 能 Е. 
Less (1960b) 等 最 早 把 能 盟 法 应 用 于 线性 方程 , 后 来 推广 到 一 些 
PEFR DE., ЖЖ (19822) 等 则 把 它 应 用 到 更 一 般 的 
非 线 性 问题 。 本 节 考 态 下 列 特殊 的 非 线 性 问题 

eu eu / aU au 
"as aa m (eo 0, a> а=), 
—co«cxre«c,t0-— = T, 
U(x,:) = U(z+ I, 2), — оох clo, 0 =<: = T, 
oP (a, 0) = U (x), — oo < x «cO, 
U(x,0)-— (ж), — оо < z =< co, 
(9.15) 

假定 (9.15) 有 唯一 的 古典 解 ,并 且 存 在 正常 数 ce， 使 得 对 一 
Я х, : 和 1, RA 

OF (x, t, Yay Yay Ya) 
ду 

id Hem {|а jk, LSSI l, /й == 1 + AY, Я 
用 $4.3 中 的 记号 ， 今 用 下 列 显 式 格 式 解 09.15) ， d 

[^ нке) = F(x, tg, и (м), uf (X), ud (2), 


« 0, ¿= 1,2,3, (9.16) 


EE RS), 
u^ (x) = и*\х + 1), r€ Ja, «20, (9.17) 


i108 * 


=U), ee. 

ux) = Ux), x€ Fi, 

BE (x), aCe) 和 右 端 计算 发 生 了 误差 (s), #009) 和 
f), M «Go 的 误差 EGO SET SA 

(я) — Six) — Fes) GO. z€ .Z,, K> 1, 

eo cts D, zE Ža, £ >= 0, 
其 中 

Ptr) e F(x, ty, н) + S Qe) , uf Cx) + С), 

ube) + 8G) — F(z, ty, utu ud (s), На), 
ЕН (9.16) 得 到 
Са) < со + EE GO НОО). (9.19) 

ТЕЖ, RB (9.18) 对 22$ (x) Ж 

内 积 , 则 由 引 理 4.12 和 4.15 得 到 


2 ~~ 
IB + late, 一 = | mm 2(E + PF. aj), 


(9.18) 


把 上 式 对 :一 25 (K — ie GERBER 


2 
are + + ёш + кч — fagi 
1,- 1 2 1 
= ie + leit + let В 


k-1 | 
TOM CFE + 7,8), (9.20) 


ful 
MER а > 0， 都 有 
ya TUTA grege СОЕ 0) и, 
2 4 4 


显然 


A ак + Z акч, 


XH PAN r< 1 时， 


e309 


Z ааа а PCE а at < rla, 


所 以 
1 


T jgk- gE I бр 
2 2 


十 rollt P. 
此 外 ,根据 (9.19), HELLER с, E5 
I2(85 + 75, | < PL 4- B nar 


+ a CHEP + 08-9 + 1250 PIP). 


因为 
ZG) 一 号 S) + ZG), 
所 以 


(GG) < GEY + 2k > ие)», 
й Ата T В, 
ПЕР < 20] + 27v > Пар. 
把 上 式 和 (9.21), (9.22) 代入 (920), 就 得 到 


(9.21) 


(9.22) 


(= ry — enit + qz + (4 — fepe 
2 2 5 


< “арр + luu + PLA + ар 


k-i 
+ ет D CIE + ине ae р). 
ao 


& e 适当 小 ， r< SBR EGO — 7G) + тб), 就 有 


(1 — n — er) ath + c 
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eU. eee 


< e (Ig uli жаа Xu) 


t-1 
+ сат У) CI 十 LI 
Fey 


Et = (1 — r — erat + 2141, 


gto) = (ер + trie йр + ЎР), 
则 由 上 式 得 到 
Et = (Ër) + сут > ES, 


£= 


最 后 在 注 记 4.10 中 令 Et 一 Et, o(kr) = Akr), BEE FA 


E 


Ф994 Hr TT a0, n«l, ЯН 
ke < T, BA _ 
Ека B(Rr)e^, 
КИН. М U(x.:0 FES, 
ate) = u*(x) — U*(x), 


出 有 
вт) — thew) 一 BAG) + ft), z€ a, RT, 
RM rE Za, &> 0, 
x) = P (z), z€ Fa, 
lG — 0, xE Ps, 


其 中 (к) PRR. Ol = 0), 
Fx) = F(r, fks и*(х), u$ (x), uf (x)) 
— F(x, t4, U*(3) , Ut (ж), Ub Ce) ). 


从 而 由 定理 9.4 得 到 下 面 的 定理 . 


; 
定理 9.5 x ‚<үг a> 0, ro < 1, Bj 5 — 0 if, 
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lit — UP + ра Ue? + Net — UP = 000) — 0. 
SPR BEAR SHREAR, Less (1962) 还 再 它 研究 了 
多 维 二 阶 双 曲 型 方程 初 , 边 值 问 题 的 交替 方向 法 . 


9.3 M., Korteweg-de Vries 方程 的 初 值 问题 


前 面 我 们 研究 过 沿 波 和 行 波 的 计算 方法 . 另 一 类 重要 的 波动 
FEMME. AIDE BIBER BU U(r — 80) 的 
解 ， 如 果 一 个 孤 波 解 与 别 的 了 弧 波 解 相 磁 擅 时 ， 保 持 速 户 和 形状 不 
ЖЕ. 

Russell 在 1834 ERA BT Е СМ, Russell (1844)). 
JB, Korteweg, de Vries (1895) 研究 了 下 列 方 程 

oU ou gu 

da, tUg tarah — co =< x =< co, 0 < z = T 

Ute, 0) == U(x), — 00 < x =< co, (9.23) 
此 方程 有 和 弧 波 解 。 PRO K в (DL Bullough,. Caudrey 
(1980)) 


U(x, O = U(co) ++ asech? Ao U(co) 一 S} 
其 中 = 是 常数 . 

Zabusky，Kruskal (1965) ҮРЕ Т (9.23) 的 周期 解 :发 更 
了 孤立 子 的 重要 性 质 ,并 由 此 开辟 了 琉 立 于 研究 的 新 时 代 ， 

Korteweg-de Vries FHA ленин 

#8. Scot, Chu, Mclaughlin (1973》 曾 揭示 了 守恒 律 与 运动 稳定 
HEREA, Lex (1976) WHH, (9.23) 的 解 满足 无 限 多 个 守恒 
律 , 例 如 , 若 假设 UG D m Ux + 1, р, XU 


Роса =. (9.24) 

Í U(x, i) dx = cx, (9.25) 

|. lU, 1) —3 CR Ux, 0) y | dx = с, (9.26) 
TT 


Г „ЖЕП 


ET 36 КАЕ ES ROS. БТ A Re eR 
ВОЛЬ. 
y, ВТ, (9.23) 的 周期 解 的 格式 为 


(^ (=) ОА (x) 十 ик) + Pouf (а), wtCx)) 
+ ufel) + orukaQ e) = 0, x€ .Z,, k Z0 0, 
w(x) = s*( x + 1), r€ Fa, & > 0, 
С) = U.C), xe Fnr, 
EE | | (9.27) 


其 让 Hose) (6.27) HR, о «ат, 06061, — 16 
6t 过 0， 但 总 有 8 — 0, 
09-0, - <<, В (9.27) 即 为 郭 本 瑜 (1978) 


ЖА. 
下 面 来 分 析 守 恒 性 ,如 果 8 一 o = 0, 0% = 0, Ж 
иа) + Ки, uta) + избе (я) = 0. 
把 上 式 对 一 切 xe J£, 求 和 , 则 得 到 离散 形式 的 一 次 守 便 律 


AD) Ce) = h DD atx), (9.28) 

U х= ЎА x€ PA 

把 它 对 tO) RAR TERA (6.30) 和 
(2.98, w) + (n. errs) = 0, (9.29) 


就 得 到 近似 的 离散 形式 的 二 次 守恒 律 


dut == all + Dou. 


x PIED 820, WE 
“Кай + » JC Qe) + at QD), ut) + ; uas) 


T > uil) = 0, (9.30) 
不 难 证 明 , 它 的 解 满足 二 次 守恒 律 
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| lat? = qup. | (9.31) 
uv 28) fü (9.31) 分 别 模拟 了 (9. 24) 和 (9.25), 所 以 相应 的 
НН. 如 果 用 


» ак) к), atte) 路 ate) 


FU (9.30) 中 的 
; Кио + u^ Ge) иб), 


那 末 相应 的 解 还 同时 满足 (9.28) ЯП (9.31). 
“下面 来 分 析 稳 定性 ， 假 设 6t= 0, 而 а(х) 和 (9.27) 的 右 
端 发 生 误差 Са) 和 Ре), 则 得 到 
(x) 十 К) + vi Go) ut GO) + BI) 
+ К) + тик), О) + Sta (x) 
+ tA Qe) = tz). | (9.32) 
把 上 式 对 2040) RAR. 由 (6.30), (9.29) 和 引 理 4.12 得 


ial]? — rhal + 20084, JC? , w* 0) 
+ AR, Flak ++ brat, #t)) + 2orl, gt.) 
= 2H, ft), 
再 把 (9.32) 对 meat (0 ЖА, ДИН (6.30) #1 (9.29) 得 到 
mr || ë|? + тта, FRA, at 十 R) + тт, J(u* 
+ rak, RD + mr at, ates} = mr( at, f^). 
把 以 上 两 式 相 加 后 得 到 
Не + r(m — 1 е) №, ЕЁ =< А 


i=l 
+ (1 + em yp, (9.33) 
其 中 | 
ЕХ = 24%, J(u* + ёти, 85)), 
Ft == r(m 一 28) Cat > аб, u* 十 8*9, 
Е\ = тт 3 J(u* 十 are, a*)), 


. И+* 


Ft = rim — 20)(#, 815). 
下 面 估计 | Fil. B EI $ 6.3 中 的 分 析 得 到 

ЕФ =< Мир. (9.34) 
НУ 4.2 AUS] EE 4.3 得 到 


__ 1 
IFRI < втш} + ГМ 28 
Е 


АИ Ap 1 ath? gA Ë 
x (Mte а T asini). (9.35) 
进一步 有 

[FS < er + TCRO ( haee ч i ate). 
(9.36) 

类 似 地 有 | 
LERI < erate + КЁ” шар, (9.37) 

Е 

FE < arhat + ТС” — 22) раке (эзв) 


48h 
把 以 上 各 合计 起 代 人 (9.33) 后 得 到 


Wael? + т(т — 1 — яву] < м,{1 + 3 
x ((: + =) ze? + rn 0) IPAE 
+ eS PY ачу + уар), 


BE << в 适当 小 ,并 取 m — l 448 + po Р 22 0, АШ ` 
la]: + por ао м Сач + Pt + UB, 
id | 
Et E + эт? У late, 
PURT) lint? + Ma > Wwe, 
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则 有 
k-i 

Et < Ат) + Mac D (Hal? + ao. 
£-) 


最 后 应 用 注 记 44.10 得 到 下 列 结果 : 
定理 96 着 二 5 = 54, ВОГ) = 


时 ， 


， 则 当 Ae = TCA) 


E* < plkr yet, 
上 述 定理 表示 (9.27) Hg MB EHR s — L5. Ж 
Ute, z) 适当 光滑 ， 使 得 (9.27) XE (9.23) PB Г ЗН 
ЖЕНУ З AOA. (АЕ, т 的 限制 太 严 格 ， 


WR о> 2, m <=, pO WIR т = 20, ММ 


аЬ т(2е — 1 — 45) | 
< ма + каче + 17, 
并 由 此 推出 下 面 的 结果 ， 

定理 97 Eo I TS en p 2 2, АСТ) сты Мы, 
则 对 一 切 Ат Тр), 都 有 BA < pr), 

如 果 o=8> > Z < “o WER т <= 20 一 28， 从 而 得 
到 下 面 的 定量 ， 

定理 98 # c= > 
都 有 EY < p(kr)ewat 

显然 ,在 定理 9.8 的 条 忻 下 ,广义 稳定 性 指标 з 一 оо, 

# š = = 0, 0% = =>, КИ (9.27) 就 是 Zabusky, Kruskal 
(1965) ЖА. BACON. CORRE (9.28), 但 不 满足 
离散 形式 的 二 次 守恒 律 ， 为 了 克服 这 个 缺点 ， Sanz-Serma (1982) 
修正 了 这 个 格式 . 事实 上 ,着 记 
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; r < 则 对 一切 a(kr) Auk, 


1 
2 


G(u*(x)) 一 JORE), и (+) — ul GO, 
则 可 把 Zabusky-Kruskal 格式 写成 | 
uU (x) = ик) + 2rG( 8) ). 
Sanz-Serna АХ 
ah (x) = ut (x) + ry Glen), 


其 由 
| ate 2. А 
(Glut), GCu*)) ЖЕ G(ut(x)) >e 0, 
K 否则 ， 
不 难 证 明 


uiti Cut! e rG (uk), wt"! + rG Cut) ) 
= zt, 
E WB 8. 
还 有 许多 其 它 类 型 的 差分 格式 ， 例如 Greig. Morris (1976) 
采用 了 下 列 hopscotch 格式 : 
их) + F(u*(x)) + ar [FG G2), 
+ нё (а) + vafe. (x) = 0, 


其 中 FG) 一 i Сика) M, Hü 


s= f? Ekti 为 奇数 ， 
| 1, Ж k + ; 为 偶数 . 
Vliegenthart (1971) 132 T Foe Bedi =N 


ui ку + FGrhQO ) + utes) 一 É w (=) = 0. 


ВЕ SBA (19835) BINT ЕЕН Е, MAE 
5 (1978) 和 Кио Pen-yu, Wu Hua-mo (1981) 则 构造 了 各 种 近 
ROR SRE ER. ЖЕЎ}. BAR (1976, 1978) 还 
MRT РЯ Ж Korteweg-de Vries 方程 的 二 次 守重 格式 

BU QU , O""U 

ЕЛ TU Bz ur gy"? =o 
其 中 р, r 是 非 负 整数 ， | 
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or 


9.4 Korteweg-de Vries 方程 的 初 . 边 值 问题 
近来 ,Chu Kiang, Barsnsky (1983) 和 Guo Ben-yu, Weideman 


(1985) 研究 了 下 列 初 . 边 值 问题 
oU аи | CU | 
5; "Ug; T өг 0 0 <=x< 0, 0 < = T, 
U(0,:) = (г), О: Т, 
limU(z, 1) = 0, t 0 = r= T, 
U(x, 0) — Vale), 0 rou (9,39) 


其 中 g(t) > 0. Guo Ben-yu (1985c) 指出 ， 若 g), U.GO Bi 
是 一 定 条 件 , 刚 可 仿 Bui An Ton (1977) 的 方法 证 有 明 , (9.39) Е 
在 唯一 的 广义 解 和 古典 解 , 它 的 解 满足 下 列 守 恒 律 


оа, о) dx == |, Ui(x) dx + | i СЕ) + 2g(£) 
PUW, E) _ [80 1 
x и E (0, &)| | аг. (9.40) 
Ш Sam (ај hy 28,55), Fam FU, THR 
$ 6.3 中 的 方法 证 朋 : 
Ф 91 зи = 0, W 
(fa, m), v) +e, ши) = Ala, w, ш), 
其 中 
Аше в) = = t (ulh)o( Oath) + TOLOG 
+ «(0уе(А) (А) + uCh)vCO)m(0)). 
命题 92 Ж limu(x) 一 0， W 


i Ge Ó (was, w 
(Go, и), и) rus mw) Tis 42 =) 


— 5 (ung, we) 一 E ибо) (0) + «(Ау 
G93 3 imate = 0, WJ 
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(к, were) + (нуге, w) = Aalu, №), 
其 中 
Au, ш) == — w(h)u,s(0) + w,(0)uo( 5) 


— i аА) (0) 一 i mes(0)&(A). 


证 明 h Abel 公式 得 到 


(z, wees) 一 — (Ha, Wee) 一 E wis ГС 
一 i wel 0 )u( 5), 


— (ma, waa) = (nup, we) + wl One (5, 
(иг, ш.) = — (tess, w) — wih Yill), 
把 以 上 三 式 祖 加 , 即 得 所 证 的 结论 。 
RE (9.39) 的 最 简单 格式 是 
uke} + J(uk(xz) + brut (a), ut (x)) + tax) 


| + отаўуза (е) = 0, r€ Z), #20, 

u*(0) = gt, k > 0, 

ut( —h) = 2g* — нА), k > 0, (9.41) 
lim (4) == 0, ¿> 0, 

w(x) = Us), сє Я, 


№ 6 = c == 0， 划 由 命题 9.1 一 9.3 得 到 
Па — тн + diu, и, ик) + АА, ut) = 0, 


(9.42) 
Ж 5 一 o 一 2, ША 
latl -- AG + а ut -- at нб) 
+ я Аика ztt vt + at?) = 0. (9.43) 


FHF (9.42), (9.43) 模拟 了 (9.40)， 所 以 会 给 出 较 好 的 数值 结果 . 
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如 果 用 Ла) oat Cr), мА) + u^ G0). К (9:41) 中 


的 (uo 十 BraR(z), u^ Qr) ), FER = > BBE Bc BD Wa Е 
足 更 精确 的 守恒 关系 式 


= 
[etli e 3. a t e utt ak e tut ut) 


4 »" Абий + ш, ай + ut) <= 0. (9.44) 


不 过 采用 这 一 格式 时 EER Ar, АЖ PEAR 
数 方程 组 . 
Guo Ben-yu (1985c) 梢 计 了 计算 误差 .为 方便 计 , ASK 
mk. М РОО ABO) 展示 肉 点 与 边界 点 上 的 通 近 误差 ， 
Baw) = atla) — UNG), 
Ра 8 = a= 0 Бү, ee) 满足 
8 GO FICA (e) , Ок) О), a^) 


+ ба) = ), r€ Fa, k> 0, 
g#*(—Ah) = 一 BCA) + št, & > 0, 
Z*(0) = 0, & zm 0, 
limg*(x) = 0, k > 0, 
a(x) = 0, r€ Fa (9.45) 


把 (9.45) 的 第 一 式 与 284(Cr) RAR. НН 9.1—9.3 得 到 
leli — rizi + Ff ЧС, £5, U* + at) 
+ 41,08%, 80) = 0, (9.46) 
其 中 
ЕҢ = 200%, 300%, Ау), 
把 (9.45) МЕ ий) RAR MGS 


4 3 
mat? + S FE < scat? + as PP, s 0, 
im? ` 


(9.47) 
其 中 
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FE = mr(#, Л, Ut + #)), 
Рі == mr(at, J(U*, #)), 
FU = mr(a*, 2552). 


结合 (9.46) Ж (9.47) 得 到 
4 
П + (в — в) + > FP + A, gh, UF 
f=] 


+ 8) + ALG, ак) < alp + (1 + "тр. 
4g 
(0.48) 
由 于 (0 —0, Rk AG SUR) m0, 并 经 计算 得 
到 
А1086, gt) = — hU )at( —A), 
因为 (в) = 一 BU) + gh ЖН 
As a) — 人 (入 (一 和 CD) > ИР. 
又 可 伪 前 节 得 到 
> EH «ecl + м, {(1+ Z) lap + Z. and, 
f=1 
把 以 上 各 式 代 人 《9.48), 并 取 s 适当 小 ，m 一 1 + e, 则 得 到 
44: < мат + Z) ap + Ме qne 
+ M CRIP +4124. 
Wb «a, Hid 
k—1 
Br) = Мут D>) FIP + А), 
则 得 到 
Da? < alae) + Mer Б] Ci + we, 
PET) | 
最 后 应 用 注 记 4.10 83; 
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定理 9.9 x x Sa ü = o= 0, AT )e ^T < MAT, Ml 
对 一 切 £c < ru». 部 有 IP sCRr)e'^tr, 
如 果 s= 55 并 采用 差分 算 子 一 Јак) + utt, 


ик) + os 则 相应 的 误差 方程 是 
м + i GIG) BA (n), Оа) + Ож) H Go) 


t) + i JG GO) + U*? (e) , a^ Gr) + 8*7 (Q0) ) 
十 1 tael) + E gti) = PG, 


把 上 式 对 atx) + (я) 求 内 积 , 并 注意 到 8000) = 0 后 得 到 
atte + i (0+ + Ut, gt Z0), Q + gH) 


+ + 408% 十 йе", gk + at) 


< c ae + А. 


因为 
Agt аи) Mt АН), 
|(J(U* UR, tb tt), gt + | 
=< Мо + lak"), 
因此 
由 di gu 
+ gti, 
从 而 得 到 下 面 的 结业 . 


定理 9.10 若 采 用 上 述 格式 则 对 一 团 A, rk 都 有 


k 
Wat? «x Mur D>) СПР + #2 2812). 


é=o 


注 记 9.2 AURATA. SEERA, 
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Guo Ben-yu, Weideman (1985) 还 应 用 《9.41) 的 第 一 式 计 
Ë (xz), x= 28, 3 ， 而 用 下 式 计算 oA), 
нА) = au*(0) + Bu*(25) + ru*(35) + vut 4A), 


f а= б =, Y —v-0, ШЖ ТТЕ 00. fers, 


#—1, т = v0, WERE OU). E в, 


pm, y=], vat, 则 具有 逼近 精度 OU). 数值 结果 


表明 -, 仅 当 第 三 种 情况 时 ,计算 才 是 稳定 的 . 
另 一 个 重要 的 问题 是 孤 波 解 的 存在 性 及 其 信 数 . 如 果 问 题 
(9.23) 的 初 值 为 


H, 0<х <р, 
UG) = {,” sm, 


р E 
那 末 , 孤 波 数 为 不 超过 248 ІК ARE IL Eirota( 1971)), 
Guo Ben-yu, Weideman (1985) 对 (9.39) 进行 了 数值 试验 , 其 中 
Ur) = 0, 
i) = ү» dy жг Dd, dQ— ü, 
10， 和 否则. 

计算 结果 表明 ,对 于 适当 的 Н, D, USERI IMER Ей 
着 H, D HAMAK., Guo Ben-yu (1985c) 还 证 明了 计算 格 
式 的 收 伍 性 、 Chu Xiang, Baransky (1983) 对 梯形 波 的 边 值 条 件 
进行 了 数值 试验 ,也 得 到 了 类 似 的 结果 . 


95 ”RRLW 方 程 ,高 精度 差分 格式 
另 一 类 非 线性 波动 方程 是 下 列 RLW 方程 ， 


д; Ox 


өп Өөп eu 

ar + U =— + eU — л у=0, —oocreoo,0-nT, 
OiÜx 

U(x,0) = Ulv), —c < x «00. (9.49) 
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ix— FAB MERRY Benjamin, Bona, Mahony (1972) У, Me- 
deiros, Menzata (1977) 研究 了 周期 解 问题 ， 
Peregrine (1966) 最 早 用 下 烈 格 式 解 (9.49)， 


sk (a) + ILIO а) (ж) u$ G2) 


— uk. (x) = 0. 
Eilbeck, McGuire (1975, 1977) 也 计算 了 (949) ,但 他 们 的 计算 
显示 二 个 孤 波 研 撞 似乎 是 弹性 的 ， 从 而 使 许多 人 去 寻找 这 一 方程 
ШМ эЛЕ. 后 来， Abdulloev, Bogolubsky, Makhankov 
(1976) 和 Alexander, Morris (1979) 证 明了 这 一 碰撞 是 非 弹 性 
的 ， 后 来 ,Olver (1979) ХЛ БЕНГ RLW 方程 仅 具 有 三 
ФУР, АЕТ RLW 方程 与 Korteweg-de угез 7j 
程 的 重大 区 别 , 近 来 , 邬 华 议 , 郭 本 瑜 (1983a) 构造 了 一 种 高 精度 
格式 ,计算 结果 不 仪表 明 这 种 磁 挤 不 是 弹性 的 ,而 且 碰 撞 后 会 产生 
pu. 
НЕЕ, ЖЖ (198332 格式 的 出 发 点 是 把 (9.49) GA 


SV сай = 0, 
д; 


і ou 
6—0 ағ 
_ FU 
Әх?” - 
Ff =U — W. (9,50) 

根据 Kreis УР (BL Hirsh (1975)), BAIA 

ГЫРА ИСРА 

de 2 dx? Ja 


w 


= Z, + OCA"), 


dZ А / dZ 
агъа (ae). 7 Ze + 00 
于 是 得 到 下 列 格式 
U кш, t) + au(x, г} = 0, z€ .Z,, 0 < r Т, 
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AA wlr, t) = ust xr), €. Оз: < T, 
р(х г) = Jeler, Е), и(х,:)), ХЕ Я, 0 < ST, 
u(r, <= ole, t) ++ wCX, t), x€ .Z,, 0 < =< T, 
(9.51) 
其 中 Ли, s) HEM. AS 91.47 的 定义 如 下 : 


Шик = m (Сев, 0) 1000, 1) H- (x — b, 1), 


1 . 
„р(х, г) = (ЕСА, у, НЕ, 0)). 

Hy (9.51) 的 第 二 ,四 两 式 , 可 以 把 (9.51) 进一步 改写 为 
—-— + р(х, г) + uu(*, t) = 0, r€.4,,0 <: = T, 


Malay t) — m (z, 0) = valt, 0), E ОТ, 
Mex, 2) = JOD чх, 1), ЕЯ, 0 < , < T, 
a(x, t) = vlr, 1) + elr, t), ЕЯ, 0 < г T, 

i (9.52) 

如 果 „== Аг 时 刻 的 Са), oe), ote) 和 et) BE 
得 到 , 那 末 JER (9.52) 的 第 一 式 ; 用 P 阶 Runge-Kotta ,方法 得 到 
(к), АРНЕ, 四， 三 式 得 到 wt G0, wt) 和 

ew), НОВА № ОР + в), 

下 面 来 估计 计算 逮 差 。 AR, НД (9.52), защ 
TOW x 以 1 为 周期 。 因为 EERE, APRA 
L WO, РЖ (9.52) 等 价 于 

A £ Cale, t) — Luhr, 1) + Fale, 1), 


a(x, D сих, 1) = 0, 
jd a(x, 1) = G0) 一 U(x, 0, HAM, г) RRS, 


AF ala D — S a x, 1) + Ila, t), Иа, 
+ nx, 00) + J(U(r,:), (x, £)) + oc Ex , t) 
= Kx, t). 


把 上 式 对 а, D) RAGE i 
(WH), GO) + “€ Co RO), 8.0) 
dt di 


+ 20H), КОС), ROD + 2e ale), QD) 
= MC ae)? + Пе), 
并 可 仿 前 节 推 得 
(GC), 8G) + Cor SIRO), RICO) 


« м, | CECENE + FEW. (9.53) 


因为 Я L 都 是 对 称 正定 算 子 , 故 存 在 正常 数 o EE 
e MOM < (HE), BOD) < сабо, 
elato < Cr S20, 80)) < се, 
所 以 由 (9.53) 得 到 | 
асау + VC S aCe) + м, асса, 
其 中 | | 
&G) = M. | ПКЕ. 


最 后 应 用 Groowall KAFA TERNAR. 
EMG УМА ЕЯ KO, 都 有 
EOE A OIH ве". (9.54) 
O ẸRI 上 面 的 误差 估计 ， 对 于 边 慎 计算 无 误差 的 第 一 类 
初 \ 这 值 问题 也 是 成 立 的 ,并 且 由 (9.54) 和 引 理 4.5 推 得 
ls < Mp et. 


9.6 Klein.Gordon HEM Sine-Gordon 方程 
在 量子 力学 中 需要 求解 下 列 Klein-Gordon 方程 


zu OU + pU + dU YU = ie, D, 
Ри 
— 00 < ж < оо, 0 < = T, 
ЗИ (2,0)  U.GD, 一 oo < x < co, 
1 
U(x, 0) = Uls), — 00 < x «00, (9.55) 
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其 中 4,0220, PaO, Hid p= o2. 在 一 定 条 件 下 , RA 
ВЕ, ШЦ 9—1, 22, = —1 Hp, RA CW 
Buliough, Caudrey (1980)) š 7 : 


x — gi 
U(x, t) = — sech ( = — ). 
方程 (9.39) 的 解 还 满足 守恒 律 ， 为 简便 填 Же 
Ох, U(x + 1,7), 
于 是 当 Кх) = 0 时 ， 
өгү ‚уду ‚24 _ 
lee) + озу tae g UN] ae =a. (959 
定义 差分 算 子 | р 
со) = 2 |, lout Ge) + (1 — e GO IPC Go 
+ (1 — aja (x) Mo; m 


因为 -Æ (lal?) = plalz, ВЦ 
da ` . . .. 7 
2} (xz) G(ut(x)) = 5 (|a&tti(z)|° — [at (x) p 
(ud GG) = S Цифр. 0 (957) 


AR (19822) тыт кун 


uis (z) — uis QD + > P. (uA Qr) Heat" жс). 


=} (м), r€ aX, K 2 1, 
на) = их + 1), | x€ Я», А 0, 
uix) = U(x), x€ Fa, 

a" (x) = Ulti, xE Za. e (9.58): 


# AG) = 0， 并 把 上 式 对 id GO. 求 内 积 ， 就 由 引 理 4.12, 4.15 
得 到 Е 
li + alat + atl 一 AC T 


*. 327. + 


+ (иф = 0. 


把 上 式 对 : =r, 2r,- (A — т 求 和 ， 即 得 到 Et 一 Е, x 
中 
вх е junto + B pep + £e p + Lett 


l; ge т? - d 
+ а — p lef 十 Fi 


+ ак, 
Р 


LRA НИТ (9.56), 
下 面 来 证 明 格 式 的 收 襄 性 .为 简单 计 , 设 = = 2, И (9.58) 
与 Strauss, Vazquez (1978) 的 格式 等 价 ， 记 
ПАС) <= ut(z) — Ue), 
并 用 PRs) ЖЖ, 


w(x) 一 siae) + А gU) + Ete) 


+ GC) = P), r€ #4, & 221, 


050) = a(x + 1), x€ Fa, k 2 0, 
B(x) == P), А x € SF a> 
Ss) = 0, x€ Pa, (9.59) 


其 中 - 
GEC) = G(U*(z) + a5 (zy) — СК»). 


jg EX 22) (x) 求 内 积 , 则 由 引 理 4.12, 4.15 得 到 
(at + glate + 1833 — EARR 
+r (ш E G*) = НЄ) s FP), 

并 由 此 得 到 | 
ДА Ë yeaa Baza Мар 
aee + E Map + E e + lt 

+ Ligia дан ar GS, б) 
2 2 f=] 


‚32. 


= (zip + 2 Eep + Fz uL 


ан P an + S G, m. (9.60) 


ёт] 
Е 
r< qup < 1, a> 0, МНЕ (9.21) 来 估计 
f aar 
因为 
je Ф та E ^ tt + за, 


因此 由 (9.60) 得 到 
Q — 5 — eolit? + Ë Пар + аер 


+ ина > (а, 6) «т уэ ар 
k-1 H 
+ = SAP O20. (9.61) 
gel u e- *. 


后 来 估计 т У (8, GD. HE “一 2。 因此 
gal 
GG) = GG'G)) + Ё), 


йб) — 34 | CU") + а — e) Gy Cai Go) 


+ (1 — atte) do + 34 |, (ой Cx) 


+ (1 — о) (а) U Су 十 (1 一 DUC) №. 
从 而 由 (9.57) # $ 9.2 中 的 分 析 得 到 
208%, б = 2(GCa*), ij ) + 2(Ё*, " 


БЫЛ + Fe, 
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其 中 | 

Ён < Ма р + деса + zs) 
+ му + д) < MNP + ata 
+ de Ctt + tnt) + M unl 

koc | 
+ Ma УУ. 
fen ` . 
Ф e= 二， 并 把 上 式 代 人 《9.61), 即 得 到 


(1 — ra МЕНЕ + RAS + Bn 
ГЕЗ &-1 
< ми УЧР + ми Y ate 
ima ` = 


k-1 
+ м, (аа + IPE ++ >Р), 
ful 
其 中 
аи < 0А 一 Me PIM. 
W EMI 1 — r Me 22 5-0, МИ 
соз | Ai .k- 1 | 
B+ US) + Мут БУШ? + Мус HIS, 
. ELI Fea 
其 中 | 


Beg + T eme Sia, 


k—! 
ACRE) = Ma (IPI + nl + e >Р). 
BUG IETS 4.10 得 到 下 面 的 结果 ， 
定理 912 BER (9.58) Pam 2, 4 适当 小 ， 
r< f_t 
l+a 
ЖЖ ЖАНА ЖЕ akr), BA Ets 2А) емы, 
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, a > 0, z < 1, 


ERT DF RSA SA Klein-Gordon JE., 若 解 是 球 
C 对称 的 , 则 有 


aU 
5 一 一 一 -一 十 Ua It=0 
los ape ао TOU TAY > 


Ор co, йг Т, 
ОН (0,4) = 0, O< =<, 


E (о, 0) == (о), Oxo ow, 


'U(p,0) == Ulo), @ =< peo, (9.62) 
其 中 dja>0, #5 0, Vile) 和 (lp) 是 紧 致 支 集 函 数 ， 可 证 
明 它 的 解 满足 


WF GY + (EY + ew + navit mon 


现在 采用 $ 4.4 中 的 记号 ,例如 95, — 8$. G(w*Cp)) 
则 如 本 节 所 示 , 于 是 得 到 计算 (9.62) 的 差分 格式 


Wh p) + БАСЫ ОУ + £ и‘ р) + £ и p) 


+ Glul{p)) = 0, 603, А21, 
400) = 0, k> 0, 
wo) = (р), pe 05, 
(р, 0) = Uile), РЕ Qi. (9.63) 
CNM Et E', 其 中 
ве Па + E һе H datas 
一 Dat? 1,22 + 2 — р!» os 十 FIL ИЕЛИ 


+ atte, + Bea 


ЕАМ о = 0 处 的 和 逼近 误差 为 PO) Е, 
alp) = ио) — Ор), 
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É* = |t "lot + 1201,05 + [АЙМ о, 
ölke) = Ме Ро + rl o; 
й" 
+т >, ОР dg. 
£-U 
那 末 ,结合 定理 9.12 和 例 4.6 中 的 证 明 方 法 ,可 得 到 下 列 结果 : 
定理 9.13 车 在 格式 (9.63) 中 令 e= 2, b 适当 小 ， 


,< 279, nl, 
则 对 -- 切 P(Xr) ЯП К, NOR Et prete, 
有 关 的 工作 可 见 Kuo Pen-yu, Vazquez (1984) 的 文章 。 
另 一 个 重要 非 线 性 波动 方程 是 Sine-Gordon HE, 


n - 2 — — nU, оо < x < co, 0 < < T, 
П д 

ou 

8; ^ 0) = U.C), — оо =< z < 00, 

U(x, 0) = UG), —00 < x = 00, (9.64) 
HARARE, Я 


U(x, 7) = 4tg7! [e| + DA |}. 
НРБ," БЖИ, 特别 ,表达 式 


ash 
gt = (=) 
(==). 
"PU 
oe) 


К-Т ИСУ aor T ein. 
(9.64) 的 解 也 满足 守恒 律 . 若 U(x + 1.2)= UG, 0), М 


П asas eum 
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Perring, Skyrme (1962) 最 早 计算 了 (9.64), 他 们 的 方法 是 
基于 特征 的 概念 , 即 令 V= 20, 并 推出 下 列 格式 
p Gn) = wE С) + rlata) — sin (Cnt(Cx))), 
lon = ut(x)-t туй (у, 
Guo Ben-yu, Pascual, Rodrignez, Vazquez (1986) MÆ FS 
恒 人 性 .提出 了 下 列 格 式 
а (a) ид (в) = Giu QD), r€ .Fs АРТ, 


нА) = utle +1), xE Fa, 429, 
u(x) = UCx), rE Я, 
a(x) = Ux), rE Fas (9.66) 


其 中 


costi (x) — cos we) 
G(u*(x)) = ul (ge) — uA" (a) 


(9.66) 的 解 满足 Et = Et, 其 中 


= leti e m date D qat 


—h. >) (соз (иа) + cos(u*71(«))), 


Efa 


Ax 
GG G)) 一 一 Jj sin (out? (x) 
+ (1 — о) (x))da, | 
所 以 Gu x2) X92836 К) 和 ost) 满足 一 致 Lipschitz 
条 件 , 因 此 可 仿照 $3.2 中 的 方法 得 到 下 列 结果 : 
定理 9.14 jk B(x) = iG — U*GO, И PEER, 


A 适当 小 ， ,i a > 0, r< 1, ARH 


Маме + at < u, (IPE + e УР. 
一 般 地 ,着 有 波动 方程 = 


. 3337 


SU EU KU), oso, 0 < < T, 


Bn Ox 

au 

а; (=, 0) = Ute), —оо х < ор, 
U(x, 0) == Ux), — со < x =< ор, 


其 中 FUGO = Ка), WISISEH РУНА 


一 a Еби? a) Flint Cs)) 
wna) — wlan) ak Cx) — uk (x) у 


Ablowitz, Kruskal, Ladik (1979) Wi HT AATE, BD 
u^ (x) = 一 a*(x) + e*(0) + otir — А) 


> 和 } Є + Pn — )), ITE 4, K > 0, 
Ce) = — р(х) А ut Tx + h) bt (se) 
ÁO. urn l пач 
+ 1 (2 air + h) + 1 шешу), 


x€ #4, k> 0, 


(2) = $ (G) + Uola + 4) + E GG 
Б? 1 1 
UG HA) H ç EG 0060 +В), кея. 


9.7 Schrödinger 方程 和 Dirac FE 
在 量子 力学 等 问题 中 , 囊 常 要 计算 下 列 非 线性 Schrödinger J 


Е 
;9W , OW ауру = 0, oere, 0. ST, 
8: Ox 
W(x,0) = И, Се), — со =< r =< 00, (9.67) 


其 中 «> 0, Wir, г) АА, СВЯТЫЕ S U (x, :) 
和 P(x, O), Мия) BAIR BRM REN: > 0, ИСА, 2) 


ELA), Hlim West) 一 4， 于 是 不 难 验证 
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| (PG, OF as 一 < (9.68) 


LE (x, de 一 ñ (we, tlt dx = с, 


(9.69) 
计算 {9.67) 的 早期 工作 由 Yuen, Lake( 1975), Ж (1976), 
Ablowitz, Ladik (1976), Yuen, Ferguson (1978) Al Yuen, Lake ` 
(1980) Жн. SDR RRS T 1979 年 证 明了 半 离 散 格式 的 收 
ЗЕЕ (Hl Guo Ben-yu (1986)) Zhu You-lan (1983) 由 证 明了 一 
Э: Ка КЖК ҖЕ. ВОН, Опо Ben-yu (1986) 证 明了 许多 
其 它 格 式 的 收 伍 性 .下面 简单 介绍 这 些 方 法 的 基本 思想 . 
Fam {efx = 0, th, k2h,,), FEA wle), н) 
和 tQ) 表示 We, kr), U(x, kr) AVG, Ат) МЕ. 
我 们 考虑 下 列 格 式 


и (в) 十 (ей) + итд) + s let ttt (z) | 


x (ote) + via) = 0, ЕЯ), k > 0, 
Ше – 5 (ика (а) + и) 一 ара" 

X (u (a) + ut (жу) = 0, 2€.74,, k > 0, 
w(x) 一 Ux), x€ Fs, 
v(x) = Vx), x€ Fy. (9.70) 


把 (9.70) 的 第 一 ,二 两 式 分 别 对 AE) + ih G2 和 Cott 
VG) 求 内 积 。 相 加 后 就 得 到 与 (9.68) 相 类 似 的 守恒 性 质 ， 
Bil 
let 一 les, +>, (9.71) 

| 下面 来 证 朋 格 式 的 收 化 性 。 记 E) = wt(w) — WAG), 
于 是 当 上 适当 小 时 ,对 一 切 20, AA TT < ОП. 

APG) 和 FGO 分 别 表示 (3.70) 第 一 ， 二 两 式 的 逼近 误 
着 ,于 是 有 


就 (x) + 3 (big Gr) 十 Я) + ñ GR) GAC) 
HEACH G) 0), x € Ha, REO, 
(к) 一 > Gia) +H) — © eco GI GO 


Ta (0) H-GEGO СС) HR), z€ Hs, KFO, 


a(x} = 0, r€ E a, 
Pix) = 0, Ey (9.72) 
其 中 


Che) = (WEC) РН) + t) + ОР, 


ete = ° Абу) 


ERE) E (VG P Ад 60), 
Gi) = # (7G) + VEN) + Hol, 
GG) =O (PG) re GO) + UH) GG) 

ger) — ^ QU) US" GO PGP GO eH G2), 
GM) 一 (UG) + UG) AG) + gern. 


把 (9.72) 的 第 一 ,二 两 式 分 别 对 (AA) + a (0) 3 G* GO 
жегу) RAR LES RE 


{2чи CC + att) GI + 6), (UR + ОА) 
4 
— (+ + ty) + P (QU* + ИЕ Vt, 
4 
(gt + ity — (g EYP) + = (lat + 209, 


(РИН (НН) — (VA) (Ачит) 
ОА, М) т, gt), 
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iu WEA? = DE + ПЕЧ, ДИ 
ами 一 Math) BOY 
< (1 + Mar + му jt) NP + chert, (9.73) 
由 于 lori? < 2 由 ， 六 此 由 此 竺 到 下 面 的 结果 . 


定理 915 假定 Au i 小 平一 个 适当 的 正 数 ， 并 当 à — 0 


时 > max re^ [ +0, PAM В) АТ, 
| ket 
orp < Moree STG 


£—0 


Defour, Fortin, Payne (1981) 提出 下列 格式 
iwi + > Gus GO + РО) + и) 


+ wt (xy) Clete) |? + bett! С) В) = 0, 
r€ Fy, А220, 


z(a) = W(x), x€ g. 
它 的 解 不 仅 满足 (9.71) ,而 且 还 满足 
lo^ о afl m Т — 5 ее. 


Ж}, Griffiths, Mitchell, Morris (1982) 构造 了 一 类 预 估 校 
正 格式。 Guo Ben-yu (1986) 还 证 明了 预 估 校 正 格 式 和 用 Гале- 
ркин 方法 所 得 到 格式 的 收 敏 性 .此 外 Kaup, Hansen (1985) 用 
数值 方法 研究 了 初 、 边 值 问题 ,发 现在 一 定 条 件 下 ， 可 以 具有 绝 波 


B. 
另 一 个 重要 方程 是 下 列 Diras 方程 


Ody + On 十 неф + АС PP 一 144.17) d = 0, 
e Ox 
xe, z = 0, 


хе, a0 m 


可 证 明 
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ое, OPE а, 14) de 


= Í, Саба, OP + due, 000 ar. 


Alvarez. Carreras (1081), Alvarez. Kuo Pen-yu, Vazquez (1983) 
采用 了 下 列 格式 


hd + E Gal GO + PMG): + = (рб) + ef G0) 


hE) + VID AO) + NOD) _ 


| + 2aP, ( 5 > 7 
| 


од + 4 (eG) + рін (а) 一 z (pt) + ef G)) 


4 24р, (ee > MCA, . pil) + i) = 0, 
Ж 
Pilz, sa) = la? — Jal a, 
Peis 2j) = Cz? lea Pea 
зу BE BF 


lef? + lel? = Del? + lol. 


` 338+ 


ооз pat 
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第 三 章 минуя ms 


810 ”线性 方程 的 初 值 问题 e cs 


本 节 殷 述 线性 抛物 型 方程 初 们 问题 的 差分 方法 .首先 介绍 研 
究 稳 定性 的 两 种 基本 方法 .其 一 是 最 天 江 类 计 ;， 柄 如 定型 格式 和 
Joho 的 有 界 性 条 件 ,并 用 它 证 明 二 阶 方程 解 的 存在 性 、 也 介绍 了 
高 阶 抛 物 型 方程 组 的 差分 方法 ,并 用 离散 Green 函数 方法 研究 它 
的 稳定 性 。 其 二 是 用 Fourier 方法 进行 工 : 范 数 估计 ,其 次 进一步 
讨论 构造 高 精度 格式 的 某 些 技巧 , 还 讨论 了 Петров-Галеркин Jj 
нити. вр, WAEA ем, Л 
绍 解 抛物 塌方 程 不 适 定 问题 的 差分 方法 . 


104 线性 方程 的 正 烈 阁 式 , 解 的 存在 性 0 non 


1595Ж РЯ ры 
аи == HEN 1) eu 
à ap 
+ (еб tit), 7o 7 (10.1) 
—9 < х < 00 :0 < i < т, 
U(x,0) = Volt) > —% P > 


+ a(x, 05 一 一 


其 中 系数 和 初始 条 件 满足 下 列 条 件 : p 
| Bay Pa, "да, . ñ i _ 
С) 405 ax” ap^ 5. > 2 和 BRR, 并 对 ғ 致 


"Aa. | Br ил. 
Gi) 存在 正常 数 co, 使 得 авбх» г) 22 cos EM 
(ii) Tile) H x —#r 8 PE, 并 在 一 切 有 限 区 间 内 Riemann 可 
RR, 


+ $39 + 


TEF 分 别 表示 = 和 : 的 步 长 ， 1 5. 2, = kt, ЄТ 


2 


г) Ж U(x, 门 的 近似 值 ， 那 末 解 510.1) 的 两 层 显 式 格式 如 下 


u (x, it r) = 5 bans rs Diui M- mh, z) + tile, t). 


т=— 4 
— co < z < co, ry, K > 1, 
m (x.0) = Use}, U —O «x < ow, (10. 2) 


BUG, i+ т) AL U(r + má, 1) 在 点 (+, г) 展开 后 得 到 
у tx, (or) = Ut, D+ С, t+ Өту, 


<<, 


Us + mh, 0) = Ur, + mh 5 (x, 2) 
Эх 


| àpi ary 
DE + aS ou (x + O mh, Da 
`0=< 60, <1 


ames te A (10.2) 后 得 到 _ 


ӨН e, ;十 em) 一 1. > (а, n 


Е т=-м 


— " s) tts, ғ) + £ > mb, (x, z) 


au O < 
x Da (z, 2) + > > Dam (x, t) 
x SE G + Onh, г) + I(z, t), (10.3) 
若 格 式 (10.2) St (10.1) 的 逼近 是 相 容 的 ， 则 当 A 一 0 时 ， 由 上 式 
得 到 


нт 2. x (5, mkr, 1) — Sum) = ax, D. (10.4) 


ave D Fa K! 
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M . | . 
dim © D нд l, 0) = late, 1), (10.5) 
т=—М - ` ñ | 


lim £ >>) ий, (z, 0) = ala, г). (10.6) 
BN 2928 38 fF Gi), Gi) 满足 时 , 系数 brnt, 1) 一 般 具 有 下 烈 形 式 
ba mix, ғ) == bx, t) + he x, O + Ë ox , г), : 
其 中 49, Бо ТЫ, at x 一 致 有 界 ,并 存在 极限 关系 式 


lim 6x, 2) = PCa, г), 
因此 条 件 〔10.4) 一 (10.6) 等 价 于 
> be 3.0) = 1, 


mim —M 


M 
>; mbi) x, z) == 0, ' 
т=—М 
м ` _ 
>) om, 1) = lhal, f), 
ut | (10.7) 


M 


D 42,9 = 0, 
Mm — M 
M 


> mb x, 2) = late, Р), 
=. 


ete — h 


У) 68x, 4) = 232, 10). 


id 
Mae = supo watz, 01, 
若 存在 正常 数 c, 使 得 .. 
k-1 

laa < С. + г 27 NCE), (10.8) 
， rm i 
则 称 格式 【10.2) 的 解 对 初 值 U, 和 右 端 项 FER. ПП 
这 等 价 于 属 式 革 初 值 和 右 端 项 按 范 效 全 加 是 稳定 的 :根据 21 中 

"$47 


的 分 析 , 又 可 以 把 问题 归结 为 讨论 解 对 初 值 的 有 界 性 . 
定理 10.1 假设 (т, DH x, г 的 连续 函数 。 那 末 格 式 
(10.2) 的 解 对 初 值 按 贱 有 界 的 必要 条件 是 对 一 切实 数 * + 和 
Bh, 都 成 立 
|> 和 (zy Dein] < 1, (10.9) 


证 明 mE (10.9) 不 成 立 , 则 一 定 存在 ro, to Hh, 使 得 


M 
й == | > Bo,m xo, (n) ein ^ => 1. 
m= — М 


NS k, 了 是 正 整数 ,并 且 an 一 Г, +E (za, 0) 一 定 是 网 格 点 
ош 10.1), 为 简便 计 ,， ЖШ 

， ,一 0, ДП бо, 648 

i ----—-- = Gos do | 5 CE | > 1, 


令 i(x,#) =0,. а = hr, 则 由 
(10.2) 得 到 
° noi s (0, te) = > PLU (oh), 
ex—kM 
(10.10) 

Xp РА TP 1) Fr 28 qx; 89 
多 项 式 . AY 44s, 0 是 关于 *, ЖАН, MUFE 
极限 关系 式 


图 10.1 


pt = lim РА, 


| "ET 
其 中 pt EH bu(0, 0) 所 组 成 的 多 项 式 。 
今 定 交 辅助 函数 wx, #), 
. M 
ша (z, t + т) == >> baa (0, Owale + mh, 1), 
mM (10.11) 
— eo < r «00, =k = 0, 
Walz, 0) = (ж), -— 900 < x «00, 
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于 是 


w,(0, 4) = x. PIU), (10.12) 


ouch 


如 果 (10.2) 的 解 对 Ua — AR WEEER c, 使 
得 , 


kM i 
>) nh) < «lluil., 


Sm 一 点 mr 


Shoo, 即 得 到 
ku 
>) piu (ok) | < eil oll. 


maa А! 


Ж (10.12) 得 到 
Гао) < вл | Оо. 
今 选取 Uolw) 一 e^, 则 有 (Valle = 1, 因此 
LANI So. (10.13) 
另 一 方面 把 U(x) BRA (10.11) 后 得 到 | 


м А 
( - А 
z (x, ty) = ci^ » ; bis (0, 0) eme) з 
А „=y 


ЭТЕД 10.00, 16) | = 26, 并 由 (10.13) BB eae, BREER 
自然 数 ,这 与 4 > 工 是 矛盾 的 。 

WRH АЗЕЛ, Damlag г) RREH, MER (10,2) 是 正 型 格 
SCHL Forsythe, Wasow (1960)), 


定理 10.2 如 果 (102) 是 正 型 差分 格式 ， 并 满足 (10. 4), 那 
AM AGED FER a, 使 得 


k-1 
lis Cro lle < (1 сот). + = 5) НОСЫ). 
ЧЕ н (10.2) 直接 得 到 
M 
ERER tan) | = (> Вр» (х, 2) еек) + rO Mle. 


3 A 3823 J bj, HH (10.4) 得 到 
(3488 


M 
um У Bamlxrs 1) SI + ст, 


所 以 i 
Девка) | =< (t eat ile, Ce, 4a + ©), 
依次 弟 推 下 去 即 得 到 


k—1 
flesta < C1 сат). + т 之 (81). 


假设 格式 《10.2) XE (10.1) 的 通 近 误 Ж ЛЕ R, (z, t), Palro 
z) = нь xe) — UC), 则 在 定理 10.2 的 条 件 下, 有 


nC ey) flee = (1 + сот) > 15:01. 


SRE 
geu eU 
| RiCx ,7)] = O^) max ( Ax? 4 B29 ). 
ве] Se [me я, B > a, MW n C Ile == O7), 


AU дно 1) асант, рж 


* 
[СЙ =< etC + er) У, + 


єзї 
= e(l сре. + ink + (n), 
其 中 心 是 Euler 和 常数, 并且 当 + OW, 6-1.) — 0, 所 以 有 
Ма, C = OCrF|Ine|), | 
1101 假设 用 下 列 格 式 计算 《10.1) 


下 
十 Fi + ñ, г) 十 иь(х — À, rÜ) 
+ f, г), (10.14) 


则 得 到 
Флаг, Р) == 1 — 2aalx,e}, 
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ba, t) = dale, г) Ф Ba (n, ) + E: alrt), 
р 
b, лбх, 4) = Аваль 7) — haar, £) + ae, t), 


Ruz AAU as ре "mI 5 一 一 时 , 格式 是 正 型 的 . 
MRR ИГЕ ABA 


Sa x , 0) == Gotta eu (m, z) + asta (z, t) 
+ ен, x, + fix, z), (10.15) 
DUE ES 
aalr, 2) = 1 — Plage, t) — hae, т) + АЁ а(х, 1), 
baa( 0, 1) = Да (х, 1) + 253a (n, 1), 
ba ax, t) = dele, 1), 


所 以 当 a ——— 时 ,格式 (10.15) 仍 是 正 型 的 . 如 果 ;一 
2supas(x, 1) 


——BB b; (z, OFFER, RE REE EMR 
2supay(z, z) 


式 . УЖ а(х) < 0, М a, BLS, a 22 0, W (10.15) 是 
正 型 格式 . 所 以 低 阶 项 系数 的 符号 和 逼近 方法 会 影响 差分 格式 的 
稳定 性 质 . 

可 以 应 用 差分 方法 证 明 (10.1) 的 解 的 存在 性 ， 

定理 10.3 ”如 果 下 列 条 件 满 足 : 

(i) ao, аа, 21, ГА UV А] x RAR SR; 

(ñ) ао, 21, a, RTT SE RAER See; 

(Hi) по Z ¿> 0, 
Яр (10,1) 具有 了 唯一 的 古典 解 ， 

证 明 应 用 (10.15) 来 证 明 , 并 假定 7 适当 小 . іа 

Meali 一 sup. leales | 
而 由 定理 10.2 得 到 
fes lil < сз. (10.16) 
把 (10.15) 对 < ЖЕ 
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Ua six, t} = доба +A, Dua exe n, г) 
+ osx, 1) ea, 1) + 2a (x 
+ йй» (х) + 2a Gr) „б r,t) 
+ au(x + bau xr) + filr?) (10.17) 
其 中 
fide, t) = ax, ных, гу + КЕ, t). 
AiG (10.17) 看 作为 对 au(x O 的 差分 格式 , 那 末 它 的 系数 是 
bole, £) = 1 — 24a((x + h, t) + Abas (x, ғ) 
— 2152 (x + A, Р) + 24472, (x, t) 
+ ах + 4,2), 
by (xz, r) = Авах + ñ, z) + 2aka (x + À, 0), 
b, a x, () = dale + h, 1) — aol, т), 
BIA (10.17) DEERE, HES 


|| 


les. CODI < 2] — 


соз 


WAC) fe = Ма Се Пасо + llf Ga, 


因此 得 到 . 
lesi < +. (10.18) 
类 似 地 有 
lita eel! =< <s, Шаа] << сє, ек, а Ser, (10.19) 
并 且 由 《10.15) 一 (10.19) 得 到 
Маһ, са, Шел, св. (10.20) 
再 把 (10.17) 对 * 求 差 商 , BS (10.16), (10.18) 和 (10.19) 得 到 
liea eel = сь. (10.21) 


最 后 把 (10.15) 对 : Же, МН (10.16), (10.18)—(10.21) 得 
到 

Пегаса. (10.22) 

现在 把 alr, 1), au(x, 1), usn, e) 和 ux г) 分 别 

线性 插 估 为 连续 函数 ,并 记 为 Uafkey 1), PPG) VP, 和 
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Wile, D, ЖП НЯ, 18 А 一 = 


RE Arzela 引 理 ,可 选取 相应 的 子 列 ,不 站 仍 记 沪 {Us}, {7}, 
{VP} (OVI, ВЕНА m coi, Жагы TARE IR 
ВЕ Ulir, 0, Их, г), VOC) 和 Weer, 0, BBR $ 5.1 


"piu, ро = 90 SU w-9U 最 后 在 
7 ðr’ Ox?” д; ` 


(10.15) HS k, — 0, BIS ULx, г) 满足 (10.1)， 不 难 验证 ， 
U(x,0) = Ute), 

REAREN. Ri UG, г) ЖЕ (10.1) 的 任意 古典 解 ， 
Кх, г) 是 (10.15) ЕТЕ, Я A OR, К, (1,1) — 0, 
РЧ ПЕ 一 а 一 0。 但 对 同样 的 初 值 和 右 端 , (10.15) 的 解 是 唯 
一 的 , 所 以 它 的 极限 也 叭 一， 这 就 证 明了 (10.1) 的 古典 解 的 唯一 
BE. 


pi -一 


10.2 John БЯ 

John (1952) 研究 了 格式 (10.2) 的 另 一 种 特殊 情况 ， 也 就 是 
说 ,如 果 满足 下 列 条 件 : 

G) 系数 Pis, 0) BE 00.7); 

G MG, 01. [97 Co, 0]. [929 Ce, о mun, 
[ZE (s, xt s, и BER, P.C, DOE e RA 一 至 有 
$8; 

Gñ) FEER d, 使 得 对 - - 切 181 < =, 都 有 


м 
| > BO(x, eit? | < ee 


ИЖЕ (10.2) 满足 John 条 件 . 
下 面 来 研究 此 关 格 式 的 稳定 狂 。 令 x, 一 A, HA Ty 
Bh [i RE | 
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= М 


[e teas) = D, alt eal xiams te) 


— 00 < j < ob, fà Z7 ds, S ` (10.23) 
2 = Ux), — o =< J < co, 
(хум) = 0 — со < < оо, 1 = ТА 
则 不 难得 到 


i eMko 


ty xi, (uu) = У! Bi mor aUc( £a), (10.24) 


таў МО a) 
其 中 kiomo 是 y, Ce) 的 多 项 式 ,并 且 gus = Sis. 
假设 e,(z,1) = USGOPG), НН Ute) — e, Pleo) = 1, 
把 它 代 入 《10.23) 后 得 到 . 
P(1,4) = prle PCy), - 


其 中 
daa) — >} rala)”, 
依次 递 推 下 去 得 到 
Ры) = paate), (10.25) 

其 中 

1, wok, 

d. (592) = П del ef), шс < k, 
HET I 


531—518 , ЕН (10.24) 得 到 


БМА о> 


valti, fei) = РЕ) = M Біты. 
тў МОА е) 


ifmå 


—M(k—e: ` 
一 >; enone Uli) , 
manik e) 
ER LEG 
Míka} . 
Ри җы) = >) Ë, a kŠ “мл, 
mm—Mik—a) 
或 者 


Mik- 


Pake”) = >> Вне hE 
nix — MCh a) 


4 0 = 8h, HRB RA (онер MIE Ss bk, BB 


Bask = = Г paale )e^ 7548, (10.26) 
X —* 


—iBmÀ 


命题 10.1 如 果 下 列 条 件 满足 ; 
(i) HE: < T, 都 有 


M 


2) фа, У Pr G) == 0; (10.27) 
(ü) 存在 正常 数 d. 使 得 对 一 切 191| acer < T, 
ER 


那 末 ,存在 正常 数 со, ERAY- Ао, 
(1 < a = 2) + PO — су + Вы, 
cn + (&— е) 
其 中 B, ЕН, 12,1 < 


M 
„= = Фи. тооз 


т-у 


eg AF (10.28) 


UA 


M 
p,CO) = >> bi se". 


Im—H 


WEBB (10.26) КА L, 的 表达 式 中 ,得 到 


PLE r фе) Pg OTT (10.29) 
4zJ-—x 


下 面 分 四 步 来 估计 |1wm1 的 上 界 ， 
BAH 6.407) 及 其 导数 的 绝对 值 的 上 界 , 由 【10.28)》 得 
到 
1446 | m 74, 
因此 


K 
П dale?) = 74804-0 (10.30) 


= 


фикс?) | 一 
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又 由 Fourier ЕЖА, 
vi) = 二 | 
故 由 (10.28) 得 到 


LOT e749 46 < 1, 
zj- 


从 而 


Гене -| > ЖОГОЛ 


= > liz (a| = A in 
MULA 1). 


相仿 地 可 证 明 daCe 7) RUG SERIE PL EE, 
另 一 方面 由 (10.27] 得 到 


paile) on 一 M Tín) = 1, 
}=—М 


а (=) | | м _ 
— 28 l I A Ле! 0, 
因此 


gi ФФ, 
dle) = 1+ ş 2 d 


gu, 


所 以 
hle) = 1 + ОО), 


dé, А 
s (=) = 060). 
因为 


M 
(X OL) e^" *38, 
rax — M 


(10.31) 


(10.32) 


£ (ate) 一 5(4 a) (I oc») 


ЖЕШ (10.30), (10,32) 得 到 
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È Canale) 一 OCR — етае), — (1933) 
关 似 地 有 有 
Ebene) 一 OCC — 0) + 9 


一 aye nn) (10.34) 
和 | | 
> (a (6) = O((0(k — с) + OR — oy 
+ BR — q)i)e 9-97 (10.35) 
第 二 步 估计 р.(9) 的 展开 式 、 根据 p, (0) 的 周期 性 有 


PaO) = PrO) + pl0) sin + (Ө), 
其 中 qm(9) 也 以 2= 为 周期 , 且 qu (0) 一 0， 又 有 


PaO) = Ры(0) cos8 + q,(8), 
因此 gm(0) = 0, ЖЕДЕ 


gq. (8) = OPB n), 
q4(9) = O(8B,), (10.36) 
4=(8) = O(B,)., 


O RIPEN In| 的 第 一 个 估计 式 。 把 pa(9) 的 表达 式 代入 
(10.29) 后 得 到 
ol < asap, oem la 


NE 


+ |` deam), 


$8 (10.30), (10.36) 代 人 上 式 , 即 得 到 


ТЕЛИ ОЛАН; 
т — 


+ x | CAO [274947726 
т 一 加 


+ Í Bip "4-8, (10.37) 


2" 


其 中 “ 是 下 常数 。 由 于 


人 menm — Lr > 
e —с 


í [94274 (Eo = . — ， 
-= dlk — в) (10.38) 


Hik 


_|Р„60)| ү |РЬ00)| Bm 
inl ol at goa Rm (1039) 


第 四 步 建立 |1%1 的 另 一 个 上 办 估计 忒 ， 记 
= Po) er Фф, ale eda, 


基部 分 二 次 后 和 
|z < 1220001 Е: CIE 


2n | |° de 
48 (10.35) 代 人 上 式 , 则 由 《10.38) 得 到 
А < lpn 0) | (A — o) 


\ ен |3 
类 似 地 可 估计 积分 
Pau Г dua (e) sin e708 
Al 
p Г Ponle) Ima, 
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JL HBR m а 0, k> z bi, 
{in (|р C0) — o) 


||? 


+ РС — z) ВХ (10.40) 


БЕ (10.39), (10.40) 就 证 明了 本 命题 . | 
ЖЕНЕ Pal O) = 1, WH (10.26), (10.29) 得 到 


А — т 
Hal = Oll E-meal) = 0 ( ———— }, (10.41) 
| ' (еле) 
定理 10.4 Н (10.2) 满足 John 条 件 , 则 解 对 初 值 按 
Ss Ies m. 


WEB] 可 以 招 (10.2) 改写 为 


их, + r) = >` Ya GO ux F mh, rr) 


riw — h] 


+ X) GG — r (O eae F mbt), (10.42) 


Ж 7.0) = 8S Gg, Р), 是 一 个 固定 点 ， 若 把 上 式 右 端的 第 二 
项 看 作 (10.2) 中 的 右 端 项 , 则 由 人 进 加 原理 每 到 


eed 
ua(xi, 一 rau xis fear) + > Balxiy terry) (10,43) 
ёе 
其 中 


M 
ty elt), (aa) = У Ymlte tae (tics fa), ма, 
зи за Ay 


M 


Ui xi, Mp, n 0, 
P Casita) — Ys 1322) : 


Ma ETT, = 1 mM 
` A xiu fg i), ES te T te > 0, 
0, ES te «dg, 
因为 x; 是 回 定 的 , ук) 53 x FORK, СЕН (10.24) 得 到 


3539 


МОИ 


ty ol ti, ан) = M £i n a nl х„,) 
тчеў-—М (К +1) 


MURAD 
= » E-m- aUi xi am), 

miu —MÜE 1T 

1+МА-ЕО 
(10.44 
sy el Xi, tea) = В}-т.5-ьк ) 

тајм + 
M 
À DE Duas в) — Иез, ны 
1=-ы ` 


* НА (mdi, ted), E = 1, 


并 由 此 得 到 


ES ko PEMÉCD 
Said = > у бани 
f=] gmg maj-M È 


(5) (aus) — 25% erste) a Gest?) 


P-—M 


k M 
-= M M Hal tine, te) ( M Ei al Oat 


Ж т n" +=-м 
- (xi ty fg) 一 (а, 61). (19.45) 
id 
bime = Bap xi 4n ute) — OPCs te), 


M 
L, = M бры. ms 


[mM 


M 
Pea (0) = D>) Ре", 


了 到 一 对 


把 它们 代入 (10.45), PE (10.44), (10.45) ЖА. (10.43), BD48 
到 


Mik +1) 
ua xi, fas) = > E-m С riam) 


rem МА) 
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+ > > нл) Гы. (10.46) 


E-i m 


这 样 就 把 估计 Paulus BURIED TRIS). 基于 命题 
10.1 > 又 把 它 轨 结 为 估计 PakO), Pr. (0) 和 В, 首先 ,我 们 有 
bise S EP хааг) — Ox te) + Ab Cx mais te) 


"m 
T > PP Gas, а) = BP xis, п) 


— by (xi, te) — Ih - д5 2 (ини) 
Bx 


十 AEP C rig 16) 十 O (n°), 
上 上 式 中 右 端 第 一 项 为 O( mA), [N J 

B, = Зоран | = 9 тж А+ в). (10.47) 
此 外 


M M 
Pm (0) = > Oia "= $3 (PSP CTS 


1 =—м f=—M 


P (бары, гр) + Ae} Хх, tg) 


一 mA + OU), 
X gi (10.7) 得 到 
M» "Gas = 1, Y ан) = 1, 


г-м =-м 


У ay (xem fe) = 0, 


I =_М 

M 

: oe 

> z FP (аы, te) 
r=-M 


= () » 
т iim 


= 2-( > CR 4e) 


p=- 

所 以 

: fa. (0) = 0(4?). (10.48) 
355» 


类 似 地 有 
£5,400) = OCF), (10.49) 
结合 前 三 式 和 命题 10.1 BI 
[Fuel < a, PAAR E) + ACR S Ста + à): 
Cm] + C& — ¿yy 
因为 


A — D < б - o ( 2), 


Ë K 
g 2 s 2 (ET 


x (+ JE) 


AREA 


: T 
== C; —— 1 ~ 一 
« e V (k + Dr. 
X gi (10.41), 
M 
° А+! 

Fa | * €s =— dm = cn. 

„21, t M a ATT m 


把 以 上 两 式 代 人 (10.46) 即 得 到 
{| = сыйы + es Ше. 


ЖТ ij 则 Meall < 2,0107. NBs, WA 


pa 


les Cs = Uu (2с) "s Toll ea. 
John ЖЕБЕ de £F Ho ner Sj. 
例 10.2 考虑 最 简单 的 热传导 问题 


aU _ OU 
> 一 Bu — c =< x =< 00, 0 <; = T, 
Utr, 0) = Ux), 一 OO < x = 00, 
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frit 1 一 二 。 则 有 典型 的 显 式 格式 
m (z, (+ r) = " u(x — h, i) + Fal the), 
显 热 它 是 正 型 格式 ， 但 是 
5 by t, 6/7? — cos, 


34 Ө =, cos0 = 1, 故 不 满足 John 条 件 (ñi). 
反之 , 设 8 > 0, 并 令 两 层 显 式 格式 系数 为 


2A 
bal 1) = 1 — 2 
50 1 一 38? 
bralx, в) = bs ae, ) = 20 s 


bx, г) = bs, ux, y = =., 
1— 38 
3 1, e XE EGET, Phan, г) 和 Вл, (x, O 为 负 值 , 因此 不 是 正 
型 格式 ,但 是 


5 b. (x, tei? — 1 24 


=, 1— 3e 
1 一 38 1— 35. 


== 1 — 40+ O(8*), 
PELA E d > 0, 使 得 
| > бу ,Ae el < eH 
m-—3 
BU Bi ХЕ John ЖЖ, 不 难 验 证 也 满足 John ЖИ GG), 
(D, 
John (1952) БУ ERR T (10.1) 的 解 的 存在 性 ， 他 


还 结合 离散 Green MMAR HF T DO ХМ. НЯ, Aronson 
(1963a, b, 1965) EWA Y Sho BE Be MERDA AT. 
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10.3 ”高 阶 抛 物 型 方程 组 ,离散 Green HRA 
Widlund (1966) 把 John (fj dE] ВАНО ВЕН. 


iz x = Oxy, zx, ' " , X4) e de, =: = T, G= (a, 7. a), 
Om 20, lol = =, D= dE а) JEM хм 


EE CHERE” 和 + 的 有 界 范 数 ， 特 别 当 |a| 一 2H, ACs, 
门 的 元 素 对 z € B в Holder 连续 的 ,而 对 :EE (0, T] WE 
一 致 连续 的 ， 上 是 下 列 偏 微分 算 子 


L= IË — Y AG, nr, 
Or ар 


SIR y= (n. ya сл, Ya)”, EME 


ne (e qzl. 
id В = CA; fas `. ё.), т; 是 行列 式 
Det Í > A,(x, 1) Ir (Gg, ym 一 ri} = 0 


的 概 . 如 果 存在 与 *， :无 关 的 正常 数 б, 使 得 对 一 动 18| l, 
都 有 Rey; < 一 向 ， 则 称 工 是 在 Петровский MX FHy— Be 00 2 
A dé T. 

НО, ЖЕМ НЕЕ. Кх, 2) 和 Ud x) 是 对 维 已 
知 向 量 函数 ,它们 的 分 量 对 z € 22^ RI € [0, T] НЯ. UTI 
所 讨论 的 问题 如 下 ; 


[poen n 7 fe г), хе S, 0 < , = Т, (10.50) 
Ue, 0) lz), re KR, 
FRA ALT ay RA xm Fe 的 步 长 ， А == — 是 正常 数 ， n= 


"m 
kr, R$ {х{хы == fmh, 1м = 0, +1, X2, o 假定 a, 是 实 
Lm 50m б-т о jédE t 86 Ns 一 (вы, $415 52147" * 4 Sons Sine £ ғ), 
|s| = Dr Gen + sa +з), ar = TT (B, Y (8, Fam Bag) 
mm] 


m= | 
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又 用 5... (z, 0 XR M ХМ Br, CRIER ORE х,! 
— SUB SE, 特别 bea (х, 0 对 x € A RR Holder 6, 
Holder RE d, O< dl, deo fe, O ож. 
今 定 义 差 分 算 子 
Bonxsts 8) — Уу bas ux, a, 


ei 212522 


特别 把 它 的 主 部 记 为 Bx, 1, 0)", BI 
Bila, t, 0) = >) нь, (х, 10". 


ltl pede 


计算 (10.50) WHE 
(1 — Вл, ax, t, 9))u,(z, í + r) 
= S lanl + Bawls 0) eae, — 5) + fr, 0), 


x€ 4G Slayer, (10.51) 

ЗЕ нь (z, 0), (z, r), rt ale, r) EI Е SUED CREE SE 
程 得 到 ,它们 都 是 对 Uo) 一 致 育 界 的 ,并 且 当 上 一 0 时， 都 趋向 
于 Ute), | 

Zi Baal, 0) =0, W (10.51) 是 显 式 格式 ,否则 是 隐 式 
格式 ， 我 们 总 假定 OU 一 B, (z, t, 9)) FE, 并且 它 的 范 数 
对 *。: BAR. Bid 

ux, z) == Gun, 1), +, ax, t ST, 

Balz, 1,0) = 


{I 一 B,,4) “aol + Bial e. - (I = By a) Cal + Bar) 
了 . 0 
3 
ü ese F 0 


fle, 2) = ((1— В, (е, t, OY (x, 4), 0,0, ---,0)*, 
则 可 把 (10.51) 改写 成 
mala, tt) = Bax, t, Dale, D +t riir, 2), (10.52) 
通常 还 把 名 (xz, 2,8) 记 为 BO + BO + BY, Xo 
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БО 一 9 
0 1 0 
BO 十 во = 
(I — Ba) Цао + Bi) o es 0 — Ba), + B2) 
I e.s nse 0 
0 
0 tt I 0 


记 8 一 好 ,并 把 Blix, +, B) 中 的 á, , Orno Ora 分 别 用 
isin Ом, 2i sin ©” gag Zi sin ба, 等 来 代替 ， 则 得 到 它 的 
Fourier 变换 Llr, 1,0). Fit, 表示 下 列 行列 式 的 根 

Det(s* (1 m BL, zy 83) UT к’ (ао! + Вь(х, um 8)) 
— eee del B1(x,1,8))) = 0, (10.53) 
DURA S x, MO 无 关 的 正常 数 б, ERAH |9,1 =< =, 都 
有 
lel = 1 — 8,1018, Hx Mr, 
则 称 格 式 (10.51) 是 一 致 抛物 型 差分 格式 ， 


Mid 
ty a, 
1 0 
ex — . 
0 +, 1 ü 


Dahlquist (1956) 把 下 列 条 件 称 为 根 条 件 : 

Gü) .oz 有 一 个 特征 值 为 1; 

Gi) .ez 的 全 部 特征 值 都 不 在 单位 圆 之 外 ; 

Git) 在 单位 男 上 的 .er 的 特征 值 都 是 简单 等 征 值 . 

如 果 格 式 (10.51) 对 《10.50) 的 通 近 是 相 容 的 , 则 一 定 满足 根 
Sete (1). Widlund (1965) 还 证 明 ， 对 于 每 个 Петровский BM 
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КЕ НИНУ, EEE CRA ИН 
分 格式 ,并 且 还 满足 根 条 件 。 他 还 给 出 了 下 列 结果 : 

定理 10.5 Ri L Петровский 意义 下 的 一 致 抛物 型 偏 微 
分 算 子 ， 格 式 (10.51) 对 (10.50) BERRA, wo 的 特征 值 
NAPE Hb, Жар: ARIA, HERH — H 9 >< 0, 
(Onl =< =, (10.53) 的 爹 部 根 都 在 单位 回 内 , 那 末 (10.51) 一 定 是 
МИНА. 

下 面 我 们 总 假定 (10.51) 是 一 致 抛物 型 差分 格式 ， 并 满足 根 
条 件 ,为 了 分 析 它 的 稳定 性 , 先 考 虑 下 烈 辅助 问题 

(1— Buty, z. д))н,(х, 1 + T) 


= $m -H Bahiya, 0) wr, — m), (10.54) 
amt 


Hoh y € AREEN. БЖӘ 
(x, ет) = (BO + BPCy, 1, O) uaa, г). 
用 e? c, 2, tg) ÆR (10.54) 的 离散 Green 函数 或 基本 解 ， 
TWE 
g(x, H or, te) = CBO + By, 1, OEP Cx, 2, te), 
z€ Ai, n Ste AT — T, 


gi? (xu) = 8(х, OM = [| Eien OF, xe RR, 
m=] 


用 F, RREH S 
з Piet Fs, 
II F, = L 


Md oan zr HY, 


узр, y M V2 < 0 Hf. 
则 不 难得 到 | 
k-i 
Ех, teste) = = |, H (Bo + BO(y. 1,9) ef a0, 
= m 
r€ 8, (10.55) 


其 中 BU(5,14,8) ЕН Ву, ғ, 9) 诱导 出 来 的 Fourier Æ He, 
О = {0/10.| чал, lam <a}, 


+ $6] * 


为 了 估计 lx, е, Hu) RASA, Be BC y, и, 0) 
Pw BAR, Ae = (в, m2 uoc Es), Za == ВВ, + imu) 
= 6, + Иль, 1 =< m =< n, RRM FES y, t 无 关 的 
正常 数 ©з» E 
| IDet(7 一 В (у, 2, 9))| Ba, 
Mines y, г ЕЕ Ж сз, EA [mu] Sa, 


|Det(1 一 Ву, 1,2))| 2 > (10.56) 


车 记 D; = {2/|Onl ==, [Anel Seat, WAT BOO, 7,0) $ 
充 为 D, 上 的 解析 函数 BC y, г, =), HAM EU < € 03,26 Ds, 


(х, ths te} 一 (2x ass |, i (B 


+ BLY tes ze aq. 


TR 5 HE q КИЙ. 
不 难 验 证 
ола) cs |, T] Gr + 90, es D) 


x (ef Pmt ma —_ 1)e** "m x € gu. 


一 般 地 有 


O'giP (x, iks fg) = 


tay > = Í, I (go 
+ Ву, Ре" 240, x€ 223, (10.57) 
Ж Р, (=) 是 1s| 阶 三 角 多 项 式 ,并 存在 正常 数 vu, 使 得 
|P,C#)| < с, |18. 
Йй 10.2 EGRE c, E B? 十 By, т, z) 的 特征 值 , 那 未 在 
TES y, г 无 关 的 正常 数 8, 和 с,, 使 得 对 一 切 z € De, 
ler] <1 — 6,181; + es| 5m. (10.58) 
证 明 REE B1(y,:,0) 扩充 为 BG. z), 就 可 由 
(10.53) 确定 к. (ROPER E PR RT BE. HOS FER в > 0, 
都 可 找到 с, > 0, MR Lm [ор 2 в 10| ар ВЕ, (10.58) RIL 
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显然 ,我 们 其 要 考虑 这 样 的 一 些 x, E z — 0 BF, ЫШ 
D ESTE 上 的 特征 值 .用 e 信 表示 .er 的 特征 慎 ， ot l= 
e, МН (10.53) 得 到 


Det МО 12 — У aalr — pee 9) 


“=й 


— > ia Йй (улт, z) + Oo? + с\з} 一 


ae] 


BAC (ur) ДИЕТЕ Г ЕН edu RAE Ж, Mom iiz-om, 
19: = О(|е}„), B-HM, AF (10.51) а мех, 
HOA los < s 时 ， 


Reg;(y, ғ, 8) = — E 18115. 


EHE [flan Sei, [#39 | ор) s 810 ар, 则 有 


Realy, 1, 2) — 2 191%. 


4 |9 [ор > s, Flos < Hielo, 则 可 证 明 | e] — Et T 
1, 余下 的 证 明 是 显然 的 . 

命题 10.3 FES y, 1, t 和 7 无关 的 正常 数 “使 得 对 一 切 
FE[ TT) z€ D 


[61-1 


| TI (B? + BO0y,,,z))l|a 


w= [E] 
< «e ((— Stetit, + 2514 Ны) — +), 
FL EEF |o; ЖОМ RI PI EGER [И |o 的 . 
证 明 AF RAE. CHT RE 
PCy, t, я) = (BO + Ву, r; z))esp[ 100 — 26s al Bn), 


根据 命题 10.2, 可 证 明 存 在 正常 数 cw, 使 得 对 一 切 复数 uds 
1,4544 
ШЕЕ. 


IF — DIE «РЕ. 
苑 ,多 是 稳定 的 ， 由 Kreiss 定理 (1962) 和 BM ts 对 :的 连 
$e REE, FEER А, 正定 Hermite № H(y, £7, 2) WERS 
cs, MAM re [” — Anu г wn, T), BA 
F*(5, 1, )H(y, 1, 3) FG, z) SA, ”, 2), 
e, < HG, 1" 2) «вы, 


мт 
| pote] а 
= А 
| П F(y, fy. =) a^ с, П F(Y, fos £) HUP we) 


=] 

= Cs, 

其 中 和 矩阵 范 数 1Fla ROS FREU lela = Cot Hv Ys erg. —# 
地 有 


p= ==] 


[+ 1-1 EN А 
П Foma) «cn, 
-[) a 
并 由 此 推出 所 证 的 结果 ， 


EH 10.6 存在 与 y, т 无 关 的 正常 数 d, CBN BJ 0 = z, 
= x= T, xé RIA An, | «o, 都 有 
т{т+|г}) 


la "Or gO (x, ty, n2] Scat, gi) В 
` exp( 38 Lal Blt, — + r) — x + n). 
证 明 Mem ИЖ. Ят > n (10.57) 
和 命题 10.3 得 到 ,对 一 切 x€ Bt Fw € Dy, 


[ATMO (z, tas 18| < c e exp 


(2x)* 
- (= — 6) —  ‹ 7 


X | Сон + аер Mex 
p 


` 364 = 


. (- 2 ТСга — te) ) dô 


Mio. = 8,,(k — ENE 则 有 


LN vee {хз te) | = 


= 
ec AS AR 


1 
(2я)* 


= 2¢ 
в Pe ( 22 явь — 4) — z n) 


15 ія 
х | о | ору {al + lalan ) 
ма — ul 


` (22 ||» ) dos 


并 出 此 推 得 所 证 的 结果 ， 
注 记 10.1 Ж | 
na 一 signe min (REG 一 在 十 =) т, D 
则 有 
la^ Opi (ns tes д) < z; AMC — + ое 


П ехр(— сеты К» fas P 


т= 1 


其 中 ede y, т 无 美的 正常 数 ， 
Tux fas) == min (ыо 一 点 十 тутт, =). 


下 面 来 讨论 与 (10.51) 相对 应 的 齐 次 问题 的 高 区 Green ВЖ 
G,(x, te x's и), ЙЕ 
Gila, ту, t) = Bar, t, PIENE» r, x, tee 
| еж = гучы T — 
Ох. Y , £g) = lr, x i, 
АЕ. (k) = s#(& + 1), Hid 
Galas tay X 4 4) = £k (x л, ig) 
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k-1 | 
У а Ystrad, trst ate), (10.59) 


d ye at 
则 得 到 | 
de( x, Hes 5) = CH,(n,5n,0) — Е,) "(x — х, te, te) 
+ > >) GG, £449) — E dep ir — Узб) 
vee LET n 
* dy, fys х', tad, А (10.60) 
Mid E 
POC tage’ ng) = {Balet 0) — ED) gi? (x — x tt), 


&-1 ` 
Фк, fk X Mg) = > >) ф(х, fka Ys fou} 


Е sewi 


` Фу, trs x. te), 1 > 1. 


如 果 m, фо а H ЯН, 则 它 就 是 (10.60) ВЕ, HTT 
img 

问题 归结 为 对 ФО 的 估计 。 为 此 我 们 将 应 用 下 列 三 个 估计 式 ， 
#1 104 ЖЕ, FERS p, a 和 es > 0 有 

关 的 正 数 cy, 使 得 
м D ехр(—в|х — vla — 59) S о (4009, 


E] 
rem, 


PF >! exp(-- вм’ — уа (z, n + r)? ) 
I vem ` 


n 
Oct. nob vr), 


命题 105 же, < 1, A 


T > en w 2) т <— (4, 一 ty, + т)", 


т}, 


Ya 
rt 1 


vr, 


m (5, — fy + т)", 


ЗМ 106 Bo<n<l<n, Wü 
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Е А-1 
т > (4 — n) i, tg + ту 
__ -1+r +r; T(z T(>) 
， = (1 fg 十 r) T(r, + Y LN 
其 中 TO) 表示 特殊 函数 Da) 在 se = v; 的 值 . 


命题 10.7 > 由 一 至 且 绝 对 收 侣 ,并 存在 正常 数 oa, 使 得 
对 一 切 [^з | < Se cy < £25, 都 有 


СЕТЕ сатта — + т) 
+ exp( 4e, ml б — b r) — (z — x )* n), 
WEB) tag B,(x.:, 0) — (B? + ВЧ, ду). KR 
直接 验证 | 4 . | 
U — Basle, t, 0)) Cat + Bayle, г, дуу _ 
— (I — Bikr, t, 0)) (asl + Bux, 1, 8)) 
== 8,46, г, 8) | 31 (ваа; D 


nr 


— b uix, DDU — Bg, 1,0))7 7 


"Gal + в, «Gr .0))8+ >) banus, D " 

- {1 — BuG ot, 90)) (a4 * РҮ ЖУУ ЕЕ 

+ D rola, D — ыы", DE 

ar rio EE 
+ M bass x, oae, . | he 1 (10.61) 
其 中 mE MM 
a [Рик (z, £) 一 bes (x a O| = О(|х 一 x' (4). 

"up 
其 次 有 


d P( x ,st tg) == (В,(х,14,9) — Егу? (x — fg, Hg) 
= (Bx, 5,0) — CH? 十 BM Cel, tes 9))) . 
` ЖЕ 一 © ste, te), 


结合 (10.61) 和 定理 10.6, HERB U 一 Balt, 1, ODI, 
= 967. 


(Brala, 1, O)| ЯВ, (х, +, 9) | — ВОН „ПАПА [Atel < c А, 
14r? x, fh. £f, =} | | Е 
© coth" (|x 一 хаба te + т) 
一 (十 十 2 一 4) 


+ (а= tr) > ) 


- exp (32 |1 = tr)— (x — x): n). 


ЖЕ 


因为 
Ix — x’ Nfl, — te + г) — exp 
> (ale mi "lax — uc Tr) 3 = cult), 
其 中 си(в) 是 与 8 有 关 的 正常 数 , 所 以 
ЄХ ths x E tg) | < cut" (cule) + T r2 ) 


у at 


баа r U es ( a, 


-(n—uD-G-r)n 
в — оба t 22:27 
m p | ‚ 
mm 一 п + esign(xm — xw) (Gg — t t ту, 
VUE) IUE с ВА зру, 
[49 (х, fa, x » ul 
= cule, & rA (1, — tg + T) 


- ew (25 (1 + ви ва — в + T) 


aint ted) 
ap 


— (x — z') ° т»). 
下 面 来 估计 oY, 由 上 式 和 GU 的 定义 可 以 知道 ， 当 149& |, 
lan? < сз вА, 
tot a=" 
\ф Pr, tga x UE Schley в.) сл" Ў) ть — r) 0d 


ны ё 
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. G, =. + iy tu L > (32 C+ a) 


ЫЈ 
ye 25 


x Ch? | Gn Ga — 5) + s? Hs (z, — te v)) 


— G — 2) ` n? — (y — 2”) +”). 
5 ç 
— o. 
И = nD + esign (x, — Ya) (4 — ny №, ©, 
2, =l 
m == nw + esigal y, — sm) ($, иг) 六 
ME | < c — 284 ERE, 
| ier, te, x, #5) | Sele, £)rÀ? 


3 
. ex (25 ES 《1 十 28, Yar? C, — # + r) 


#—1 

ғ = i 

一 (= — x) L0 > v(4 — 2,) Ute 
vet 


du 


"(nar 


[j^ 33 аре — ylo(a — t)” 


+ly~e'lol(s — n + r) 35]. 
其 中 让 全 是 10.4， 10.5 得 到 


-14427 ~i- dee 
rA" s: (z £n) FP G,— В бз 


вж Ё 


1 
* Ў espC—s(Ix — у|а(е — 5) 77 


yea 


+ {у 一 оа — tet p) 15)) 


H=] — + ту-1+®=*% 
= гд" 之 5 ы ) M 


ye a 
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я 
" 


r l` Ü, т ини 


X exp(—sly — х lait, — t; + r) 35) 


k-t ipo fcit E 
+ тА? У! >, {> — —) 
r=[ 4+1] +i Tr 
_ NES 
(noct t) ха 7 
-expi-— sir 一 MN у 17) 
EP 
«wa ut). 
< < = [| +1, html < e — sQ + 134 dy 
B. 
ñ А -1+40+0-0 
perce, ETE ste) | < esCD AT Е + r) 


x exp( 34 P(t + s + т Ga — ғ) 


— (x — z') : л}. ‚ (10.62) 


РЕЖЕ” RAA 


|00 tee OLS ey" ) rh" 
&-3 ` 


Pra r) +. (t, 1+ ту 


vet 


+7379 
2p 


x $3 (3 аа) Са 6) 


yer 
Od a + D) lB Gs. — nt 0) 
— (x — y) a? (y — z) 9). 
选取 
_ 
е == т. 十 Esigal w — ya) Gk — 6) ?*, 
т 一 ты, 
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则 由 命题 10.4 和 10.6 得 到 ,， 当 Ay] < а 62 FFU +1), 


199 *P (x, tay Z, tg) | < ек( rh exp (22 a 


TogsO + Da lanl, — te z) 
к-1 


ve к" 


а-я)" 
T 
ait 
ав ту ЧУ x h 之 (ty — ty) FF 


+ exp (—elx — ylai(zg — 5) is) 
Е 


= ру" — rg =) 1? exp (22 (1 
` 


+e + Lai X (n — z + z) 
— (x — x!) а) (2) (44. tp) 


. ( r (=). "LU 


于 是 由 归纳 法 得 到 ， 当 |hma| < a — el! + ПАЗ, 
-tt eon 


197 (x, t. x a) | соте — nu tr) 


Е (1 + a + D) elis — ирак). 


Гра d а rE +1) — NY 
т ( 2p (eur (2) (r ( ME" )) . 
最 后 在 上 式 和 (10.62) 中 适当 选取 8 和 s,， 刚 得 所 证 的 结论 。 根 
fg (10.59), 定理 10.6 ЖИ it | o? | A HB ЕЕ НГЕ. 
定理 10.7 存在 与 xz, x, ta. t ATK cs, 使 得 对 
一 切 |s | << 2P, [49| = Сю < с 都 有 
d 
| "arcu, tks x 3 zol = = cu h Cr, — dg T T) 


. es (22 Inl — te НЕ) — (x — z) ` я). 
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THO | 
еды = sup tetes nds ПИН = sp әб). 
sea} [ead] 


定理 10.8 ”假设 (10.52) dh f= 0, WIZE n, tg 和 7 无 关 
的 正 数 ca, 使 得 对 一 切 1*| < 2р, 
G4 — а туб la or, le < en lls CT, 
证 明 
g (r, te) = 21 Gars trs Уи, и). 


PIT jd 


由 定理 10.7, 
w _ - 
Ite — n d 0) AMOR (х, te) 1а SS esl It Cte) eo 


t — br) FAT >, exp (е ~tg + z) 


PIT 
- e +»), 


Tie 77 signi x — ym )min (is, — y ОР" 


. (22 (a — t c eyes, ni 
则 得 所 证 的 结论 . 
定理 10.9 Wu, £) Я (1051) К, MRES т, }ЖП U, 
无 关 的 正常 数 o, 使 得 对 一 切 |:| С 2р — 1, MS 
lll Ca ту АӨ < ео + ЛЇЇ. 
证 明 “只 要 注意 到 ,对 一 切 xe 221 Ñ r, <1 < T, 都 有 


m (x, z) = У) С„(х, š, Уз tr )us y, te) 


ve dr 


LU] 
ug 2j > GiCx, 1, LE tai CY, 1n). 


ver veg 
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ш тр ри 


Widlund (1966) 给 出 了 格式 (10.51) ВУ и, X Uy, f E AI ЖК 
l-le 稳定 的 一 些 必 要 条 件 ， 稍 后 ，Widlund〈1970) 还 得 到 了 и, 
的 高 阶 差 商 对 如 的 相应 导数 的 误差 估计 式 ， 
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Widlund (1965) 等 还 用 Fourier. 方法 研究 初 值 问题 按 LA 
RHR, ART :本 节 只 考虑 下列 问题 


8U wo OU, — oo < x < co, о: = T. 
Or даа 
Ule, 0) = Usla), 一 co < x < co, (10.63) 


Sith a(x) za > 0, 
用 e* Ce) XEZR ЕРЕ м 在 点 x* 和 时 刻 г, = Аг КАН, ЖУН 
下 列 客 式 解 (10.63) 
uc (ua) == > ня + mh), (10.64) 
或 写成 
wht! == Cut, 


它 的 局 部 增长 系数 是 
С(8,т, х) = > bo (e) emm. 
把 它 展开 后 得 到 u 
GU, r, =) = > b, (x) + igh 5] mab n(x) 


me 


-£ Ў) 5, GO + O(8%, 


mom Al 


我 们 假定 , (10.64) 3 (10.63) 的 逼近 是 相 窜 的 , 则 由 (10.7) 得 到 
GB, т, x) = 1 — Аа (к) + OCR), (10.65) 
特别 有 CO, т, х) = 1. 
定理 10.10 如果 a(x) Хх Е Lipschitz 条 件 ,并 存在 正常 
Roa, 使 租 对 一 切 * 1851 < и, 都 有 
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IGU, v, x) e 1 ай, (10.66) 
那 束 ,格式 《10.64) 对 初 值 按 L^ REE. 
证 明 ”事实 上 可 以 证 明 更 强 的 结 染 , 见 具有 强 稳定 性 : 
(A Cw « (1 + Olr) letl. 
Scie (к) PJC 3825 J BIS | 2 Ú BF, u^ Ge) = 0. 用 
Co 表示 下 询 常 系数 差分 算 子 


Сок) = > bs (0 }utCe + má), 
ma—M 
它 所 对 应 的 增长 系数 是 
С(В,т, 0) 一 x b. (0) e m9, 


用 ^U (B, r) 表示 Cout Ce) 的 Fourier 变换 ， 则 由 Parseval 等 式 
和 (10.66) 得 到 


ПС = | | (9,7) 2289 


— 


| G(s, т, DAE, T) [48 


= 


上 
-F 
< Г. O — eg P) VA, 2) Рав 
< me 一 4eysin? C 7) Pag 


一 Пи — о дли, 
类 似 地 有 
Cw]? < lat? — с Иди, 
由 于 [ 
licel? — | Ct]? + (сир Сар, 
因此 叉 把 问题 归结 为 证 明 | 
le t — Соер | < д1, + OC) р. 
因为 格式 (10.64) 对 (10.63) 的 逼近 是 相 容 的 ,所 侈 
Cm ] + 4400.8, + О, 
其 中 0 是 关于 9.0. 的 多 项 式 , 且 至 少 是 三 阶 的 ,并 由 此 有 


+ 374。 H 


NEL 


[Cs]! — [utl] + 2aRe Cet, 48,0,4u*) + Vlad dtl 
+ 2Re(w5, Он") + 21Re(e0,0.u*, Out) 
+ [[Qu*lP, (10.67) 
(n5, 240,0,u5) = Cut, 8,(a0,u*)) — (iðra, Out) 
= —(Oiut*, а.н“) — (де, O,u*), 
HELER аб) 的 Lipschitz 常数 , 则 上 式 右 端 第 二 项 的 绝对 值 不 
超过 САЦА]. 对 应 于 Ca, (10.67) 中 右 端 第 二 项 应 该 用 
2ARe(u*,2(0)0,0,u*) 来 代替 BMS TF —24Re(O,ut,2(0)G, 04), 
由 于 当 lel > £ f, eG) = 0, RA 
|(8,st, 40,u*) — (Biet, 4(0)0,5*)| < 21619. |", 
TRB, (10.67) 右 端 第 二 项 与 Cowt 中 的 相应 项 的 差 的 绝对 和 值 不 
超过 
2LelO wal 十 А10]. (10.68) 
为 了 估计 (10.67) 右 端 中 其 余 各 项 , 需要 考虑 更 一 般 的 情况 . 
idR = 4,0.4,0,-+-¢,O,¢41:, Hd, SF 0. 8 0., а(х) 具有 
Lipschitz PRL, ЗВАНА a 50, 逐个 交换 位 置 后 得 到 
ĝa R, 其 中 R, == 2,0,---d,a,,;, | 
5,0,4;R,, 其 中 5: = 2а), Ry = д,.. "Gerais 
S30 R5, 其 中 $3 一 8141424393, К; = д. - "tH vus 
Sp- R 1s 其 中 Spi = ива. °: "dry Rpa == O, + = "Or, 
Rp = д,аа- - + 87410405 t -O,, 
因为 
Bia Rin = 5,042, Rau* = Od * -O,a,, 18", 
所 以 . i | 
(at, Rut) — (at, Ront) = [ (t, Ru*) — (at, Ə,a В] 
+ ЕСА S10;a4 R н") 一 (uk, Ssa, R et) ] 
НТС, S,B,a Rut) — Cut, S, B. R;et)] + --- 
+ List, S) 4052, Rent) un (u^, Кен], 
由 于 Rwt 与 Og, Riut 的 差别 只 是 交换 了 а: 53 9, BJ hL ES ,S;O;as Ryat 
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Ej SO зи 的 差别 只 是 交换 了 a 5 Ө, SER Sees , ЖЕ Seu 
да, Юри 与 R ek AA eB ea V д, 5 Я 的 位 置 ， 因此 3 
若 用 SF AR S HRS Wf EU 
\Cut, Rut) — (ut, Row) | =< Би Ris] 

+ ЧЕНА] + + ПЕЦЕ ла}. (10.69) 
因为 每 个 Sr 的 结尾 都 是 他， 所 以 上 式 右 靖 括号 内 ， 除去 第 一 项 
外 都 不 超过 collec Эм |, Жер с; 是 正常 数 , 

若 * > 2, Waid R, = $0,,4, 5, = а,@,+--а,, RNA 
[| R, |Ë 一 |5,9, = СП | 
+ [ба ид Си (15а. |). 

但 Ret 与 За, дни ПОЗЕ Bl H АТ 0, 与 а, ee „РА 
[| вме — |5,2, „О | < Бы + 115275851). 
УЧ Sat 是 ut Е ОН TEL Mtl << с 19.941, f 

县 由 此 得 到 
ПЕ | < САА + ДӘ). 
把 上 面 各 估计 式 代 人 《10.69) , 就 得 到 
| Cat, Rut) — (ut, Rou*) | < оби Ви + ПӘ). 
现在 把 (10.67) 右 端的 第 三 六 项 改写 为 下 列 形 式 


(sut, (IH Xn о) + .--. 


Tg x PPR Ет RMS AR ЕЕ, ЖЖ | 2 š 
A et = 0, НИ A < 5, 则 总 有 
СР — || Сы] =< MED 
+ ое A ош, 
其 中 当 он, M 0, SEES 6, ЗЕНМ (6) < а! 4, 
考虑 到 


chil Bate < ©” let? 十 © дахр, 
就 有 
Сар — licel < 2. Пак + T Ces + eet, 
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.并 由 此 得 到 | 
Ca? < (ї + O(r)) etl? 一 E ПЕРА 
ЎР — AE eR u^ GO OTS 56.4 中 的 方法 应 用 Garding 
Emi. Bum Go 是 适当 光滑 函数 , 它 满足 $ 6.4 中 的 条 件 ， 
而 且 每 个 小 区 间 Z: 的 长 度 不 超过 2+， 根 据 前 面 的 分 析 ， 


| Саво < а + осу — PALACO (10.70) 
另 一 方面 ,我 们 有 
ПӘ. Сану — Пабы] = ОСА) а, 
+ 19,04,91) = зад. 
+ 19. (дыр) + О(г), 


所 以 
llo. (аи)? zm FEL + оту], 


并 由 此 得 到 
Уд. (ив > B S e. + OC) lut? 
一 lago. + О(г), 
结合 上 式 与 (10.70) 就 得 到 
leat = У) lá cell? < $3 саша 
i H 


+ ось + OCDE 
« (1 + O(z)) > [ан 一 z У) ERECTA 
t i 


£1 
+ де + o COP = а + осу, 
Richtmyer, Morton (1967) PGT 8 "Йу АУ 2 38 27У PE 
式 , 显 然 ; 可 把 这 些 方法 应 用 于 抛物 型 方程 组 
105 高 精度 格式 ,外 推 法 
为 了 提高 近似 解 的 精度 ,需要 构造 一 些 高 精度 格式 , 今 以 下 殉 
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简单 问题 为 例 来 说 明 一 些 基 本 方法 ， 


LU =— — — = 0, ноя, 0 < , < T 
Br Өг * ° ni 
U(x,1) = U(x + 1,0, —co < x < о, 0 =: = T, 
U(r, 0) = (>), — 00 « x < со, 

(10.71) 


最 简单 的 方法 之 一 是 选择 合适 的 步 长 比 1 一 =, е 下 
列 古 典 显 式 格式 


则 有 


ui (x) 一 uis (x) = 0, 


kw) woe THR — т ӨШ) PF 0) , 
Us (Cx) бы 2 aa D 3s + O07 + A), 
GU Ери Bier SX 
aru _ BU (1072) 
д Әр?” у 


HOS а= 18, ЖДИ: OC" + н), 
ЖЕУ a. li Crank-Nicholson 格式 
и (= = 1н L tx 
iG) y "SG + — uis). 
不 难 蛤 证 
UM) 一 PULO + LURG) + Ol + P), 


构造 高 糖度 格式 的 另 一 个 途径 是 采用 高 阶 差 商 ， 根 据 数值 微 
高 公式 (网 Микеладзе (1953)) 


ov ami U, 一 工 U, 十 5 

9: 2 

eU p Р (10.73) 
E = U,, — i; Desis + öğ Usser + + wey 


ВТ ЯНИЕ: O(c? 4n, 


Gr) 一 нң) 一 иы) — I aas), 
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党 增 加 空间 方向 的 网 烙 点 ; 则 由 上 式 积 《10.72) 推出 下 列 格式 
wie) = don + (Z — E шо). 
RZ ,3538 REM AA БЕ UA 
i? T 
ux) + (5 一 Laon = wh(x). 

显然 , 当 1 = 1/6 If ERA BARRERA O (т? + 
№). 

Саульев (1960, 1963) 导出 了 计算 (10.71) 的 许多 高 精度 格 
式 , 其 基本 思想 为 , 设 格式 为 


1 


У > du Su "(x + mh) = 0, 


然后 把 atf" (e + mA) 展开 ,并 用 待定 系数 法 决定 а. EB 
误差 为 最 小 . 

需要 注意 的 是 ,多 层 格 式 往往 是 不 稳定 的 ,因此 常常 要 设法 改 
Ж, 

£5103 用 下 列 Richardson HA (10.71) 

uf (ж) = ик (х), 

id etla) = at e), uj 

2 — v*(x) ибх + 5) — 2u*(x) + ets — А) , 


2r д? 
оК (x) = ute), 
MAS WE BESS RS 
'— gas É 1 
Gi, т) = | 2 ) 
1 0 
它 的 特征 方程 是 


VIG) + 82sin? © 1(G) — 1 = 0, 


НЕЕ 


XG) 一 — Aisin? 88 + /1642йа* ВВ + 1， 
2 2 


ING) 一 一 4isio P — _ 16a4sin' e +1, 


当 Bh == = IP, >, B 


Мах! (С) >a - / 33 d-1 22 А+ 1. 
H 


AE SERS А fei, Richardson 格式 都 是 不 稳定 的 。 
现在 把 工 述 格 式 略 如 变形 , 即 得 到 下 列 Dufort-Frankel (1953) 
格式 
win) — ut" x) 
2T 
a Sx + À) — ut^ (x) — ut Ця) + ax — А) 
Pp 7 


# uU RA ESB E] 
Ик) — Их) 
2r 
— Ute + h) — UNG) — U*71(x) + U*(x — 5) 
д2 
一 (=) OUI) о G + + E), 
À on Pp 
ACARI OQ + P). id sk(z) = ate), Ria 
Dufort-Frankel 格式 化 为 下 列 方程 组 
utte) 一 ох) ах ЕВ) — wt (x) — v*(x) ++ их k) 
дА? . 


2r 
oe) = uta), 
4 2 = 21, AARE REIA RE 
， | 2Zacosfh  i— а 
seo [n e) 


i 0 
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其 特征 方程 是 
G} 一 2a соѕ бА 
1+а 


(с) — il = 0 


特征 根 是 ( 见 图 10.2 和 图 10,3) 


2G) = а cos fh v — a "singh 
， a 


LPG) = 290308 =L — ов | 
a 


1369] 


10,2, aml 
[29% 
i 
o 
一 1 1 con pA 
В 10.3, axi 


Жа == 1, WAG) == cosgh, XG) — 0. 
当 a < 1, 19 G) 是 实数 . Ж? сов > 0, WI 
max |a С) = CE) < «хар F< 


= 1, 
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1126) < 17 J d^ cos? ph — &'sin!gÀ 一 2acos'Bh + 1 
a 


« [led 


Xi cosgh < 0, Ry 
max |aCG)} = 149% 6)| = a | cos fh Bh| + 1 <1, 
t 


песо < [1 1 


34 2221, singh > 一 Rt, AO 是 共 斩 复数 ,由 于 它们 的 积 是 
1 


mone st <1, 
! 


M al 1, singh + "RE 1 是 实数 ,其 中 一 个 特征 值 的 络 


对 值 小 于 1 ,而 另 一 个 的 绝对 信 不 大 于 1. 
На КЕШЕ ШЕ 4.9, Dufort-Frankel 格式 对 一 切 А 


都 是 稳定 的 。 
着 要 在 不 增加 空间 网 阁 点 和 时 间 层 数 的 情况 下 提 高 格式 精 
E, 则 可 采用 Collatz (1960) 所 提出 的 Hermite 方法 . 记 ye, 


并 由 (10.71) 直接 得 到 
a(x) — ovt (x) — (1 — a)s*(x) = 0 (10.74) 
Но зо 1. Xp (10.73) 得 到 
V*(x + A) + OV te) + РЕВ) = 12Vi (Cr) + 0, 
a HI (10.74) 得 到 下 列 烙 式 
uix + A) + lüsEx) + at (Ce — А) 
— 12090 (х) — 1201 — jet (ху = 0, 


特别 当 = 一 二 时 ,上 述 格式 即 为 Mitchell, Pearce (1962) 格式 ,其 
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REE OC + At). 
另 一 个 重要 技巧 是 Kreiss 方法 ,形式 地 说 ,就 是 用 
EN TON 
l 十 Ë ut. Сх) 


dmg T 00, 从 而 得 到 下 列 烙 式 


оу E da G) — бо = 0, 
这 个 方法 也 被 广泛 应 用 于 各 种 方程 ,可 参见 М‹Кее( 1973), Ciment, 
Leventhal (1975) 和 Rubin, Khosla (1977) 等 人 的 文章 . 
xh BR ШЧ ЕЖЕ ЕЛЕЕ, Riko, a DR Mx 的 步 
1 


eter 
Ф, a aC 


Lue Cx) = ub Ce) 一 икте) = 0, 
БЕК т ЯП A RAHA 
LUE) — LU) 


= y(t SUS) A PUT) 24 + o (4), 
12 84 2 др 


35 Ux FE CBE REEE E 2.5 的 条 件 得 到 满足 . 设 
tm > 1, Ире RI MAD 0, 都 有 


UE) = ui Gr) + Е (uh, Ge) — b G0) + oC HD. 


HER $ 2.3 中 的 一 般 理论 „УК в I RE EE, 在 $ 2.3 
让 介绍 的 其 它 各 种 方法 Нея Tie. 


10.6 Ar RAIE, Петров-Галеркин 方法 
考虑 下 列传 输 扩 散 方 程 


« 383 < 


90 ү ди Ou 
一 g — > 

ðr Ox Ax? 
Ute, t) = U(x + 1, t), као, IQ: T, 
U(x,0)—U,($), 一 oo < x < oo, 


= 0, —co =< x = os, 0 =< z; =< Т, 


(10.75) 
其 中 g, r 是 常数 ，v > 0， Ж 141 RA, 则 解 的 性 质 就 会 变 差 , 即 
是 奇异 摄 动 问题 ， 同 样 地 ， 相 应 的 差分 格式 的 性 质 记 会 变 差 . 另 
一 方面 ,在 这 种 情况 下 ,为 了 保证 计算 的 稳定 性 ， 必 须 对 步 长 天 小 
施加 严格 的 限制 ， 例 如 用 十 典 两 层 显 式 计算 (10.75)、 原 贴 上 讲 ， 


DB ABD, д 二 ,格式 就 是 稳定 的 ， 但 在 实际 计算 中 ,万 总 
是 有 限 值 , 故 当 lzi 相当 大 时 ,4 < 2 并 不 能 保证 实际 计算 的 稳 


定性 ， 从 而 要 对 步 长 施加 更 严格 的 限制 . 为 了 克服 这 个 缺点 ， 
Christie, Griffiths, Mitchell, Zienkiewicz (1976) 提出 了 一 种 新 方 
EE. Anderson, Mitchell (1976) 称 它 为 Петров-Галеркин 方法 . 
这 个 方 潜 已 得 天 了 广泛 的 应 用 ,例如 可 参见 Heinrich, Huyakorn, 
Mitchell, Zienkiewicz (1977). Christie, Mitchell (1978), Griffiths, 
Mitchell (1979) 和 Mitchell, Griffith, Kuo Pen-yu (1982) 等 人 
的 工作 .。 

现在 把 Я = {х/0 < x SYM ХЕ F; = {х/(1—1) 
hx х << {В}, IS 1， 用 p(x) 和 (lx) ИЖ 
和 试验 函数 ， 


J 
ибх, t) m >) н (ару бе). 


记 аб) 一 ED, рію) = TED gg 44 1075080 Петров- 
Галеркин 格式 是 


а 


£ oa J 
У | DeC Code + а У) | ик’ ap, СӘГ 
pci 7? 


tel 
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J L 
+») |, «Ow. 0, Мф), 


用 их ат). CMS BBM, 085-1, 0«c0xl. 
REA 方向 离散 化 后 得 到 


xí (fot o Goode 


Jo (à 
+} Í (out + (1 — Sut ри CO d GO dx 


me n 


m 


J 1 
+ >>; f [ax + (1 — e)ul qi GO dr(x) dx = 0, 
(10.76) 
为 简单 计 , 床 节 假 定 eG, die) 由 (1.27), (1.33) ЯП (1.34) 
re ya, НЕХ И, (1.35), Mid 


e= — |) — 6C. 
于 是 不 难 验证 
f Фін nde) dx = f ф(+)а;, 


j pda = | b(— sds 一 Fro = гу 
let. cos Gods = — (С), 
因为 | os dds = 1, 所 以 


[etos + | sds = 1, 
жж 


1— гс 


1 
[ Фіз СУФ, Cede, == 7, 
vi 2 


р С ан = — 


把 以 上 各 式 和 和 (1.36), (138) RA (10.76) 后 即 得 到 


1+ 
"E 


* 385 * 


Ç — bô, 十 E AC — uf) 


+ igh (8. — 5 0,5.) еи + а — 54) 


= ivr, oul + (1 — oat), (10.77) 
Ж a = b = 8 = z = 0 Ff , Z E GR SES. 
FHH Fourier 方法 来 分 析 稳 定性 , 即 指 满 足 Met] < [hell В 
那 种 稳定 性 .应 用 分 离 变 量 法 得 到 增长 系数 Gls, r) 所 满足 的 等 
= 
(1 — isin Bald — 244988) 
— cin? (22 — 241ch8 — 4pA8))G(8,7) 


= (1 — #sin&A(5 + AgqA(1— 86)) 


— sin? (2a + 2¢ich(l — 8) + rali — 9), 


ја p= 9, +4 
2v 
a 一 荆 一 2sin? BP (a + 2Àvpe(1 — 8) + 24001 — с)), 


a == — sin 8b (b + 2Avp(1 — 8)), 


a, = 1 — asin? Ё? (a — 2Àvpe8 — 2420), 


a, = — sin Sh(b — 24528), 
HA 
(аз + im) СОВ, т) = Cm + ор), 
Br AK SX, (10.77) 稳定 的 充 要 条 件 是 


(= — ala + os) =< (04 — te + а), 
© ЖЕ! 
а + в = 2 — Asin? Й (а + ipe] — 28) 
+ dvi — 2¢)), 
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G, — в = — sarin © (ре +1), 


оз + а, = — 2 sinB5(b + Avp(1 — 28)), 
Оа — a == — 2App sin fh, 
令 《一 tsim t, 于 是 (10.77) 稳定 的 充 要 条 件 是 


(ре + la + vApe(1— 28) + vA(1 — 20)) 
+ рС4 — Е) + vàp(1— 28)) < 2( pe + 1). 


(10.78) 
PAGS z ал. & g = 0, 则 由 上 式 得 到 
РЬ + vip — 26) <> (pc + 1), 
亦 即 
ri 一 28) < + 2 (e — 26), (10.79) 


4 g = 4, НН (10.78) 得 到 
4(22(1 — 20) + qc&(1 — 28))(pe + 1) 
=< (1 — 2a)(pe + 1). ( 10.80) 
以 上 两 式 即 为 《10.77) 稳定 的 充 要 条 件 . 
为 简单 计 , 不 妨 设 ре + 1 > 0, TÆ 10.80) 等 价 于 
A(2»(1 — 29) + чеё (1 — 28)) <1 — 2a, 
现在 来 分 析 稳 定性 条 件 . 首先 由 (10.79) 看 出 
(1) жа 较 大 , 则 对 = RIRN; 
Gi) 为 了 增 大 =， BH gle — 25) 20. 
其 次 ,从 《10.80) 看 出 
(i) 当 4 较 小 或 较 大 时 ,对 2% 的 限制 较 宽 ， 


Gi) Ж <>, TUER ас 0, ШИН 462.0 
(ш) # < H 
25(1 — 20) + 4=8(1 — 28) = Ü 
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(例如 e. 5> 1, qc > 0), Bi (10.77) 总 是 稳定 的 ,否则 


SOR 


L 
2 


1 一 2a . 
a 2»(1— 20) + qch(1— 28) ; (10.81) 
Civ} 对 于 通常 的 中 心 差分 格式 ， 有 a = b = =0 , Ж 


性 条 件 是 


G — 28) (10.82) 


当 in 较 大 时 ,对 7 的 限制 就 较 严 ， 如 果 适 当选 取 参 数 , 则 可 碱 弱 


限制 ,例如 取 a = b = 8 = 0, 4с 0, ШАЯ 
< І . 
2»(1 — 2a) + qch 
НЕ. Петров- Галеркин 方法 比 通 常 的 差分 格式 灵活 些 。 
(v) 对 于 经 典 的 Галеркин №, p (w) 一 oe), qu) H 


(1.27) BER Maii = I 5 一 “一 0， 所 以 稳定 性 条 件 是 


a 


1 2р 
822 RTS р 
1 1 
o> g RAS (1750): 
显然 ,对 4 的 限制 比 通常 差分 格式 严 得 多 。 
ВАЖНЕЕ, НЕ EH F Fes НУР 
bs) = pl p(s) + pd(s)), 
Жн p, BIEBM, dCs) 可 取 图 10.4, 10.5 中 所 示 的 函数， 适当 地 
选择 ФО), Р “ШИГ” ЖЕНТ Sr ЕЛИ. 
Si AHI. Mitchell (1983) 还 讨论 了 解 变 系数 与 初 、 边 值 问题 
的 Петров-Галеркин БЕ, ЮУ, Morton, Parrot (1980) 等 还 
Е ААР ЕНН На, 


‚ JBB + 


Æ o.s 
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本 节 以 反 热传导 问题 为 例 ， 说 明 不 适 定 问题 的 处 理 方 法 .我 
们 考虑 下 列 最 简单 的 问题 


S. OU — o < x < ox, 0 =< = T, 
д: дх (10.83) 


U(x, 0) = Ule), — co =< z =< oo, | 
Bog UG, OE WM: STAC John (19552)), 
U(x, z) 一 一 一 一 一 uL + Uylx + га), 


LL 
并 由 此 得 到 


U(xz, : + r) = lon r er Ute + ig, t)do, (10.84) 
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把 积 分 号 下 的 U(x + fo, 1) 用 Stirling 公式 来 代替 ,就 有 


Об, £+ т) > :5z {7 «Ж ше, 


+ (22) BUCx, 1) + 1 (=) GU) ue 


+ oun GIG) 169 
Maa + ig) 


2m: 


x 中 — vie ds las, (10,85) 


caus) (3 — x — ia) 


— (M 一 Ly] дм (х, г) + 


其 中 ом) 是 多 项 式 П (2—02— ih), бї“ BARU x 一 mh, 


7 一己 


ху + mh 29 0 АА 2т 阶 中 心 盖 分 ,而 
BHU (2,1) = P" (B1 U(x + ht) — ÓTU(x—h,1)), 


T, 表示 = SER] КЫ ах 一 mh, Vx. MBA tio 
在 内 的 光 油 寺 闭 曲线 。 特 别 当 Ur, 0 是 次 数 不 超 过 2M 的 多 项 
Akt, (10.85) PEDIDOS, 

用 uta) Жн 在 点 * 和 时间 点 一 好 ЖИЕ. # (10.85) 中 略 
去 最 后 一 项 ,并 记 


io - CE I GG +) 


2 zT 
FG» — 1y)| / Gm | №, 
则 得 到 下 列 差 分 格式 
u^) 一 nO оо). (10.86) 


假定 1 一 PELLE (10.86) 是 可 易 差分 格式 ， 于 是 可 应 用 
$ 4.2 中 的 理论 来 研究 它 。 记 
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e = L P et (SY ао = ooi — Du. 


гу mi h 
PUES qM CO 可 表示 为 mE 
alt) = CH "а, афт), (10.87) 


其 中 di 是 多 项 式 PO +1)---Or+ (m — 1) by GK 
Tx. GRA ds, > 0, Ah (—1)”5, (z) > 0. 
FRRSR (10.86) 的 稳定 性 。 它 的 增长 系数 是 
G(R, r) = 9] C1) P", r )sin™ e 
m=0 
& U(x, 1) = ef! соз Вх == Reet), 把 它 代 人 (10.85) , Же 
z 一 上 一 0, И 
che = Ge, r) 十 ROO, 
其 中 


азы {0 QU (wlio) cos Bzdz 
к 2 AM | T ( 21 f, cay x) 一 м 


ET. 29 z YEA z = 0 ЖМИ, 2101 十 35 为 半径 的 圆 ， 则 


R| = — 1 _ Ü „5 Юма ети O. 
= {2|ol + 2M à Y" |o] 十 3M 5 


= 


Zafar: 


_— 1 ея © a 
(= y Í = E ет 
2 P Md 
ET оо fs _ - 
A my P GT ems 
о 


< 2QRP ( y. 
2 


MHA) < 2 2, ES M со I, | RO) — 0, 
今 记 | 


С (8, т) = SC 52%, (r )sin?" 一 一 2 


m= 0) 
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дра IAA <= in 2 $ 


ch = GOCE ,т), (10.88) 

但 et = SUP. 因此 er 是 BA КРАЖ. ALAA LAA 

[Bal <= №, Св, т) BAM MMH, HRN eA < 
я, (10.88) 都 战 立 . 

TR, G'" (pr) 是 以 解析 函数 in нон, HR 


BUE (— 1)" 25,7), TH (10.87) 得 到 
„ыб! аут CODING 
* > аат). 
得 是 pi (r) = 24022 + 1) рит), 所 以 
S даат) < 24(2т + 1) S1 арт) 
аби ные, 
EIA <a, m|s P^ < 5， 从 而 有 


А | gh 
lim | ч — 1 аи › 2 
mem 2-( 一 1)y"5, 7 )sin?" e 
" lè mT} . 8^ 
= li 8 
m FX ES sin > 
< е #2)! + 24(2т + 1)1) uu BA 
"moa (2m T 2)! 2 


= dE <1, 


所 以 , ВВ < 之 # 时 ,总 可 在 复 平面 上 找到 它 的 一 个 邻 域 ,使 得 在 
这 个 邻 域内 ,级 数 GA, r) KIKAR iki Weierstrass SE 
理 ( 见 Маркушевич (1957)), Ш [48| <a ht, Gg, г) ДВЕ 
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的 解析 函数 ,从 而 《10.88) RIZ. 
HT (—-1)"4,.(7) > 0, E XE— V LEA] <= 都 有 
GHB, v) < G(s, r) = е", 
但 GOD(8, г) 和 err 都 是 B84 的 连续 函数 ,因此 当 184| 一 = 时 ,上 
式 也 基 对 的 ， 
= |8A| > я №, Н 
Сев, г) | < G: (=, г) = UO < en жш ght 


综合 上 面 的 分 析 得 到 a — 9) B ВН 
Св, т) | = max(1, e BY) == ей". 

最 后 应 用 定理 4.15, 其 中 q = 2, p= — 1, Ш (4.36) 成 
立 ; 所 以 格式 (10.86) 是 按 $3.2 的 意义 稳定 的 . 

不 难 验 证 (10.86) Ж] (10.83) HEM EAA АЧ, BTUL a ROUES 
AR RAL, 

计算 反 热传导 间 题 的 另 一 个 重要 方法 是 拱 首 方法， 可见 本 节 
HY § 18.7, . 


511 线性 方程 的 初 , 边 值 问题 ， 


$ 10 中 的 各 种 方法 原则 上 都 适用 于 线性 方程 的 初 \ 边 值 襄 题 ， 
但 晤 初 . 边 值 兽 题 也 有 它 的 一 些 特点 ,例如 极 值 原理 等 等 ， 本 节 介 
绍 了 隐 式 格式 的 极 值 原理 ,并 应 用 它 证 明 原 微分 方程 解 的 存在 性 ， 
也 叙述 了 一 些 高 阶 方程 初 、 边 值 问 题 的 处 理 方法 .接着 讨论 了 建 
立 差分 格式 的 积分 关系 法 (或 Вох HE), CRA PAA A 
数 或 间断 定 解 条 件 的 问 区 。 也 讨论 了 配置 法 ， 并 由 此 导出 起 收敛 
+. 最 后 扼要 地 介绍 了 计算 边界 层 型 奇异 摄 动 问题 的 Ильин 7j 
法 和 Stefan 问题 的 数值 方法 . 


11.1 ”热传导 方程 的 初 , 边 值 问题 , 解 的 存在 性 | 
BE ple) 是 途 续 函数 ,并 当 0 < < Thh paG) eG. 18 
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t 
T l.- pit} х = p 


o x 


Bu. 


D = ((x, 0/9) < xz < pO, 0 <, < TY, To = Gn ft = 
0, Фф (0) x s p I (0)? + (a, D = p G), бейге Т} + 
l(x, Ox == qu, байт Т}, СНЕ. SRP TU 
题 


SU ӨЫ, (z,1)€D, 
Эх д; (11.1) 


О(хуғ) = g(x,1), Cr, 1)€ Гь, 
用 直线 上 = ]й„ = kh EE II Ох: 划分 为 许多 小 正方 形 。D, 表示 
属于 品 的 全 部 正方 形 的 集 台 ，Tp, 表示 它 的 边界 ，D 一 D,/Tp,. 
计算 (11.1) 的 隐 式 格式 是 
[pen eas (x, — wn, 1) = 0, XE D, ИЖЕ, 
9000) = nns!) 在 Pp, E; 


(11.2) 

其 中 si, t) = g(x’, Г), Gs r) 是 与 (+, 1) € Tp， 最 接近 的 一 

引 理 11.1 车 对 一 财 (z, :) € Da, Laule, 2) > 0, WU a( xe) 

只 能 在 Гь, 上 达到 最 大 值 。 反 之, ЖУ 0) (2,1) € Ds, Danis, 
(e 0, BÚ ибх, г) 只 能 在 Tsp，。 上 达到 最 小 值 . : 


证 明 ея ЛЖ, WEDA—A (х. r} 

€ D, E (x, г) 达到 最 大 值 M ,而 在 值 s(x’ — h.n) n + 

A, YM иб „г В) ABD —/^Л Лот M. F ule, rh) < 

М, W| z. (2, ') 0, их, 0) > 0, Mi Lael г) < 0, Ж 
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нбх + À, ') < M № u(x'— A, #') < M , Ши их, г) < 0, 
a (x=, ) 0, MMA Lael’, <0, 而 这 是 矛盾 的 ， 类 但 
地 可 证 明 第 二 个 结论 ， | 

RIB LAS) z, : € D, 


а(х, г) x max |р(ж,/)!, (11.3) 
G@werp, 


因而 格式 (11.2) 对 初 值 和 迪 值 按 最 大 模 稳 定 . KAA (11.2) 对 
(11.1) 的 逼近 是 相 容 的 ,所 以 格式 还 是 收 化 的 ， 

FER (11.2) ЖЕНЯ (11.1) ПЛЕЕРЕ СИ, Петровский 
(1953))， 为 此 先 作 一 系列 估计 ， 

命题 11.1 如 果 区 域 D" 连同 其 边界 都 属于 六 , 则 在 D" E, 
u(x,t) RIBUS ZERO CB Ж. 

证 明 Боже, h Fo” 可 由 有 
BRIA EAS О ЖЖ EPA Н ЯША О ЖЕНЯ REA iB LR о 
BBB (к, 0} || < 2,0 <: =< 27, ААЦ РН, OC D,, 
E с тС, Е MR n.r). 

wx, t) = Ax, 1) F(, 2) + cox, t), 
其 中 
F(x, ғ) = (а ву, 

EM = (x — Ast) ex + hu rn (r,t В). 

HET 
(фф): = pid t pd: — iphis 
(pd). — qud + «рф, + Peds + abs, 


所 以 
Lp) = pL lb) + &Li(p) + bids Ф.Ф, + pub; 
(11.4) 
ЕЕ 
Lilo} = L (F) + FLG) + AF Aa), + Ен), 
+ Ек и%) t cLalv) (11.5) 
和 
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Lila) = 2a,Lí(u,) + из ws + Ба 
= te, + he + ugs. 
可 以 直接 验证 
(их, гу), = (и„(х, г} F u (z + h, sac CER 
Qux, 0). = (и„(х,} + ae — B, tus (x, 1), 
bx, D) = Gn 1) — (z, 2 — B). 
Xp (11.4) 得 到 
Lis (v, 1)) = uix, 2) + (z, r) + har, 1. 
把 以 上 各 式 代 人 (11.5) 就 得 到 
hile) = ох + h, 0) +(e + 5,1) + hule + h, г) 
+ (x — h, d) + (x — h, 0 + bui — h, Р) 
+ (xz, t — А) + (z. : — A) + Aude, £ — &)] 
+ (r, РЕ, СЕС, D) + Fax, bu, t) 
— (z, 1t — AJ] + F(x, DS Ges t) + wel, 1) 
+ 5402, )] + Ех, fae, г) 
+e + b, wee, t) + File, Olas, г) 


и, — h, t) leslr, t). (11.6) 
因为 
`F Ge, t) = — 22x + А) (а? — z?) + Ai(2x + Р), 
所 以 


F(x,D)ui.(xr,0) + Fr, Dus (x i) + ae + hr) lusket) 
= (а xus, — (2х + (Cr, г) 
+ usle + В, ОТ — de + RYDsG, 2) 
Hour + k, OT ux + Ви, Се, 0 
+ нбх + À, deux, t) 
Z= —#(2x + Pline, 2) + ux +h, OP 
+ ((2x + hY [iix d h, r) lx, E] 
= — t(2x + >)'126k(z, 1) + 2u.x, (u, (x +A, z] 
2 — «(25 + А) Qux, 1) Fix 0r A, :)). 
Ф015 
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F(x,ruis(e,2) + Pele, Dus) м, (а — Вии) 
Z — ax Ва zy + (x — hr), 
把 上 面 两 式 代 入 (11.6), HERB Р(х, 2) > 0, File, 0 > 0, 
Яр 
Lyle) Ze elule + A, 1) lx, £r d uix — 5,1) 
+(x, t m h)] + БЕС, uto, t) 
-— Их, (ЕР) — 1025 + BY (Suis, t) 
+ (x + h, гу) — (2x — Юз (х, Р) 
+ (z — h, ty) 
= [e + L Flr, z)) — 3(2x + А)? 
— 32024 — BY Tan, z) + [e — e(2x + AP] 
X wx + À, £0) + [c — (2x — AY Ји (х — À, t) 
+ be — File, г) án, t — А), 
ER e ESR LAM BSE i. Mitt bale) 2 0. 由 引 理 
11.1, wir, 2) 在 To 上 达到 最 大 值 ,其 中 Го HBR ¿= 0, х= 
一 # 和 x 一 4 所 组 成 .但 在 Го Е, Fe, = 0, Вен (11.3), 
w(x, ss 3cM3， 因 此 结合 vtx, 2 0 后 即 有 


3cM? 
LEE PESE < tear 
这 样 , 在 包含 于 中 内 的 每 个 矩形 QU A, s (z, 0) ВОН. 由 于 
"ale, z) 也 是 (11.2) 的 解 ， 因 此 Ga (z, 2) 也 一 致 有 界 。 再 由 
(11.2) 式 可 知 : a(x, г) 4 SUB FR. RAR HE РЕ. 
现在 把 D, 中 的 每 个 正方 形 划分 为 两 个 三 角形 。 在 每 个 三 角 
形 中 把 a(x, 1) ERE О, (х, 0. # DD, 上 可 任意 补充 一 
些 值 , 使 得 由 此 得 到 的 Us С, г) 保持 连续 和 各 阶 莽 商 的 一 致 有 界 
BE. 类似 地 可 由 sux, 1), nast) 和 was, г) 等 得 到 函数 V, 
(x, 1), Wale, OAM Z,(z, 2) 等 . AT OY HART O RRS, 
因此 iUiG. D. (Vales D, (Walt, O} A 1Z (z, 0) 都 是 一 
至 有 界 和 等 度 连 续 的 。 根据 Arzela 引 理 ,可 从 它们 出 分 别 选 出 子 
序列 ,使 得 各 外 一 至 收敛 到 连续 国 数 。 


(11.7) 
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SRE [Din 是 一 个 区 域 序列 ， 
DB, CD, D; C Da) a U Da, = D, 
m=] 


先 在 {Usl}, (Van, hs (Wale, OF 和 42,605, 0T thn 
取 子 列 ， 使 得 它们 在 2, ЕС. 再 夫 中 选取 子 列 ,使 得 在 
Da, 上 一 至 收敛。 依 此 类 推 下 去 ,就 得 到 一 个 子 列 , 记 为 
UG; 9}, Uu Do (Wa, (z. 0) 和 (Z Qn, OF, 
ISEB TD Е, SEHE СЕ 
U(x, 1), V(z, 2), ТО $0 Z(x,z) 
可 仿 8 5.1 中 的 方法 证 明 


au QU eu 


F = „ W = , Z= 一 一 


Ox 


BAW Us, RA (112), HE т — оо, BAD UC, 0 满足 热传导 
方程 . 
КЖ. 
命题 11.2 假设 点 4 = (а, 0), PH 
lim  U(x, 1) = РСА). 


(xi ДЕБ 
tz, +4 


证 明 FREAR (х, 2) = (x — Y + 3, BRE D/A 
E wlr, i) > 0, FAL Ae) < 0. 设 5 是 任意 小 的 正 数 , ро RE 
4 的 项 分 小 邻 域 ,并 当 Au 充分 小 时 ,在 DONT, 中 一 致 地 有 
lg (x. 2) Al <s. 
Mik c 为 某 个 正常 数 Буре th, 
cu x41) > 2msax | g(x,1)l. 
zerp 
记 
一 一 8 一 cs 人 一 了 (xy n, 
pix, 1) = — z( A) — 8 — cwlx, t) + U, Ce, t), 
W 6.6) 270, (Ф) > 0, НФФ EXE T, БАЗЕ 
天 值 。 但 在 其 边界 上 p <0, фо, ДЕБ, ПИЯ 
上 都 有 
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gU 4) — в — сю(х, SU, (xi) g( A) + £ + cux t). 
MRH A, TED, (x. 是 D, 中 的 网 格 点 ， 则 在 上 式 中 令 
~o0 后 就 得 到 

g 4) — e — cols, (D) < U(x, DS g( 4) te + emn, 1), 
ATARATE DRAR, 所 以 上 式 对 一 著 (z, г) 都 成 立 。 又 因为 
当 (x, г) — Á h], mx, 1) 0, 因此 得 到 

#4) — в lim U(x, Р) < im, Ullr, r) < g( 4) —+ s, 


(x. Dea 


在 上 式 中 令 — 0, — 

命题 11.3 BAA 4 — (5,0), s 一 oe), HERE 
FU VERS DR e aC, 2), 

(+) v4(s, 0) ED Уак СЕ гг) 的 公共 部 分 
DD 中 有 定义 且 连 续 ， 

(i) v4(4) = 0, ЗЕ DOJA Ev (z, t) > 0, 

(ш) M A, 充分 小 时 ,在 р, 的 属于 DU? 的 网 格 点 上 ， 

Бо) < 0, 
Юж 
lm U(x,4) = g( 4), 


a дел ` 


WEB] Ris = pl) ВО ANGER а, 使 得 由 直 
K: =  — G, z = #', хх Нах = pie) RRR DOC 
DUO, Bi в 是 尾 意 小 的 正 数 ,D 是 4 的 充分 小 邻 域 , 使 得 当 й, 
适当 小 时 ,在 Гр, ND ER Яра 

下 | (11.8) 
УЗЖ с 是 正常 数 ,使 得 在 ОО 上 
co (x, t) > тах, ах, £1)1. 


Fd = OF АЕНА Я 11.2 的 方法 得 到 , 当 А, 充分 小 时 , 对 DALLO 
pe НН А (x, t). 都 有 


ELA) — = — ce (x, 1) SU a (x, t) 
= gÉ A) te teval, i), (11.9) 
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< m — 00, e — 0, ANF . 
m Utx, у= 204). 


(971 
因为 U (A) = 0, AURRE CII.9)， 还 可 找到 点 4 的 一 个 小 
， 邻 域 DD 使 得 在 D, ПО ат Е, FASE < г, 都 有 

07, (x, 1) — g(4)| < 2e, (11.10) 

AU РЕ Dec Du, зра 

we, 4) = lre r F + 3(z — r). 
ME e ERRER AK. BEE р/р E, 对 一 四: >r — 8 
点 ,都 有 


ct(x, 1) > 2max |фх,г)}, 
ery 


甘 中 5 是 充分 小 的 正 数 。 用 H, 表示 £8 — ha 的 那些 两 格 点 
Аа. 下 面 证 明 在 一 切 属 于 T, ПН» 和 五 。 的 最 直面 一 殉 ES 
格 点 上 成 立 下 列 不 等 式 
EA) — 36 — cu(x, 1) & U, (x, 1) < gC A) 
+ 36 + сеху), (11.11) 

PLE FAGEDA, Weg с 的 选择 方法 ,(11.11) 式 一 定 成 立 . 
B(x, 人 EDD wlr, г) 之 0, 则 由 于 1 > — А, W В, 充分 
ДА „сн (x, 0) > —в, 从 而 可 由 (11,10) ЖЕ (11.11). ieu) 
є D), ш(х, гус 0， 则 由 (11.8), (11.10) HESS CE 1.11), 

HG 2,60) < 0, ТИЕН, E, (1111) 一 致 地 成 立 。 从 而 
区 可 做 前 证 得 

lim U(x, +) = (A). 


t= f) 
ət 


ЖИ 111 WE TARE, WR (11.0) 具有 唯一 的 
TAR. 

G) 对 于 曲线 x = pG) 上 的 每 一 点 (z, r), 都 存在 正常 数 
с, ES: er, Hra REDS. фо) фсе) > alear y 

Gi) 对 于 曲线 z pp) 上 的 每 一 点 (27)， 都 存在 正常 数 
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са, MR < r, ee ee 
pale) — pil’) < e(t — Е). 

证 明 ”如 果 能 找到 满足 命题 11.3 ТЕА Ж jas t), 
就 证 明了 古典 解 的 存在 性 。 

当 Aa, 满足 条 件 r m CI) 时 ,可 取 
pa (z, £) = 

| 1 _ 1 — 

[НИР dq —y +G r 
其 中 4 是 充分 大 的 正 数 ,5 0, 


кх” = д’ — b > "== + | 456 > 
Утка Vite 
344 (z, r) 满足 条 件 x 一 pe) 时 , 则 可 取 
valx, z) kami 
1 1 


IG PUSY сеза 
其 中 | 


x = xe b , r” = р —+ - с . 
fire 1+ d 


显然 ,这 样 的 e (x, г) Junt c РЕ О), (4). REMH vale, 
门 在 点 (x, 站 上 的 Taylor 展开 式 , 并 注意 到 当 d 充分 大 时 ,在 4 
的 充分 小 领域 内 


Әх? 
就 可 证 明 e (x, г) WERE Өн) 
唯一 性 的 证 明 是 显然 的 ， 
11.2 变 系 数 方程 , 变 时 间 步 长 方法 


上 上 节 介 绍 的 稻 低 原理 可 推广 到 更 一 般 的 情况 ， 例 如 考 起 下 列 
问题 
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gu eu eU 
一 1 U =], 
д; ш ax T^ Ax Ta 


0 <x*—< 1, 0 < = T, 
UCO, 1) = 2,060, б< = T, 
U(1, 1) = 60), 0 =< =< Т, 
U(x, 0) = Ux, Zr l, 
其 中 solr, 2), ах, г), als, 1), oto, g(2) RIUSGO 都 是 连 
SAR, alr, 2) Z9 co > 0, ЖНА 000) = g (9),UÓ/(1) = 2109), 
可 以 应 用 $10.1 0 $ 10.2 中 的 显 式 格式 来 解 (11.12)。 本 节 刚 利 
FB ЖЕ iE 
Fam {rle = f, Spl J — 1}, Hs, = {кух = ih, 
Oss Ji, Jhed. vil) = ox, kr), 


(11.12) 


xu 
[кА] = max RACE оя = max |е) |, 
itl, = max( | g$l, "n" 


а == max |41, я, taller, = max |е. 
бета: Oktay 


求解 (11.12) ЖЕ 
Ги) = af ed — at(s)uks(x) + at (edad (а) 
+ адин) = P(e), x € .Z VR > 0, 
s'(0) = gt, kz 0, (11.13) 
u*(1) = gt, ñ = 0, 
чх) == Ux), rE Fa 
引 理 11.2 # h, с 适当 小 ,并 且 
f(x) 22 0, gi 20, gi(x) Z2 0, Ш) 20, 
ПН z € Я. К Z 0, PA и (ж) 2 0. 
证 明 可 把 t11.13) RBA 
bt (x)ut(x А) + Gate) + Ф{(ж)ун 5 (х + А) == dix}, 
其 中 , 当 z€ Z, M, 
biG = д abe) — ах), 


A? 
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А? 


MG) = — © AG) + = aed, 
bie) = 1 + =a $5) + та бк), 


a(x) = ut 00) + =), 
ЭЩ д 一 0,1 时 , 
bo) = 21) =.l, 5*0) = 5t(0) m BC = 2%(1) = 0, 
d*(0) = gh, dC) — gt, 
je AGO БНР B*, WER ERE, A 
ДЕЛЕ (В*у > 0， 由 此 就 可 用 归纳 疲 证 明 , 对 一 切 ze Я, M 
k > 0, 都 有 utl) > 0, 
由 引 理 11.2 不 难得 到 下 面 的 结果 . 
引 理 11.3 #4, rawh. HA 
(La < Larti), хє, KIO, 
lut(0)] < 20), 4220, 
| e » D, kO, 
HOEFT ONEEN 
W 11111. =< {IL ol] <0. 
定理 11.2 ЖА, ТЕЩА, а(х, 1) 2® 6 > 0, AY 


Mle < max (Wola, Mle, igi, 
TEA RRR о 
v*(x) = max (то, MAU LAT. ls, пан»), 
———————— s 


定理 11.3 Ba, тіл, Аж РТЮЕ М ER os, 
使 得 


TIE DP = camax( |=, НЯ} > 111г 2. 
证 明 ХНЕЛЕСЕЮ А, 定义 差分 算 子 


Li? u^ (x) жан 
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BL Gut x — Ьу + du n) + OD ue + ADs 
РЕ, LiG РЕМ, B. Liu (ху 一 d(x), RR 


vt(2) = 
其 中 
pt = max hat a + rif les ег Ys 
d = 1 — tmx |aalx,¢)}, 
2221 


于 是 , 当 ze Z, TH, Lok) > |ы + rites ЭЩ к= 0,1 
hi. Liet@) = РЫК 故 由 定理 4,17 | 
Meu, au, m E. (11.14) 


因此 ,或 者 etles, < < Nether, 或 者 
Пе... и, < < ur + т). 


依 此 递 推 下 去 ,并 注意 到 4 一 1 + 0(г), MERMER, 
隐 式 格式 的 缺点 是 工作 量 较 大 ， 因 此 有 时 采用 变 步 长 来 克服 
E. 例如 考虑 下 列 问 题 
OU. PU @й<х<1,„0=сг& T, 


(11.15) 
U(0, z) = UG, :) = 0, 0 = ; < T, 


U(x, 0) = Uae), 0 =< == 1. 
与 其 对 应 的 特征 值 问 是 是 


d 
= 0, 0 < 
а Ф x= 1, 


HD = (1) = 0, 
可 以 证 明 。 它 具有 特征 值 «7 一 77, a? 所 对 应 的 特征 函数 为 
2^ (x) — V 2 яв (Гах), 并 且 tx? G0) 是 规范 正 交 的 ,因此 原 问 
BARRE а] 5 


4047 


17) uH 


U(x, :) = s Bie Pg Cx), (11.16) 
i=} 


B; | сах. 


АЯ (11.13) Ж (11.15), HEIR fa te т. Ш 
k(x) = (ж) — И», 


E | 
02) 一 ak G) + (5 + = (292), 
r€ Z а, ZR, (11.17) 
a(o) = a*(1) = 0, k >= 0, 
gx) = 9, x €, 
其 中 
200 P S (e + 264 — h,kt + бт — т), 


0 =< 9%, ASI, 
可 仿照 (11.14) 得 到 


| 
k-1 
СЄ 
19—071 ЕН (11.16) 得 到 
A "T > gto mH Y. 
EUO € CCF), 则 存在 正常 数 сз, 使 得 
> Bute Phy (а) | < "ES > ПВ = cs 


‘lL. (11.18) 


从 而 
max 80| < 
<<< | Of? 


把 上 式 代 人 (11.18) 后 得 到 


Aa. m" 
5 
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litle «cue > (Ex. A 


ER yo vet ‚Иан 
П. < euch! > (5+ 4 ES ) КЕЯ 


2 S 6“ < 12°”. Чы) 


£= 
由 于 
| . att 
ы fad T, ty + wet 
Ta D 
Z= ty oh s (1 + =) = ty (1 + x) + 2, 
E 


A k-1 
„> + e+ E) ве) 


P+) 0) > t. 
把 它 代入 (11.19) 后 即 有 


lll. < ГА ath, 


显然 , 变 步 长 格式 的 解 的 误差 仍 为 O), 但 却 减少 了 工作 量 ， 
隐 式 格式 比 显 式 格式 稳定 ， 但 并 不 等 于 前 者 的 解 就 一 定 比 后 
者 的 解 更 精确 。 事实 上 ， EERIE EAR ER 


解 ， 例 如 假设 当 * >on, SY > 0， 那 末 若 采用 等 步 长 隐 式 格 


sx, Rip RERO k, 都 有 
(я) — (ж) < 0, res, k > 1, 
LWG) = 48t(0) = d) = 0, 6:2 0, 
W) 一 0, 0 ЖЕ, 
根据 引 理 11.1, HH x € Py, 810) 22 0, Ви) 不 会 小 于 真 
WU), Ix GEH d WEN МИН 


* $06 = 


mi Wu 


G(x) = itala) + (E — =) UG) ея, АО, 
2449) = 261) 一 0， >o, 
ax) = 0, ER 


GE < +, <+, МЕНЕЕ RG < 0， 即 oh) 不 会 


大 于 真 解 Ut). 如果 交 葵 地 使 用 两 种 格式 或 把 两 种 格式 的 解 进 
行 某 种 平均 , 则 会 获得 较 好 的 数 慎 结果 。( 详 见 Саульев (1960)), 


11.3 джина 


前 面 介绍 的 各 种 方法 都 可 推广 到 高 阶 方程 ， 但 要 合理 地 处 理 
边界 条 件 、 解 高 阶 方程 的 差分 格式 在 每 一 时 刻 的 系数 矩阵 ， 一 般 
都 不 是 正 型 的 。 因 此 较 难 判别 它 的 单调 性 ， 或 者 它 根本 不 是 单调 
的 ， 对 于 常 系 数 方程 ,人 们 经 常用 Fore 方法 分 析 它 的 稳定 性 . 
对 于 变 系 数 方 程 ， 则 往往 应 用 能 量 鞭 来 研究 稳定 性 。 

今 考虑 一 根 单位 长 度 , 钧 久 介 质 的 染 的 自由 振动 , 它 的 两 端 固 
定 并 满足 简 支 条 件 ， 用 U(x, г) BREW EMRE, 2E 
当 箱 化 后 得 到 


ёш au 


дг ax? 
U(0,7) = U(1, р = 0, rT, 

eu au 

—— — =  — шыг = 3 a 
а (0,7) ad (1, r) = 0, Os rs T, (11.20) 


оо: = Т, 


90 (z, 0) = UG), 06541, 
U(x, 0) =U), | Ox. 


Ace ЖЕ, Om ol, 0 = # = 1, Crandall (1957) 
提 由 了 下 列 计 算 格式 
wis Cx) + ВР xt) = — или (т) — ort ован (x), 
在 边界 上 引信 假想 网 格 点 x — А am 1 + A, HES 
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u(0) = s) 一 xs(0) = až) = 0, 
由 此 还 推 得 
u*(—h) = и, tl + p) = — utl — A). 
wis 5 是 常数 ， 那 来 一 般 来 说 ， 上 述 格式 的 逼近 精度 是 
o(P). He I 则 逼近 误差 是 OV), X3 X — 129) = 
2, 则 站 近 误 差 为 OCA), 根据 分 离 变 量 法 ,此 格式 的 稳定 性 条 件 
是 


还 有 许多 其 它 类 型 的 格式 ,例如 Nishimura (1954) 提出 了 下 
列 格式 | | 


жж) = ck) 十 " {их + 35) + а 3А) 
一 2 (ux + h) + шх Ву). ` 


Albrecht (1957) Е ЕРЙ E 


v3 T 1) ut (y) 一 ET (ut + h) + athe — 4) 
+ ат (u*(x + 24} Ах 一 28) 
T2 (8 一 1) u*(x) 一 SE tn + А) 
ute — A)) + (+= + 1) st *(x) = 0, 
这 个 格式 是 显 式 的 ,并 对 一 切 1; 都 是 稳定 的 。 其 缺点 是 格式 层 数 
X. Mmm Y fF и. 
为 了 避免 假想 网 格 点 并 且 碱 少 格式 的 层 数 。 还 可 把 (11.20) 化 
29 FUSE Gr ABA CAL Richtmyer, Morton (1967)),. 
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8: Әз? ? 
aw . ap 
8: Әх? > 
au ou 
и 
其 中 5, ° pa 


EA ЕТЕУ ЯВ, Н НУВ Е BARA, See 
个 不 稳定 的 格式 . 若 混合 地 采用 隐 式 - 显 式 格式 , 则 有 
pe = wal), 
wE = vii. 


它 实际 上 是 显 式 格式 . 记 “一 21sin ÉÉ, HAEREA (11.21) 
的 增长 矩阵 


ео”), 


Za 1— 4а? 
它 的 特征 方程 是 
(ACG) — 1) + telal G) — 1) + 4a? = 0. 
特征 值 是 
2G) = 1 — 2a? + ay à — 1, 
IG) «= р 20? — Зада L, 
E iL, WASH BA, а? > 1, 从 而 得 到 


(С) | > 1 + 22 / 2 — 1 > 1, 
即 不 满足 Von Neumann 条 件 , 因 此 格式 (11.21) BARREN. Ж 
1 — +, R] a — 1 Rh, OCG) — 2@%(G) = — 1, 并 且 初 等 因 于 
Ë 2, BDL (CO, DVER, (11.21) BERBER. ЖА, 


MAQOMI OREAREN =1 Fi wU BRS” 
ACG) 相对 应 的 特征 向 量 , 则 不 难 验证 

| Dei( a? y”) = 2 "AP > 0, 
根据 定理 4.6, 格式 《11.21) 是 稳定 的 。 


* 409 * 


fet (11.20) MU 


(я) = 一 一 = Сю? sx) + wii'(x)), 
| (11.22) 
wi) 一 Z Cotes) + sÉ l oe 


EIR OC + А2), НКР 


l~a 24 
lta? t+ 
GCB, n= —2a 1 — a: F 


Т+аї 1+4 
EM BETH, IN RRR Von Neumann 条 件 又 是 规范 
КЕ. 根据 定理 4.4, 格式 《11.22) 是 稳定 的 ， 
AEE 
Oru 


= (— DAE 0 < x =<1, 0 < ; < T, 


an 
O*U(0,:)  O*U(1,2) 
дм “дн "©, 
' OS Sp—i, 0< < T, 
Ux, 0) = D), 0 < rcx 1. 
讶 算 它 的 一 类 格式 是 
atta) 一 C7 D" (ант zQ) + (1 — our. an sC). 


一 一 


РЕ: pp 


在 边界 上 引入 假想 网 烙 所 
== gh ЖЕ ЕН ОА, 1404 6р 1, 
ЖАЮ TABUA 36 #k 
Хв (0) = L. (1) = 0, 0 SI =< p — 1. 
аз 4 4 
由 上 式 推 得 
u*(0) = «*(1} = 0, 
u*( — А) = — ut gh), 1 д&р—1, 
u*(1-r 4А) = — (1 — qå) 15 4= p — 1, 


ИЕ 


фм (ahh), ++, OLIM ауе Libi Kin Е 
ABBA 


Au == But, 


其 中 
了 一 了 十 (—1)'er ce 
m 
_ (—1)*"(1— z)r C” 
B — ! + E s, 
—2 1 0 0 
c 1 —2 Ü 
0 1 —2/ 


I 表示 (J 一 1) МРЕВ, ЈА 一 1. 因为 
Mo(C) 一 — sat I, < 和 7 一 1， 
所 以 
2 
1764) — 1 T "iux 
А 


daha 
29а > 
908) = 1— ca — a) | -—— 


显然 ;对 一 切 o 220, 2004) = 0。 因 此 4-: 存 在， 即 上 述 格式 总 
是 可 解 的 ， 还 不 难 证 明 , У > «осм, 格式 总 是 稳定 的 ， 否 
则 要 求 


T 1 
As < x=; S. 
А?Р 27-1 — 20} 


S — REA EET DUM f 


с жж: 


SU , PU , aU 
[oF 8:09 Әх 


au eu audi, )  O8u(l,r) 
Ө; 00 — бр (0,0 = 73, — gp = % 


=0, grel, deg, 


OPT, 
U, O —-U(1,2.-0, O<; < T, 
au PU 
-一 一 » 0 — 
[ðr (5,0) — 52 


U(r, 0 = Ш), 0х1, 
:可 采用 下 列 格式 计算 它 
a(x) 一 2af 2x) 一 ti naX) = 0, 
这 个 格式 的 逼近 精度 是 Dr + P), 3E E wi 1 < + 时 , 格式 是 稳 


定 的 . 
Саульев (1960) 等 还 详细 讨论 了 另 一 些 高 阶 方程 的 差分 格 


(x, 0) = DA, Ose <1, 


X. А 
EB ie Sh ,还 会 遇 到 下 列 Соболев 型 方程 
au, au_ au _ au _ 
Br ae” 89 Boer OU FF 


它 并 不 是 抛物 型 方程 ,但 可 用 类 似 的 方法 来 处 理 .。 Douglas, Tho- 
mée (1981) 还 研究 了 这 类 问题 近似 解 的 超收 敏 性 . 


114 积分 关系 法 


如 同 51 中 所 述 ， 可 以 用 积分 关系 法 建立 抛物 型 方程 的 差分 
格式 ， 有 时 称 此 类 格式 为 Вох 格式 , 它 的 解 往往 满足 离散 形式 的 
THe. 例如 用 Ue) RANGE, +.) 表示 热传导 系数 
v(z, t) Bm > 0, f(x, г) RAR, ЕтАх = 0 EK z = 14b 
保持 零度 , 那 未 在 区 间 .8 = (0, 1) 内 的 温度 满足 下 列 初 , 边 值 问 
题 


"412, 


erel, ISK ST, 
(11.23) 


or а (» 90) в 
д; Ox Эх 
U(O, O == U(1, г) = 0, =, = T, 
U(r, 0) = U,(xX), 0 =< x =<1. 

它 的 解 满足 守重 律 


[iuo nas = | Сах + (pa ә 9201, 9) 


— ›(0, p) 22 (o, 8) ав (tcs aea 


luco +2 ole, p OTER) ann 


= Uis + 2 rt Ula, BCs, Ce, Ede. 
并 由 此 推 得 ,存在 正常 数 a, ВИ. < T. 都 有 
WOW +2 (Po, m (29) deat 


< (Ши + | HCE) Реса). 
现在 用 积分 关系 法 来 建立 计算 (11.23) 的 差分 格式 ， 假 设 
Jh == i, xj e fh, tem kr, 
TEER ((z, 人 /xi St < ri, StS na) 内 积分 (11.23)， 
并 记 
au 


у(х.) =» 36, (11:24) 


BAA 


[TP (lz, aed) — Ше, us 
1j.) 


+ hn (Гена, 一 VCGri-1, Da 


= Wa p f(x, 1)dadt , (11.25) 


*k jl 
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它 者 示 热量 的 平衡 关系 。 由 (11.24) 还 得 到 | 
U(x;, 1) — U(xi 2) = — м Vx, г) ах, 


ыыы! ШЕР #) 


id d 
| _ “ dx ү 
alzi, t} = А (s о) > 
则 | | | 
V(xia m E (UG, 1) — Ибн, 10) 
== 一 ari, г) аба, t), 
AE 


V(xi 4, 2) — V(zi-k, 2)  — Аа (ау, OU i, t), 
此 外 又 有 | 
Í itk U(x, 14 )dx == AUCH, tk)» 
t1; d | 
P V tied, ()d: 
tk 


. ee roV (rak, ta) + z(1 — o)V o, ls. te), 
其 中 ososi, Ф wari) = els, а), ЖЕД ЕЖА 
(11.25) , 则 得 到 : 
(хр) — oC at Cx US Ca). — а а Ха), 
= (а) + Е), 
t PRG) m L (C is шый, ` 
xj +f j^ x, dx t, 


К) видах, BUELE, REOR)! 一 O(z + Р). 
Ж r= 则 С) | = OC + №). 根据 上 式 即 得 到 计算 


(11.23) 的 下 列 差分 格式 
ux) — аа (ри (а) ), — @ — a) ба хе)и (у), 
= fi), 1=<i i= J—1, А220, 
u*(0) = w*(1) = 0, k 2 0, 
xj) = О. (а), 0 =< j <J. 
(11.26) 
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在 具体 计算 时 ,还 需要 用 数值 积分 方法 计算 Gn) ЯП PO, 
伍 所 进取 的 积分 公式 的 误差 阶 ,应 该 不 低 于 通 近 误差 阶 , 否 则 会 影 
ЗРЯ. — E 
ахі) = vt( x) 3), 
或 者 
ak(x;) = Оз) Vor xa), 
ad 
R(x) = Ка). 
可 以 看 出 ,对 于 不 均 名 网 格 , 或 者 р(х, г), Кг, 0. 具有 第 一 
桨 间断 点 ,上 面 的 全 部 推导 过 程 都 可 行 ; 这 是 积分 关系 法 的 重要 优 
Am. SOA Ab UBER. RRL SRK 
Ae a RDO REE, IH ЖЕГЕ ПЕ r(x, AERE , 右 极限 
平均 值 来 代替 。 例 如 若 (х, 0) 在 点 ху 发 生 间断 , 则 可 取 


ах) 一 + (обков 0, 4) + pleg + 0, 4). 
ЕЕ ЁТ (11.26) 的 解 的 福 质 。 首 先 有 下 列 守 恒 律 
h s ак) = À > (ri) + т > [oat u$" (0) 
m а 一 назва 一 ss ODD 
— (1 — o)a*CA)a$ (4)] + Ar 5 Вор. 
其 次 , 令 
E(w) = À > а(х) (юар). 
№ e(0) — (0) — #(1) = w(t) = 0, 则 由 Abel 公式 得 到 
22 Саке) mni) == — 5 Dy eleerlanertsd 
= Fae — Awl — 4), (11.27) 
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特别 有 
上 一 上 
Ë У (а(х) (х) ояр) 


j=] 


= = E(w) — È aw — 4). (11.28) 


为 简便 计 , 设 o 一 I 把 (11.26) 对 (а) + et COP RA 
积 , 则 由 (11.28) 得 到 
[кА + + E(ut + uty 


+ x аби — 4) + (1—3) 


3-1 
= h S GGG С). 


4 id ü 
(Ату = CI + rhe + z 5) ЫЫ 
则 由 上 式 得 到 | 
(1 — Де + = > E (a + wit) 
k-1 
= o(&r) + 2c D>} р, 


tao 
从 而 推 得 ,存在 正常 数 cn с, 使 得 对 一 切 Ar =< T, 
k- 
1% + = > Eln + ш) « eapl hres, 
£zü 
上 式 表 明 ， 格 式 (11.26) EM Pade PRE. ХЖ 


(UG, 0 充分 光滑 , 那 末 上 * 一 ut = O( + Л), 
还 可 以 直接 分 析 盖 商 的 计算 稳定 性 和 收 合 速 度 ， 事 实 上 ， 若 


UG) € HGF), Blige (11.23) 对 a 求 内 积 后 得 到 
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|e + ag eu , [90 


Әх Ә:Әх 9, C 06. 
为 简便 计 , 设 * 与 上 无 关 ; 那 末 得 到 


ЕЯ x + E 4 f. >) (a) dx 
as 


f v(x) (906.2) dx 


Ln 


+ Olaa 
所 以 


<| (E) as + E слав, 


现在 假设 о = > » £3 : AVE, JE (11.26) 对 wi (xi) ЖА 
38 , ЙЕН (11.27) 得 到 


Iul? + + D абе) а) + aC) Gn 
i=1 


+ “D (k(l — B) + a (0. — А) (1 — A) 


J—t 
= + У) Мари). 


imi 
由 于 
(иж) + u$ (05) eas) = [(#*(х;))?],, 
(wil А) + u*"(1 — Aui А) = (и — A) L, 
因此 


Цар + 二 [EQUI + «D Ска — У, 
n z à Fe [ia 
< luti? + $ ДАР, 
所 以 
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— E(u) + «D (акб — ву 


k-—t 


= El) + e) G (1 — AVY + 5 M WIP. 
FPT 


上 式 表明 了 差 商 计算 是 稳定 . RUZIE DATOS, 
ЯЖ EQU* — u^) = OCA + rt), BE 

UE — af] = OCF + r’), 
根据 嵌入 定理 ,还 有 

[U — ^|, = OC? + =), | 

Less (1959, 19603), Самарский (1961a) 等 最 旱 用 能 量 法 

评 究 了 抽 物 型 方程 的 差分 格式 。 还 可 用 能 量 靶 证 明 初 、 边 值 问题 
解 的 存在 性 ， 例 如 Lions, Raviart (1966) 就 用 它 讨 论 了 抛物 型 - 
RRA LB BS E EE. 


11.5 Keller 的 Box ЖА 


本 节 考 虑 下 列 间 题 
90 _ 8 (, SU) 


Ocxclocr<T, 
84 rN Or 


auto, — (0) 50 (0,0) = и, OKT, 
x А 


BU 
8UCI, 2) +2000) 5; Uot) = а), SLST, 


U(x, 0) = U.C, 0 ==*= 1, 


. (11.29) 
其 中 0 < x < v(x) < m, e, ВЕ. | 
TIDE нае знат ,但 这 样 会 使 精度 变 差 或 者 出 


现 高 阶 差 商 ,而 后 者 又 往往 导致 计 算 不 稳定 性 . Keller (1969a) 
BT ТОК TARVER NAR Вох 格式， 以 后 
Keller (1971) 又 把 这 方法 推广 到 抛物 型 方程 。 我 们 简 述 如 下 ,把 
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(11.29) 改写 成 下 列 方程 组 形式 
(OU ӨР gerei, 0<:<T, 


y = yr) 9U, ü-r«l,0sr«-T, 
д (11.30) 
eU(0, 7) — V(O, ) = of), ож T, 


BU(1, 2) ТЦ, 1) = а), | (=< =< T, 
U(r, 0) = Ux), » "n 1, 
这 样 ,就 不 必 在 边界 上 用 差 商 逼近 50, МЕ Г. 


FA xi Mt, ЖБ АХАЙ АА, xo = 0, rj = xi +i, cyl, 870, 
t= ter by, ty T. Rid 


LIT == + (x; + xiu). tak 一 + (ty + fei). 
用 to* (xj) X w( xi, tas 并 定义 
wilang) em — (wisi) + инь), 


tk) 一 I Go (x) + otn), 
Bri) = + (ша) — ша), 
ю{ оч) = È (Qs) — w*()). 
ТА 


应 用 与 上 节 类 似 的 推导 方法 , 即 得 到 下 列 类 型 的 Вох 格式 
uk (xi 3) = sË р + R3 3), | 
1<;<J- 1, 421, 
хе) = v(xi puil) + АС 4), 

Ts = J — 1, Á > 1, 
ане) — 0000) = gt, k> 0, 
Іва) v) mgl, kB, 
[Acn = Us(2i), 0ejxJ, 


d 
w(x) = (20° UM 0 =<; =< J. 


(11.31) 
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如 果 Ue GO. ВОВ БЕК MERR ARRA ЗЕ 
Tte ME 
d gi X; ` 
©°(х k) = э(е) ZED + oS). 
其 中 (хр) 和 2 Gi 不 再 分 别 是 >(z) 和 о 在 点 xa 


和 ox, AERTS, BC tk HREAN. 同 
Bj. Ra 时 ,要 把 (11.31) 中 的 第 一 式 作 相应 的 修改 . 
如 果 g (z), TOES 3 pd ВА, MECHA RRA 
Жи, 并 把 边界 条 性 改 为 
pee — 047400) = gk, 
Bu* (1) + v 8C1) = gt à, 
下 面 来 分 析 稳 定性 ,为 简便 计 ,假设 
po — #*(0) = 0, 
Bu*Cl) + v*5(1) — 0, 
EX РЯ ЖЕН 
(wt, д) ар 一 > Вн (xij X)2* (ni 3), 
j-1 


(11.32) 


ЫР = (wt, шб) ду. 
可 以 验证 
J J 
УБ) (а 3) PS) Аа (а) 2) 
pat i=t L 
== ш уд) — w(0)s*(0), (11.33) 
Uk y wD ar == let 000 01030 
把 (11.31) 的 第 一 式 对 265756, 4) ЖАН, 且 由 (11.34) 得 
到 
Clit iir} = 2 > hu Mni yv ni) + (и, рА-%) yy, 
(11.35) 
мш (11.31) 的 第 二 式 得 到 
+ 420 + 


otii = (а: puy Ща) + =), 


所 以 
(oti ri py z -h.. -È 
2 2 B; р ^ 2 Эйн Gi 3)ui (+4) 
Lot Bay LEY 
2 天 一 一 一- 
+ 2) v(x;.3) 
把 工 式 与 【11.35) mAAR] 
Cetli) = F. + F, + Fs, (11.36) 
其 中 


F, = Зак (Рур) — 2457 5(0)o* 0D), 
J &-í 2 
22 >: Кы: (s* (aí 3) 


Xn) ° 
1 gt Bx, aos Gs 4) + pa-t 
F,=2 > hy SONS + (att ROR yp, 


由 边界 条 件 得 到 

F, = —28( КГ) — 2а( (0)? < 0, 
НЫ и" 0) = м1) 一 0 BJ, ERAS TS. 又 有 

Е, <7 — 2 gk, 
IRI < cae y + el El 
+ а ЦЕ Él + а Hse В. 
把 它们 代入 (11.36) ， 并 令 适当 小 ,于 是 | 
Clare < calla" у + ор + [S17 ly). 


因此 当 Ат < ТВ, 
[st [ДУ < ¿ax max (IR: YO. ISEEN), ell) 


ОЖ 具有 分 段 连续 的 目 阶 导数 ， i= mar LIP max T, == rÀ, 


сре искам 
НЕ or IE AKA Ut — у = OC), MEI 
ВИ — [ли = О"). 
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De Boor, Swartz (1972) 和 Douglas, Dupont (1972, 1973, 
1974) 最 早 提出 了 抛物 型 方程 的 配置 格式 ， 并 得 到 热传导 方程 的 
Mi AER. 为 篇 单 计 ,本 节 上 只 著 碟 下 列 问题 。 

Ly = 90 _ PU 


一 0， Oeral, 0467, 


at БЕ 
(11.37) 
U(0, г) = U(1, 4) = 0, о: Т, 
Uir, 0) = Us), rsl, 


并 假定 


ou em. 

ii. = (0,1). Ф МЫ, x,— jb, W Qna x). МТ, 
tm Kr, 8, = (лы). ВРК.) APO 分 出 表示 在 A 和 
ë 上 次 数 不 超过 = 的 多 项 式 的 集合 ;并 记 

Mla, r) = {pe CLF jpe PLF D, 1=<i= Л, 2 3, 
Mor, y = {pe C[0,T1/p€ E(5,)), 1LERGN} L 
Жа, Mos 分别 表示 [0, 1] 中 的 Gauss. 点 及 其 权 , 其 中 
0a ua < a. < 1, ws > 0, 
于 是 对 一 切 РСА) € P, (0%), 都 有 


rol 


| реак 一 У) apples). 


fei 


ЖЕ, 和 o, 表示 LO, 1] 中 的 Gauss 点 及 其 权 , 其 中 
0 <à р --- =< Š, < 1, a, > 0, 
于 是 对 一 切 pie PyiC 2), 都 有 | 


NO 一 S anon). 


m1 
id 
айн ™ Xia + hay, bam == teat + Toms 
SFR u(x, rye Мил, r) X Myr, ғ), 使 得 
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Lu(ag,b,,) = 0, 1=;= J. 151 «г 一 上 
I< k =< N, 1<m = z, 
s(0, O = аі, 0) = b, 0 = г< Т, 
ибх, 0)€ M (5, r); Qe = 1, 
其 中 u(x, 0) 是 由 U.C) 插值 得 到 的 。 这 就 基 所谓 的 配置 格式 。 
配置 格式 的 优点 在 于 它 的 解 在 网 格 点 上 具有 高 精度 OC 十 
т“), 即 超 收 雍 人 性 。 为 简便 计 , 下 面 假定 rf = 4, + = 2, 于 是 
25-м a= 5 + V 5 


8, > 2 3 f3 


2 10 


_3— 3 pats 
3 a - 
6 6 


(11.38) 


XG 

aU 
Ox? 
我 们 分 两 步 来 估计 误 差 . 先 不 考 上 * 方向 的 离散 化 . S 


Be) ~ 4 (ае — 0)), Oe 1, 
61 dx 


ll Uti uus 一 se. 


51 13ү. 
Е.) = (4 + D! — (x L) B(x), 


а= 1,2,- Tt; 0 = x = 1, 
由 于 = 一 0 和 <* 一 1 是 3(z) 的 二 重 根 ,* 一方 是 B(x) 的 单 重 


B ,所 以 可 定义 一 个 把 «€ CUF) RBI PLC A) 的 插值 算 子 4, 使 
得 


(Ar)G ole), ще 0, 1, 
2 (11.39) 


(А) — vx), Шах 0,1, 
Eme» = aro .根据 Peano ЕРЕС Davis (1963)), 


(e — ао) о) = Spore (5) E.G) 45,02), (1140) 


va] 
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Sp (х) = f K,( x, уеду, 
其 中 Keler, y) 是 Peano Ж. 
dise HUC), 则 S. (z) 能 形式 地 微 分 4 十 户 次 。 记 rk 
(2+ 2)», 4 ж COGI) BMA, 4) 的 插值 算 子 , 它 使 得 
| CA) = (х), О=ј =, 
(аи) Сх) тор, — 1m iJ, (11410) 
(Age YP Cx) = oC), 0 xg = J. 
Zive CCF), x€ Zi № 


P — 
(s — App 9 == У g^ (p, уук (= i) рифа 
2-1 


+ OCA tPA OFT), а =0,1,2, (11.42) 
因为 BO) 是 .多 上 的 三 阶 Legendre 多 项 式 的 倍数 ,所 以 
E(a)—0, | i1—1,2,3, (11.43) 


从 而 由 (11.42) ЖП (11.43) 得 到 
L(U — A,U)(ag, t) 


OU (5,3, DEPQD — № 29 Gia DEP) 
Ox Өх 


eU 
re 


ё 
= — 5 E (я, ПЕР Ca) 


== — M 


+ 


Cm Ela) + O(A*) 


QU нь OUR) — EG) + OC), (11.44) 


下 面 设 法 把 4,U EDU, HARB LU 0) 一 0), 
我 们 先 定义 Рух, ғ) Є M (A, 4), CWE 


` 5 
А os (az, 0) = E Gri 4» 1) Еа), 
x 


1=;j= J, (= 1,2, 3, (11.45) 


+” 


Р(х, z) = 2 Dlaj,0=0, 0815]. 
x 
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4 z€ .时 ,由 上 式 得 到 


Вох, 1) = — ТЕТ (x 一 xja) x 一 x)? 2 (5-3. 1)» 
AE 
Dol x;, г) — 0, Р, = OC Uil А 
9D об). | (1146) 
Br 


£ D, = 4,0 + AD, WA (11.44) —(11.462 得 到 
L(U — D, Mapt) = # ae (ху, CECA) 


— E?(a,)) + OC), (11.47) 

ТЕН EAP OW) ОШ. AS 

0, Sys okt, 

e(y)—43y —2y, — mMosys«lih, 
l, 4y> dm. 
和 
a’ X — Xia 

EG 0-007. Gra 00 (ЕЕ), оа, 


O = (»9(4,)) EPa) — Ea), 11,3, 
又 选取 
i 
D(x, z) = > (F (z, t) 一 zF; (L, г)) 
Xi-1 __ 
9 > 90 U 4.0 (o (SZ) а). 


显然 有 . 
De МИФ, 4), DCO, :) = БЕТ, z) = 0, 


ар, _ - 
= ОС» ЗИ»), 


D. = ОВЧИНИ.) 
并 由 D, x F; 的 定义 得 到 
à 2. Day, ғ) = — 56 (23-5, MElar) — EP a). 
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4 U = 40 + AD, + РБ, WE (11.437) 得 到 
L(U — U)Gag , г) = OC), (11.48) 
НВ Ú YE: hihi. BG 是 由 下 式 决 定 的 插值 算 


子 . 
Goli) = обе), {== tris teks tes 1 < £ < N, 
[oat € P,(8,), 15 ¿< N, (11.49) 
若 记 | 


E 2. . .L _ = 
E.G) Geni LY (G — 1), 4—1,2, 
Ri Ж#ЇР SA (€ 5, BY, 


eu t — {fy 
(Ибис 1) = r° ae Ba (r, tee DE (= : ) 


fp ` 


tr Oe, nD ( — _ 


+ о od 20). (11.50) 
i f 


因为 ЕСФ) = 0, m = 1, 2, 所 以 由 上 式 得 到 
L(U — GU Cag, ben) = Ч — с.) 05 (ap, bye) 


5 2 IT su a 377 
+ т U (ан Ë ty BG X 5s) TO (= пах ELN 
=r Le ar (ан, 5А) 8,6.) 

+ 90 (ан, n EPUL)| T olr’). (11.51) 

更 在 设法 消去 上 式 中 的 O) Ne 
BO) = ee <=» 

Юу хә.) = (о. 28 = Tor (x, tk- il + 67 U (s, TES) 

x P = , hee des (11.52) 
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其 中 


D = —Ё(Рь) 门 _ EPn) | | — 
О, FO(5, ) » Ө» FOC.) т 1, 2, 


显然 ， Dix, T == 0, НВ. 


: E (ag. bim) = — - 550 (ан, TESIA CA) 
+ 5и (ап, t4 3) ЕЮ). (11.53) 
ЕН (11.52) 和 Ur, 4) 的 定义 又 有 
2 Dans O| == OU aa + №). (11.54) 


4 Ü = G,U + r*D,, 则 由 (11.48), (11.51), (11.53) 和 (11.54) 
得 到 
LOU — lay, bka) = Канэда)» 
Жи |бар, ёа) = ОСА + т), јен —U, Br 
L(U — «бан, bra) — 0, 


所 以 
Ган» bra) = Кан» ban )- ^ (11.55) 
SEX PIA RS PESE 
J E] 
(е1, t i), =A >; > оо, (а) 02р), 


dei f= 
leli == (s, v). 
Douglas, Dupont (1972) 指出 ; 若 
tx) € M (A,4), v(0) = ve(1) = 0, 
则 存在 正常 数 eR с, 使 得 


Hell. < cule lle, 
| ды M PIN (= ) 
| к д?" | on? (11.56) 


2: 
H 
1 
LS) <| 起 xn Hells «a| Өх [ч 
RG ру De MCA, 4), 2(0, +) = (1, 1) = 0, № 
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EER o), (n, se, 


PIX alex, де M (à, 4) x Molt, 2),82(0, г) = al, 1) = 0, 
所 以 


~ Dilbin) ЭФ.) BH ban) 
(к. Жош), -人 
408(5 n) 1 d Pats) 
一 | ат [- 2 a (Oe : LO PL 
并 由 此 得 到 
ace) 


a mia 
1 


"n -& ELO Jola, < ән. 


由 于 wee E P,(5,), 4 (220, C), € РАО ,因此 Gavss 
积分 公式 对 它们 是 精确 成 立 的 ,以 而 


Bo. | Gol - Z (воо) | 
- | |ë || dt — (2200, an ). 
(22, ял). 
ELAH ARASH 


} 


SD а + ag (= (69,500) 


<r > > am (Q) 一 (FEO, 20). 


=, (F0, aC0)) , | (11.57) 
Hp p = OC + rt). ЖАН (11.56), (11.57) 得 到 
ЗЛУ 980) 
enl Ge L. (е бе ls 


因为 
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a(x, 0) — MER 0) — G(x, 0), 
НН ,为 了 达到 最 大 精度 ,还 必须 选择 нбх, 0), S 


> . 7 000. 
我 们 有 
D(x, 0) = G,Ü(x, 0) + DG, 0) = Üle, 0) 
= 4,0,0) + MDx, 0) + ADs, 0) 


和 
2. D,(x, г) = ОСА SIUS), 


故 若 选取 
u(x, 0) = AUi x) + A Dux, 0), 
Магни ЕЖЕ, ЗЕН ЕЕ 
max ПС) еси SS ese. 
MAF Бо(х,, г) = 0, 4 „0 (ху, 1) = U(x;, г), Nt 
LLEF A) un Dx, гк) | = FiDG;, 18) | = e A| Ul], э | 
ДЕ 
max, а(х, n) — U(r n2] = cpt = О(А + то), 


还 有 许 狗 其 它 类 型 的 配置 著 ， 可 网 Gotlieb, Orszag (1977) 
的 文章 . 配置 靶 可 应 用 于 许多 不 同类 型 的 问题 ， 例 如 Houstis 
(1977) 就 把 它 应 用 于 到 曲 型 方程 . 


117 WRAL RPM, Ильин 方法 


Lindstedt (1882) 和 Poincaré (1886) MIT BSL raspa] BH 
发 ,最 早 研 究 了 奇异 摄 动 同 题 。 在 $10.6 中 ， 我 们 曾 介 绍 了 一 类 
奇异 振动 问题 ,并 用 Herpog-Tanepznr 方法 计算 它 。 对 于 初 , 边 值 
问题 来 说 , 当 系 数 > 很 小 时 ， 解 竟 性 质 , 特 别 在 边界 附近 就 更 如 复 
95. MARE ID YE ak, ,就 很 难得 到 理想 的 近似 解 . 

为 了 把 问题 讲 得 清楚 些 ， 我 们 先 回顾 -- 下 最 简单 的 常 微分 广 
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稳 边 值 问题 . 
p UT MUP L0, ocrach, 
dx dx (11.58) 
Uo) = (t, U'"(1) = B. 


它 的 解 为 


Ur = ge (e 8G LID, (11.59) 
er— 1 
Мио, (11.58) 退化 为 一 阶 常 微分 方程 。 它 的 解 0 Cw) 是 
TR. HBR 0301) = 8, Ш UOC 二 8。 不 难看 出 ， 在 区 间 
{x10 < x « 1 的 任 一 闵 子 区 则 上 ， 当 ?一 0 时， (ay 一 致 收 
SF В, 但 在 zx 一 0 附近 ， 则 并 非 如 此 。 按照 Prand 的 大 Rey- 
nolds 数 绕 流 理论 ( 见 Prandtl (1905) 和 Meyer (1971) Ж), Ж 
r == ОХ Е (11.58) BATA ROSE 
ahi), 

Tür, = 74, ЈА = 1, Fa = {rlr =en S= J — 1). 

通常 解 (11.58 ) ВУЗЕ sÑ E: 
pee) НР = 0, xé .Z,, 


1.60 
w0) =a, uh) =g, (11-60) 


特别 当 = 一 0.8 一 1 一 分 对 , 它 的 解 是 


布 相应 的 (11.587 的 解 为 
Ut" (s) = AL 
1-е’ 
记 ang) = нх) 一 UP x), TRAM Bw › A> 22 Bt 
OO Ce) 发 生 振荡 。 而 县 对 固定 的 2 来 说 : > 越 小 , 振 落 也 越 严 重 。 
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Бу ЎН, е < 2v, (11.60) PETRA HK Bic ici I o 
ÑE. UID A = »— 0 5, | | 
BC 2 1 i а — a`! — = =i 
waei aena 


70—150 
3 


E 


为 了 提高 计算 精度 ，Pearsen (1968) 采用 了 局 部 加 密 网 格 的 - 
方法 ,但 这 会 一 大 工作 量 ， 并 且 在 实际 计算 中 会 出 现 不 稳定 现象 . 
Barret {1971》 等 则 采用 非 中 心 差分 格式 , 例 = | 

(rio + u(x) = 0, x€ Z, 
(д) = a, мІ) = В. 
Ща = 0, p= l 时, 它 的 解 是 


v f 
Og) а АУЕ) 
Ge 
"+ š 
XR ik RT RL MRS ТЇ Н CAO 
v€ (0, 1) 不 一 致 收 敏 到 (11.58) 的 解 
根据 上 面 的 分 析 ,我 们 为 砚 主要 问题 在 于 解 在 边界 层 的 性 态 ， 


事实 上 ,由 (1159), щас (0, а), 3> 0 时 ,| PE — our, 


RAS v {Rit UOC) 在 * 一 0 附近 的 变化 十 分 剧烈 ， 而 通常 
的 差分 格式 出 未 能 反映 这 一 特性 ,所 以 不 可 能 给 出 理想 的 近似 解 . 

为 了 使 差分 格式 的 解 保持 边界 层 的 主要 特性 ， 并 对 ”一 致 收 
Se SUE BZA EAS, Ильин (1969) eH TMA THR, 
为 简便 计 ,考虑 下 列 模型 问题 


[ PUM e) + 252005) = 1), 0а 1, 
А A 
000) =a, UMC) = 8, 


其 中 al) Z ae > HB Вищик, Люстерник (1957) 的 浙 近 分 析 - 
方法 得 到 ，(11.61) 的 解 在 * = 0 附近 发 生 边界 层 现 象 , wR 


ZH 


(1L61) 


жж. - ' 
А a EFIOL 

Е р id | exp ( —» ). 
Ильин ЖАРУ, 

"(кун Ск) + а Си) P(e) = Их), z€ Fa, 

leto) = x, a (1) = 8, 
Kitt r G0 RAAF AT Fi RT RMS Е (=) = 
à, KG) = 0) 的 指数 形式 的 精确 解 。 ,也 是 相应 的 差分 格式 
(r(x) = r) BIER 
rox) 十 209 = 20, 


所 以 pU anm, 且 相 应 地 有 (у — 25 аһ cth o, 
r 


(11.62) 


MME | — o| < P, sth BS ь, ”无 关 的 正 党 
ж. PANEER r (L сво, жуа 
жо. (全 }， 因 为 (11.62) ЕКИ КҖ, 所 以 又 有 | 


ue 一 wo。 一 0 (B 


Ильин 还 证 明 , 存 在 与 站 ЕН Mss we 
jue — ucl. = M, P, 


所 以 招式 (11.62) 是 对 SRR. НК STRAY А, 当 ?一 0 
mits r G) — 200, py (11.62) 趋向 于 一 个 与 (11.62) 相对 应 的 


— 

Kellogg, Tsan (1978) #1 Miller (1979) 研究 了 更 一 般 的 
问题 ， 并 证 明了 相应 的 格式 的 一 致 收 筷 狂 . Kreiss (1976) 和 
Емельянов (1978) 也 研究 了 常 微分 方程 和 方程 组 的 奇异 摄 动 同 
mi, Doolan，Miller，Schilders.《1980) 的 著作 还 总 结 了 这 方面 的 工 
fe. - 

”近年 来 ，Taroe (1980), Duffy (1980) 等 把 Ильин 方法 推 
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广 应 用 到 抛物 理 方 程 ， 为 简便 计 , 考 起 下 列 问题 = 
LUN, у — au” y euo А aut 
8: Әз? ах 
+ ó(z, US) — f(x, 2), O<<Cr<loaocr<T,-: 
U'"(0, = ao, U?(1, 1) = 2.0, 0 < t <; T, 
UP, 0) = Ux), оао | 


: ‚А41. 63) 
其 中 а(х, г) Say > 0, Р(х, i) > h, > 0, 相应 的 退化 问题 是 


LOW (x, 1) = ow _. a(x, 1) 99. + lr, DW = Кк, г), 
or Ox 
crcl <. < T, 


W(t, 1) = eC), О.Т, 
Wa, 0) = UG), 0 xxx 1. 


(11.64) 
(11.63) НЕО KRE | a 
Оу = Wien VE 26», | (11.65) 
Жн W(x, гу Ж (11.64) В, | 
V9, 1) = GG) — и, Nee, 


IG, 1 < М», 
MES EXEGENEG = 
E z A Я ь dn ЕНТ» ti = kr, Мт == T, v3) = v (n4), 
rt (z) 一 eo» cth Ue. Duffy 格式 是 


EPO ())* = (аР (ж) — АС) GG 
аи ())* + E^ GO (Qu) )* = (a), 
YE Я,, k = 1, . . (11.66 
PYE = gi, (и?) gt + = 0, 
CeCe) = Use), хе», 
id На» = тах lel. Шыг, — max (ей, ietl). 于 是 由 


定理 11.2 得 到 


* $33 = 


7 ые коз (Hosta, МВ, Malen). сл 


定理 11.4 对 圈定 的 v > 0, 
a uA < u, (Ë + r), 
其 中 M. 是 与 A, z 和 ?无 关 的 正常 数 . 
EA ROA 
(«хуу -— (UO (x)y, (u"(0))* ти CUM OV}, 
(47(1))* = CUM (1))* 


LPU? — (TCI) 
= CL 一 LP TO (z) Jt = R'(x), 
其 中 
_ Әй? (ж) 4 u › EM oue x) Li 
Ria) = (OLED) (upay — » (FE) 
; aye x) k > 
— (USE) ао ((P9 20921" ape) 
+ GIG) — DAUR, 
Fe) — »| < 9^, pis : 


e ue 


IRG) <M, (> "lin || 277 
i 


MI 
Dee). 


SCIES (11.67) Kb metet. 
8158 11.4 WRI) < s + сея”, ФН. 
Lus) =a PO), хє F a Á = i, 
w*(0) = w*(1) = 0, k = 0, 
а(х) = 0; x€ S gy 


+ p | 22 eui" 


UT 


+r |20 


- 494 。 


旭 


. àt 
[ГЛ < + camax(A, »)e7* , 
0 


证 明 пе, a= er, WB 
LUE) 一 一 BHU ааваа ots 


— o, HOHORIENOHO! 


(8 — 1 a 
= m. АЕ) (x), 


其 中 d — an LÉ — cth 2162. 
2r 2v 


T A xlv. 则 存在 正常 数 Ёз» Cg. 使 得 суу =< shy e ey, 因此 


2900) = sh (GO =a) acit „уз SA e 


RBH 57 (6 一 1) = бы SË > «y „Вт, 
2r r 


Le (s) > 2 Ele). 


如 果 A 22 P, 那么 存在 正常 数 Cms fits 使 得 eue? ssh усе”, 
因此 


м-р -—- ыы. a 
d(x) E cue > ew e В x сиб і, 


MED ó — 1 22 съд, 所 以 LEC) > P E(x). 
EZ ЕЗ DAB tle), 
v(x) = $ + 4 max (ñ, MEG), 


£15 
£y; = min(es, cy) > 0, 


Я 5C0) 22 ot(1) 2 0, o'r) 2 0, 并且 
LPvt(x) = ао + Et max(h, v) Lf EQ) D estee w, 


1s 
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МИНЕТ 11.3 得 到 所 证 的 结论 。 
定理 115 对 固定 的 > > 0, НЕБА т, v ЖШШЕ Ж 
Clés 使 得 
He" — У, = MLA + z + n), 
证 明 EH (11.65) 得 到 
LPL CO — ТК) — (9 G)*] SM tebe), 
故 由 引 理 11.4, 
lut? — w — VOW < МА + r +e) 
=< Msg + z + r), 
从 而 
a? 一 UU < laf" — W — VOU, + HEP. 
=< М.С + r +»). 
定理 11.6 差分 格式 (11.66) 对 "是 一 致 收 伍 的 ,并 且 
(ie? — Ulli. < Ми + z). 
证 明 AA, 则 由 定理 11.4 得 到 


2 
Ша? — zl. < Ma (5 " г) < Mat + с), 


E olv, ИННЫ 11.5 得 到 
lle" — UO", < Мы + z + >) < MG + r). 
O'Riordan (1984) SAMA ER Hid 55 Петров-Галеркин 方 


” 芒 结 合 起 来 、 即 用 指数 有 限 元 方法 来 解 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问 
题 。 访 方法 可 推广 应 用 于 抛物 型 方程 的 初 , 边 值 问题 。 


11.8 Stefan 问题 


Yr ЗЕ E A RAE A, BR Stefan 
Я. ВИА, ЖАИ —1-5—#Н@Ж ЕР НУ 
来 说 明 这 类 问题 的 数值 方法 ， 

用 US quU? 分 别 表示 滚 体 区 和 国体 区 的 解 ,X 一 VQ) 是 双 
TRIRUELRS SE PEEL, ро, »O Als BERR, oO 和 Uolx) 是 已 知 
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LEES LU 


MEZ 1 = 
| gii. 
函数 , 那 末 它们 满足 下 烈 方程 组 
aut 8 apo 
t. o -一 8. (° 90) = 0, 


ОИ), 0 <, <€ T, 
an = (a) 
p? M — or (>> 2) == 
V(G)«xr-—l,0«r«T, 
52 = yo BUT —. yd өш", 
ua VO) бг T, 
ge 09 =D, х= УС), 0Oxr-T, 
ОСО, O = в, бг Т, 
U?(1, 7) = а), оке T, 
Их, 0) = Ui? (x) 0 = x= V0), 
U(r, 0) = UPC), V(0) <* < 1. 
通常 有 两 条 途径 计算 这 一 个 间 题 ， 第 一 种 是 直接 从 (11.68) 
出 发 ,并 氢 合 分 界 障 ,这 种 方法 句 要 直接 离散 分 界面 条 人 忻 ， 往 往 误 
差 较 庆 ,也 较 难 计算 另 一 种 方法 是 引入 涌 数 昌 , U 和 v， 其 中 当 
ф чох а V(r) W, U = UG р = >), Н рт, зщ VG 
r< 1, U= UO, v9, H — QOO Br У), OS 
Hess, ТЕ (11.68) REM РЈ Enthalpy 方程 
589 (, 9o и. (11.69) 


(11.68) 


* 437 + 


Bars, 4) BRE (Cx, D/O = z < 1, x < : SH} Lipschitz 
连续 、。 而 在 伽 向 边界 上 为 零 的 芒 数 的 集合 ,把 (11.69) 式 对 фе 
W(^, 4) 求 内 积 即 得 到 下 列 要 形式 


DE в, [1 
一 | | Hoe dsdi + | | p BU ӨФ уу, 
td дг nj» Ox Ox 


+ нс, һ)фах 一 |, H(x, д)фах = 0, (11.70) 


ЖЕЛЕ UNS EE ИГИ ЫТ ВОВК Е. 

Samer, С D/O < x < d, nina М 
Ак) ot 分 别 表示 Ux, г) ЯП VC) 在 如 时 刻 的 近似 慎 ， 假 设 
MON vt 已 知 , 刚 需 要 计算 atte), ote), о оа, ШЖ 

(过 点 (v5, n, Cot, 4,3) ЖП Qo", p44) 的 抛物 线 近 似 地 表示 
458. 

可 以 用 不 同 的 方法 来 离散 (11.60) , 例如 仿照 Bonneror, Jamet 
(1979) 的 方法 , 即 用 双 二 次 等 参数 有 限 元 方 落 。 其 体 地 说 ,把 
[0, of] 分 成 五 个 小 单元 (aft oe ИТ}, OP, 
em 0, 1. 又 把 [ott 1 分 成 访 个 小 单元 eftt < z < 
RASSA th laO, T 1, 如 图 11.3。 记 


l 
xit = (xf** на), 
x 


并 用 PEUT BIR CORT, e), 其 中 m, 1 0, +> 1, 然后 把 这 
些 点 排列 为 

* ka} k+l 00 pii pt &+4 t+1 

Pl, P. 2, PU, > RMP) Р р? 


+ + + ' pe dr 
为 书写 方便 计 ， 把 这 些 点 记 为 О. SISE + Л) —3, ЭЕ 
令 и: == al Qi), ш == С, Ha, 1t. Haga), ш) 一 CAP ttg 


Heg) А 
LARS Hr М 


Нер — Hg a “= ны), == Ü, 
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wT 


Aw 


图 11.3 
IRAN BRM Л, (11.70), 并 采用 Simpson 公式 进行 数 
值 积 分 , 则 有 


ü) = ИО 
p P (11.71) 


zi qu == KU. 
其 中 A; ESHA AREE, FP Марш. 
为 了 得 到 РҮ}, PAP ee WEE e Go) 为 与 它们 相对 应 的 


ЕР. 经 过 计算 ,并 由 (11.70) 得 到 
24, _ — (184. — Aba) ш. 
Ga 279) ey, эк thaj LR | 
(аваа № aa) 
m Lah a) з аи 
x Hejit + бағ = 0, 


24 ^ 164 
(24 一 ap) м-в 77 (22 一 468) у, 


一 (amy + 452) "ES "E 24 ary + в) 


X Hay +e + 68s = 0, 
(11.72) 


其 中 
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«== tti yk, me ok Док + ЗАМ, 


{р — 1 
dp = >J, а = АВ, 


Ji 


ua — i 
h = Q -) i= 1,2, 
Ë 
RATAN, К ott et ВДАННЯ oft 和 vt", 
BER ИИ Ori met Du „ШЕН CTL71) E uf? 和 
ui, RIGHE ep eds s Hugues 代入 (11.72), 并 由 此 得 到 vt 和 
vhi, pap 


| Ем 
nn 


1 
1-1 в = —, 1 
[окка =» # 2^7? 


其 中 8 是 给 定 的 误差 界 ， 则 就 把 前 面 结果 作为 ot R uu, E 
则 重 分 爽 格 ,并 上 丰 (11.71) 计算 新 的 sf 和 ир. 

关于 二 维 双 相 何 题 的 研究 及 共有 关 工 作 ， 可 见 Каменомос- 
tekaa, Friedman (1968), Rubinstein (1971) 和 Chin Hsien Li 
(1983) = АЈА Е, 


$12 非 线性 抛物 型 方程 


AT PDR DRM BST. 如 打非 线性 项 对 各 
变量 都 满足 一 致 Lipschitz 条 件 , 那么 可 仿照 线性 方程 的 情况 来 研 
FREE Mae, PRAT АЕ A AR. 本 节 还 
介绍 了 半 线 性 方程 的 极 值 原理 ， 江 应 用 它 研究 半 钱 性 反应 扩散 方 
ERRATI у SERE. DER TURE ROT 6k RAR 
EDE. 本 节 的 第 二 部 分 以 Burgers 方程 为 例 , 研究 拟 线 性 方程 
的 数值 方法 .我们 基于 守重 律 和 传输 律 , 构 造 了 种 种 格式 ,严格 居 
计 了 误 莽 ， 并 证 明了 原 微分 方程 解 的 存在 性 。 本 池 的 第 三 部 分 着 
重 讨论 粘性 灌 体 动力 学 的 差分 方 巷 ,例如 涡 度 方程 ， Navier-Stokes 
方程 , 低 Mach 数 流 动 , 可 压缩 流动 ， 电磁 六 体 和 大 气 方程 组 的 计 


+4405 


жаз. 


121 一 些 简 单 的 非 线性 方程 


二 阶 非 线 性 抛物 型 方程 的 一 般 形式 是 
f ay OU әр 
F (=, tU, Or? E 20. = f(x, t), 
(x, E D, (12.1) 
Ach DE (x, 昌平 而 上 的 有 界 或 无 界 区 城 ， 记 


Е, = OF Gs ts Yeo Эз, Уз» Ya) 0 < i= 3, 
ду, 
ANS eS (r, ye D ht, FE y mS. LF,I—SUN 
м, ННРЕЕ а 和 ve, ER F ZR a, Р. 一 mm 关于 解 满 
足 这 个 条 件 的 方程 的 差分 方法 ,很 早 就 开始 研究 了 , 例如 Douglas 
(1956b) 就 研究 了 下 列 方程 
Uu 


EX = G(x, 1 U) SE + 4(х,1, U), 


Иш G > a > 0, 

Жш K. ШИНЕ ЕЖЕ. ВНЕ 
分 别 表示 x 和 上 WHE, 1 = т» ty = Kr, ик) = ибх). YF 
算 (12.1) ВАЕ АТ НУ рр Е д 
Р tee ик), uz Ot), ud CD ий, ) = fe), KZ 0, (12.2) 

АЕ! = (=). 
因为 F, = 0, 所 以 它 是 可 解 的 . 
Rit АС 和 st(x) RARE PO) 和 总 (x), WA 

Fat (x) + Fato + Fal Go + Fato) = RG), 
其 中 "~ ”表示 Fi BRE Ух АН, isa a 
了 这 些 是 标 ， 上 式 又 可 改写 为 

ae) = (7 M e MET a) 

` Ë 2E, 


= 441. 


+ (1 + 22Р, -一 DL 
F, F, 
a (T4 ME ea) e 2, (12.3) 
F, zF, Е, 
BARD FA - 
ie min F, 


2max | Ё.| + Pax | Fol 
ju] (12.3) 满足 $ 10.1 中 的 工 型 条 件 ， 因 此 存在 正常 数 cs 使 得 当 
&r =< T B$, 


Па. < eI. 十 max [| >). 
Ата 


Dufort, Frankel (1953) ШУ F $U 5 ££ B] Е 
oU эй Ы 
ӨШ ао (sss, U, ETE г). 


ЕЕ а WH WSS RR, РИШ 
Rose (1956) 就 用 极 值 原理 讨论 了 下 烈 方程 

eu ‚ 8U aU 

Os — c [= +, Usa? 50), 
其 中 G 对 2u 的 偏 导数 有 正 的 下 界 ， 为 简便 计 ， 本 节 只 考 虞 下 询 


问题 

9: “Ox? 
UCO, Fy = U(1, 0 = 0, 0<:=T, 
U(x, 0) = U.C, 0 = x = 1 


DU +4, crel, LIET, 
(12.4) 


其 中 c 2600 ж» > 0, 


Ф, == [xjr = ph, lapay— 1}, Jh = 1， 并 用 下 列 格 
式 计算 (12.4), 
uix) = G(uli'(x)) + И", ze K> 0, 
u*(0) = u^(1) = ü, k 2= 0, (12.5) 
ux) = Ux), x€ Hy, 
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A TEER i, 则 采用 下 列 迭 代 过 程 计 算 UG), 
alU (x) = abt (y) + Весы) 
— нк (хай (ху the), 221, 
их) == uh (x), 
其 中 8 AAAS, РЕРИХ. НОО 表示 第 ARE 
3 ,由 有 
E üt) = (1 — RER (z) + еб’ а(х), 


4f C0) = дї (1) = 0, PE 
id 
REU = (ОСА), oo BOO — J)", 
MWA 
gi" == Аш}, 
其 中 4 RAR. Ж 
ов 1 НИИ 


1 + 24 max G’’ 
A) 148 = 1—8< 1, 并 由 此 淮 得 
laši = (1 — By eel. 
E ies fS Ele 389. 
下 而 来 分 析 稳 定性 .假设 их) МИ) 发 生 误差 etg 
(x), RAF FIRED 
ПС) = GRP) P, хє, RIO, 

K) = #*(1) = 0, k = 0, 

(x) = (x), x€ Fy, 
或 写 为 

— &G'& "(x — А) + (1 HAGOR) — AG REP (у + à) 

= w(x) + rf). 

BoE S 11.2 中 的 极 情 原 理 。 存 在 正常 数 ce?， 使 得 对 一 切 好 < T, 
Pl. < cal iF ll + max Р... 


TAERAA — PRE RETE, Less (1960Ь) RFH 
使 用 了 这 一 方法 ， 
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12.2 半 线 性 方程 的 极 值 厌 理 ,反应 扩散 方程 及 其 渐 近 行为 


在 化 学 ,生物 学 等 实际 问题 中 ， 经 常 记 到 兴 线 性 搜 物 型 方程 . 

为 了 研究 解 的 性 质 ， 涡 要 建立 非 线 性 抛物 型 方 各 的 极 值 原 涅 。 记 
Q-—i(x/ü-xQ-l,1-mus), D 是 其 边界 我 们 考 蕊 下 列 
反应 扩散 方程 
au 

or 


= vAU + КИ), x€Q, 122 0, 


Сбх, ғ) = 0, ХЕГ, > 0, (12.6) 
Uir, 0} = Uo (x), хе О, 
其 中 > 是 正常 数 ,f(x) 一 az + (ш), g0) BER. йл 一 


1, f(z) = s(1 — z) 或 Ко = z(1 — z)(z — а), < < 


It, (12.6) 就 是 Fisher У. Fisher (1937), Aronson, Weinberger 
(1975, 1978), Fife, Mcleod (1975) 等 研究 了 这 类 方程 。 We- 
nberger (1978, 1982) 等 还 讨论 了 相应 的 时 间 方 向 离散 的 模型 . 
全 是 , 为 了 研究 《12.6) 的 数值 解 ， 我 们 需要 详细 分 析 相 对 应 的 全 
离散 模型 ,而 且 菏 些 实际 问题 本 身 就 是 全 离散 的 . 

id О, = {х/х = find, 1 Sim SJ — 1, 1 sm Sah Г, Ж 
其 边界 。 Mic 


Lju*(x) = sx) 一 > (Ах) + Aut" (n) 


— 2 (atir) + u^ (x)) — (их), 


与 (12.6) 相对 应 的 一 个 全 离散 模型 是 
Latr) = 0, x€g,, & 22 0, 
ut( x) = 0, хЕГ,, & >= 0, (12.7) 
w(x) = Ux), z€ Q, | 
Guo Ben-yu, Mitchell (1986) Ste = 1, fisz) = z(1 — z) BJ 
情况 建立 了 极 值 原理 ， Guo Ben-yu, Chen Sui-yang (1986) 则 把 
它 推广 到 更 一 般 的 情 认 。 下 面 假定 gx) 满足 下列 条 件 : | 
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lela, al = e + с 121", 
loca, ку) = 0, 


| lic. 一 gin) = {ж 一 z3)(a (=, za) + (а, z;n — 9)», 


(12.8) 

其 中 a, с; My 都 是 非 负 常数 . 

513 121 如 果 下 列 条 件 满足 

(i) 条 件 (12.8) а, 0] x € D, k 2 0, 都 有 

EGO] x cs; 

Бы) < Г.Е), r€ 0,, к 20, 
nite) s E(x), хЕГ,, &2 0, 
a(n x EO, кє On; 


(ni) + =< r, = min (2, 259 2п» + Zek + пей), 


(ii) 


那 来 ,对 一 切 z€ 9, MRS 0, BA tw) < Я. 
证 明 记录 (x) == aG) EG. BRA PC) x0. ME 
假定 对 一 切 xe 0,, ñt(a) <0. 由 (12.7) 得 到 


(x) 一 ZG) + АНИ) 


一 > (9% Са) + AMG) < gGQ*tG2) — sG5G2)2, 
В 
(1 — = at x 一 = А в) 
< (1+ dL Чә) + PE даба) 


+ PM "T 
+ Рек, БОИ]. (12.9) 
(к) = max 5t», Du 


—A,gk8 (x) 20, Ая”) < — = #40), 


从 而 由 (12.9) 得 到 


2) 
=< (1 + E 一 Pi — ат 一 сїт} gx"), 


AA v < и, BIER FE G8) sm 0, ЖЕ ТОНА. 


iRj 12.1 Bgl) 0, 


f 
r < min (2, 28 (2n» + Zeh — ад?) ) 


并 且 


(= 0, хЕГ,, & > 0, 
m (x) < 0, re, 
则 对 一 切 xc 0, & 2 0, BA n5G «x 0, 
注 记 12.2 Bel) 20, (пк) че, r < zi, FE 
bo: 20, rcQ, 20, 


rns r€ Q,, k ze 0, 


a(x} ше 0, хЕГ,, &>0, 
a(x) 2 0, z€ Os, 
则 对 一 切 z€ Q, 和 £270, BA ut 2 0. 
定理 12.1 设 OR 是 (12.7) 的 解 ,并 满足 下 询 条 件 : 
(i) 0 x Ue) = c, 并 存在 正常 数 cs zm c,, 使 得 Кс) <: 0; 
Gi) g(0) > 0, FHA BE (12.8); 


(i) + < r; = min (2, 247(2av + 2 c 2 + осле), 


Ян, 54 fle) < 0 ШЇ, с с; Ш Кс.) > 0 BF, eem a, 85 
未 ,对 一 切 xE Š, Mikel, PA 0 = ww) < а. 
证 明 首先 令 ntle) 一 и), £56) = cs, MH 
Lag (x) €i L,E*(x), x€ Q,, £22 0, 
ni Cx) < E'(x), хЄ Г, X> 0, 
a) = Е), r € Oy, 
所 以 由 引 1 理 12.1 得 到 аа) = е. 
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再 在 注 记 12.2 中 令 (+) = ute), PAG) 一 0。 即 得 到 
ик) > 0, 
下 面 来 研究 (12.7) 的 解 的 渐 近 行为 。 考虑 与 (12.7) 相对 应 
的 椭圆 型 差分 方程 
raw — (v(a) = 0, хе Qs, 
oe) = 0, xE Fl, 


(12.10) 


рири 
{ram — f(3(x)) 22 0, тє», 
n(x) = 0, x€ Tas 
TWEE a(x) № (12.10) 的 一 个 上 解 . 特别 若 n) AE (12.10) 的 
解 , 则 称 它 是 正规 上 解 . 葵 在 上 式 中 至 少 有 一 个 不 等 号 严格 成 芯 ， 
WYRE Ab YR DLE. 
dn 


Ау) — fix) = 0, ХЕ Qas 

mr) = 0, ХЕ Tas 
则 称 q Са) 20 (12.10) 的 一 个 下 解 .特别 车 %(x) ARE C12. 10 RE, 
ШЕ РЕ. SLELAPEDA-tASS ри, М 
REEI RE. 

定理 12.2 39 их) 是 (12.7) ВИЖ, UG) JE (12.10) 的 上 

解 ,并 且 满 足 定 理 12.1 的 条 件 , 那 未 对 一 切 z€ Š,, ate) BAM 
ТКИВА, HEH А co В, etle) — 26), Rn e GE (12.10) 
RARE Са) =; Оо (х) RAR. A Ооба) Æ (12.10) 的 严格 上 
解 , 则 wtCx) FE А АЖ. 

ШЕЙ 首先 所 定理 12.1 得 到 ,0 Ste) < с MAES 12.1 
tH qt (z) — uf (x), Ee) = Оох). № с. = css т = ras ВЫ 
0 = иа) < U 4x), xe Os, Sd. 

EEIE ws". 再 在 引 理 12.1 中 令 
nite) == u' (x), ERC) = utn), 


OS иж) < (+), “<€ Q, E20, 
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从 而 在 在 函数 #(х), 1891—07 хє B,, “ROR, ut) 
vis), 而且 el) < Us). # (12.7) PS А — oo, WM el) 是 
(12.10) НЧ}. | 

A w(x) 也 是 (12.10) 的 解 , 且 бу) = Ula) MESIE 12.1 
中 令 ge) =o), EGO 一 atl) 后 得 到 Qn) owt). И: 
k— со, 就 有 w(x) = v(x). 

Ж Us(x) ЕЕ EB US ATE, н Cw) XE & ЮТ ЖЕРЕ 
Ж. 

fa} (12.10) 可 能 有 若干 个 解 w(x) > UG), 把 这 个 集合 记 
AF (Us), 

定理 1323 设 u^ GO 是 【12.5) КЖ, Vole) EE (12.10) 的 下 
解 ,定理 12.1 的 条 件 (Gi), Gi) 满足 , 且 c, 一 max Хаах ЭА 


r < z; min (2, 2B (2nv + leh + erth? 一 ay), 
a 


PRAM 2, их) ERRER, HEM — oo 时 ， 
wt (x) — vx), 其 中 e GO 是 (12.10) 的 满足 v(x) Us) 的 最 
小 解 . Ж U) 是 (12.10) 的 严格 下 解 , 则 ute) 是 多 的 严 客 增 酒 
数 。 

WES] 首先 有 OS etic. 在 引 理 12.1 中 令 po = 
UG, £500) = их). [рт < rs, 所 以 | 
0s UC) — x€£, 20. 
特别 有 al we) > (я). BOT th REGERE 12.2 的 证 明 过 程 知道 ,对 一 

EJ хе 2, Mk 6, 
| U(x) =< ит) Ф и (а). 
ES FE Ro (x) , ВЯ] хе Qu, МАО М, ut) > 
v(x), 其 中 v(x) 是 (12.10) H, vC) 22 UL Gw). 进一步 可 证 明 
(а) Е (12.10) 的 满足 eG Z (а) 的 最 小 解 , 并 且 当 Ule) 是 
(12.10) 的 严格 下 解 时 , GO 是 页 的 严格 卉 函数 。 

下 面 来 证 明 格 式 (12.7) 的 收藏 性 ， 我 们 有 
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ГЛ (а) = В (м), z€ Q,, А220, 

Uta) —0, réla 6220, 

Ute) = Ual), x€ О), 
其 中 Rite) НН, Hid R, = max max IRAQ]. 我 们 假定 
CU SU 连续 ,于 是 , 当 4 > о, Ra 0. 


定理 12.4 wash, т< Ë — o, о 0, 条 件 (12.8) S 
wy 


BR EER Cay 使 得 对 一 切 kt = T, 
ШШ 一 utll.. < Юлей. 
UrBH 先 记 EO = UE) + Ви, T 


ГКК) = LaUt(x) + R ente (==) 


一 = Кае (et + 1) + S5, 


其 中 
ЗК 一 — z(Ek(z)) + ва). 
因为 
Sw) 一 — Rae (а (ЕК), Ut()) 
+ Вече), Ut ())), 
所 以 


SAD zm — Ме", М, = а + єз max hoe. 
AT 
F hitz 
Гк) 2 К, (coe B 2 eiit (o^ + 1) — Ме 一 1). 


让 с 适当 大 而 点 适当 小 ,于 是 
| ГЕС) 22 L,u*(x), хє, R20, 
PG)muG) © кєгї, KIO, 
B) max). ED, 
故 由 引 理 12.1 得 到 ake) < Ок) 十 Rae, 
AES SG) 一 Ue) 一 Raett, 则 可 仿 前 得 到 
Li) = LQUMQx) — Клей (<=) 
т 
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+ E Вет еч" + 1) + st, 
因为 
Ske) = Rye (ati GO , О (а) — Ric" b ES) , U*()), 
МОТ E T, К», cs 和 max SUA, 有 关 的 正常 数 Ma, 使 得 
LE X) x — R, (aee — S esit Cet? + 1) — Ма" 一 i). 
БТ, ЗА св QS A, А ASIN, 5188 12.1 和 定理 12.1 得 到 ， 
u*(x) 22 U*(x) — Rae, 
综合 上 型 的 分 析 :就 证 明了 本 定理 ， 
定理 12.5 RAEM ISTE. Ноам, WA 
— WR, t — О, s (n + 1)R,. 
证 明 EG) = 0 + Ка), Erp 
gD = n — [el + 1, 


n L£: (ay = L4U*'(x) + 2nvR, — Rd (Cx) + Sx, 
其 由 St m — М.К). AX v XE SEX BIA 
L, Ft (a) 2 Raino — aq(x) — М9) — 1) 20, 
хЄ0,, & > 0, 
Ef (x) 22 ut (x), r€ P, & > 0, 
E(x) 2 w(x), хе», 
He Hy S| 12.1 930, аа) «с Ия) + (п + ПЕ,. 类 概 地 可 证 
Hj ut Se Ак) — (n + 1)R,, 
Zi Са) = «(1 — z), ША ФЕ (12.8), Нина -1, 6-0, 
€; — 2, Y = 1, iff (12.7) Ж (12.10) 相应 地 为 
[CD = (Алик) + Aat (а) 


H 
. + > (u* Cx) + uS (x) )— GI OO) Y, (12.11) 
x€Q,, KIO, 
u*(x) = 0, хЄЃ,, & = 0, 
l (x) = U(x), TE Q;, 
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free — e(x)(1 — vCx)) = 0, =6 0%, (12.12) 
v(x) = 0, tE, 
记 
P 
yee И (12.13) 
4p ain? Я 
TE $ 17.4 中 ,我 们 将 证 明 , 当 5 之 vf BP. (12.12) 没有 不 恒 为 


ЕЯ; 当 v <. vw* 时 ， 则 性 有 一 个 不 恒 为 零 的 非 负 解 Ce), 
lela < 1, JP ES rot, Jele — 0. BEE, v = f 还 是 
(12.12) Р НИЕ, 

在 定理 12.1 中 取 cg == max(1, с.), EB PAR: 

定理 412.6 1% а(х) 是 (12.11) КИЙ, 0 0С) < а, FA 

r < то = min€2, 2802р + 44%max€1, e) — 4797), 
ИР И] хе О, ЯНА z 0, 都 有 
9 x ut(x) x max(1, са). 

为 了 讨论 (02.11) НОЙ ОЙТ А. ЛЕ PE ED] 


题 
| Ene (a) = wi) — — CA^ Gr) + Ay) 
| z =ч foo) — 0, (12.14) 
r€ Qs, £22 0, 
шк) 7-0, — x€ T4, k> 0, 
‘и’ (а) m DG), rE Dy, 
id 
B= (hi, й, t Beds 
M = (08/08. — 1,2, -—,J —l, 1l mn), 
LU 


w^ (n) = 21 aPC, x), 


acm 


= 451 + 


其 中 


I + = Е > sin ime 
b = - 
ub —ы ш Yay í 


T 
1 一 去 2 uà Xo “у 


e. =) = || sing, ne, 


HE» > рК НЕ, 1-07 g, 0 8) < 1. 因此 ,对 任意 的 Us(x)， 
MR OR, et (ay —0. 
因为 对 一 切 хе Š, 1 4 > 9, 都 有 
Lantlx) == — [uttx)P < 0, 
所 了 以 0 < иа) < ш (zy, Mini eS moe, 
定理 12.7 i$ se 是 (12.11) 的 解 , > > vi, He 
12.6 的 条 件 , 则 对 一 切 z € O,, 4 А — oo tb, ut) — 0, 
SEXE 128 Ди Ж (12.11) HOR, ovt, OST es. 
Us) 29 0, 3TH. 
т < rs = min(2, 2A (2er + 44^ max (1, с.) — 02) 1), 
HS WW z€ 0,, А — oo Ib, иё(х) + v), tie (x) 是 
(12.12) Gorka B S TSE AR. 
证 明 ARR, ШЕЯ x€0, Ü < m =š U, (a=) = c, 
设 eo) 是 下 列 问 题 的 解 ， | 
p Aspe) — eG — eG) = 0, хЄ0,, 
p(x) = 0, x€ D, 
ub o» < <, Aly vf aab, TÆ OOL lole <m. A 
29 


(12.15) 


— v»Aap(x) — ф(#)(1 — pe) = (w — v)A (x) 


=” = eG)GpG) ~ 1) « 0, 


所 以 ф(х) 还 是 《12.12) НУР pP AR, 
TD 


FASE FAL Mae 


Í nta) 一 Z (Азда) + Ан С) 


一 1 (nc) + 35 G2) + БИО = 0, 


x€ Q, k Z= 0, 
тС) = 0, r€T,, #20, 


m) (a) == cy = max(1, e), хє0,, 


EM) 一 > (А, (x) + A EC (2) 


— $ GG) + £6) + G'G)) = 0, 
ED & > 0, 
Е) = 0, ren, bz 0, 
Ея) =, «EDs, 
FAD e, БФ НЕ (12-11) 的 上 解 与 下 解 、 所 以 k oo 时 ， 
(я) — и, Е) (2), Ж on Ce) 是 (12.12) 的 满 是 
t (x) = с. ПЕК, oe) (12.12) one) Z9 pr) 的 最 
小 解 ， 因 为 (12.12) 的 解 是 唯一 的 ， 所 以 n GO = n = oe), 
又 由 定理 12.6 与 引 理 12.1 得 到 
EECA) (а) к), ERa, KIO, 
ik 4 co, ISAIN E. 
最 后 ,由 定理 12.4 和 12.5 得 到 
定理 12.9 ik f(z) = z(1 — s), А Щл, r <Ë — в,в> 
0, RSE— E) kr < 了 ,都 有 lut 一 Ul, < Ree, 其 中 ew 一 - 


+ 2e -F 8, 5 > 0, XH 2n» 295 + 2 + 2e (n + ча, W 
— Bk > 0, 都 有 t — ОЧ. =< (z + 1)Ё,, 

Chen Sui-yaug, Guo Ben-yu (1984, 1985) ЖЕТА TF FF 
问题 
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oU (20 1 ou | 
= +i ZS) + HY 0 1 0 
Ө, , бр? p бу) ко), cete 


OU 
8; 0» 1) = 0, t2, 


juo, 2-0, «sod, 
‘Uto, 0) = Ute), ezl, 
的 数值 方法 ,其 中 fle) = =(| з) ME 


=Í, — E a _ S pa 
Ке) = ғ 5 Ra ey 9733, Rc 
HERAS ARER. 


XT (12.4) BU IB AA IL РЕ у Чу М, Manoranjan, Mitchell, 
Sleeman, Kuo Pen-yu (1984) SAAD rix. 

在 实际 问题 中 ,还 竖 研 究 半 线性 方程 组 ,例如 Hodgkin-Huxley 
方程 组 【而 Hodgin, Huxley 【1952))。 它 的 特例 之 一 是 下 列 Fit- 
zhugh-Nagumo 方程 组 

OU OU 


= £U L UG — UU — a) — 
ә, ax ( 0—4) V, 


1 
0 <a < >, oeral, z: 0, 


oF nu Бу), b = 0,5 2 0,0 < z < 1,10 0, 
i 


(12.16) 
Fitzhugh (1961), Nagumo, Asimoto, Yoshizawa (1962), Rinzel, 
Keller (1973), Green, Sleeman (1974) 等 研究 了 这 个 方程 组 ， 
Riznel (1977), Meiring, Mitchell, Sleeman (1980) 每 还 研究 了 它 
REHE. 
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或 方程 组 ,例如 
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(OU L Dle, t, САИ + OC, 1,0) 20 

ё; Ox 
тє, rz 0, 

UCO, z) = Gos r zm, 

vl, у= G, 120, 


U Ca, 0) = (ш), rE Z, 


+ F(x, fs Uy, 


(12.17) 
Н.Я = {x/0 < x< 11, U, F MG, а п 8, 其 分 量 分 别 
iOS Ui, hh Al gee, DIORA KORG в ЯП 4), RT 
BOE: 
Ci) di, 9 FI fo XE x, £ ОЗЕРА; 
(i) ЕЕ X a, 使 得 对 一 切 re 9,120 
UeS—(Y/lais Yi; b, OS] <n}, ` 


都 有 
dlx, 1, U) zm > qx, 1, И); 


(nu) 存在 正常 数 eu, ESR — H x€ Jau SPOMVE SMA 


E (x, t t, U)| < fas 


(iv) XI— Ub xe Gt 2 0 i U e 895, 部 有 
F(x, t, U) * N,(U) < 0, 
其 中 85 是 s 的 边界 , N (U) BEE Ma, 

(v) Vole} E S, Gué S, m = 0,1, 

Chueh, Conley, Smoller (1977) 和 Conway, Hoff, Smoller 
(1978) 证 阴 , 在 上 述 假定 下 , (12.17) 有 唯一 的 解 U(x, г) € S, + 
且 可 以 有 任意 阶 的 连续 导数 ， 只 要 对 忆 , О, U. MF i Ju d 6 & 
ft ,今后 我 们 总 假定 UG, 06€ S, 并 适当 交 请 . | 

id, {x i = 1,r = kz, 


ат ЕЯ ut Ge) 表示 网 格 函数 “在 点 xc 9, ЯП г = 人 的 入 ,其 
GE а GO. 计算 (12.17) 的 一 类 差分 格式 是 
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uiie) = D(x, ty, un) tax) + ати, (x) 
+ Olr, n, utn) ag (х) + aruis (е) 
+ Вх ци (я), ХЕ „Яд, K > 0, 


st (0) = Go, #20, (12.18) 
(1) = G, £ > 0, 
а(х) = au(x), x€ #,, 
Hp 0= s= 1, aG) 是 对 U(x) Bi АИ. 
今后 记 


pk == (ot, "ts 5 _,)*, Fria (FI, б» St, 


pt = (pi, +++, ph), 
其 中 
viu (xj), GS = FG, n, их), 


pt OD, n, v QR) 一 Z Olh, дә и) Gos 
pr, = (¿D(1 — А, ths tll — Ауу 


+ > OU — h, 4, ий — AG, 


z = 0, з =< J — 2, 
Xd 
‘AR, ATA 
vaa co Aha 


其 中 Af, E: n x Н, 
Ab; = — 21D(x;, 5, u5x)). 


Айны = ADC, n, ut + Qix;, tes st ()), 


Afa =D, т <), ol, 
于 是 可 把 (12.18) 改写 为 
(I — cA jet = (i + (1—20)4*5)»* + r$ + pt, (12.19) 
为 了 保证 差分 格式 解 的 存在 性 和 收效 性 :通常 需要 对 〔12.I9) 
附加 一 些 条 件 ,例如 Hoff (1978) BMT FAI PE; 
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(i) FEER, <1, 使 得 对 -- 切 re Z ,,k 20 Motes, 
(m— DiS (I — о) 0, dtp 220 (em) (1220) 


OPES (12.21) 
其 中 H). > 0 Hon x я ЕЕ, wpa 是 G, 和 СВЕН, 
Gü) Sat, + S Him =. (12.22) 
命题 121 如 果 在 格式 (12.19) b, 4 < a, ER. 
24(1 —a) <- M, 


di( x, r, U), 


1 

PR, 一 定 满足 条 件 (12.20) — 
证 明 因为 

Adi (x; 5 tas at( xi)) + P dir, tas ut (n) 


zd n, ty, нА хр) 一 2 ELERTE EDDIE- 


所 以 Himn 22 0 ЖП AR, 22 007 < m), 不 难 验 证 其 它 的 结论 也 成 立 ， 

在 本 节 中 用 |Y |. 表示 向 量 Y 的 元 素 的 最 大 绝对 值 ，| B31 3€ 
SA BZ RO A FER 

命题 122 Rete 5/71, HP RE (12.20) — (12.22) , 86 
Ж 

G) IZ 十 《1 — о) sm 1; 

GD Bet > 0, МИ — 045) et 20; 

(ш) |(Т— 045) ^. m 1, 

证 明 由 条 件 (12.20) #0 (12.22) на, А} ы OU = т) 和 

I+ (1—e)At, 2 nl > 0, 全 <0 ; 


m= 1 


因此 结论 G) 成 立 , 由 短 阵 (1 — adt) 的 单调 性 : 即 知 结论 《说 为 
A. ЕН Сш) АЛ, 
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定理 12.10 如果 o € Sr, r < - 并 满足 条 件 (12.20)-- 
(12.22 ,那么 对 二 切 和 oaeSrm | 

证 明 假设 ote 3 一， 并 记 

a (ay, das ttt, aja)", b= Ch, brs ttt bi)", 

其 中 
a da)", b, = b= (Ch, bas ttt 5,)* , 
于 是 

yet! — g = (1 — aA4*y ^ gh, 

pt = (1 + (1— a)45) (ий — a) + rt + Ata + pry 
由 (12.20), (12.22) 得 到 


J-i H 
(Ata + Р), = ЎЎ Abd + У Hisia 
rast 7 ы 1 ñ 


2 
> У! Hes 2) 2 0. 
т=1 


ЛИ ЖЇН gx. 定义 pA = (0%, tts 254), 其 中 
ub xj) , т 2 iy 


pt = (2h, vhi, к. peas Dim = is. m= l, 
FE 56 OS, 所 以 天 (ws п, 91) 22 0, # B. 
ху te of) = filtis tes 5%) + 5. (ШИР) — a 


= (300) EM 
ác PT Buc HES 

Sem ср а) ` 
和 

(+ (1 — o0) 4) (и — a) + т^ zm Att — a), 
其 中 
АК == (1 — eri + (1 — 0)4*, 
显然 有 At, 0( 59 m). Meh (12.20) 得 到 
(1 — г)! 2 —3)1 2 (a — ЮА, 
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因此 41 20. RA ок а, KA q^ > 0. 根据 命题 12.2 的 结论 
Gi) AYA, etti Ze 4。 类 做 地 可 证 明 ett < Р, 

AAR SESH 12.10 和 命题 12.2 中 的 结论 Gü), p E] А О, a! 
都 是 存在 并 可 解 的 . 

于 将来 研究 《12.18) НЕ. id 

Vt = (Vt, Vi, +++, V5 9*, 
其 中 Vi 0700), Kid 
rh (f ДИН — (] + (1 — e) Aty 
— rf t — p, (12.23) 

其 中 4*, FR pt НО 45, rin ph BB. Ate 
基 中 的 US. ЖЕЕ, FARA UG, r) 的 四 阶 导数 有 关 的 正常 
ЖЕ Mi 使 得 对 一 切 《 | tle < МИ + r). l pt = vt — VE, 

定理 1211 假定 U(x, D 6253648, oe ST, cx TA 
(12.18) Sf (12.17) MRAM, H H. dE HOE (12200 — 
(12.22), 那 末 存在 仪 与 UC, г) 有 关 的 正常 数 Mo 使 得 对 一 切 正 
TX В, 


[P| a < 


e Ft 
5? + t + e MM, 
(А* + z)<Z imS 
д те tM " 
证 明 rH (12.23) 得 到 
(1 — саки = (1 + (i — NAV 
+ Ft + pt + r + ok, 


(12% + Mit? + Mit) 


其 中 
cot = (At — ASA + ot VE) + pt — ph, 
不 难 验 证 
lat]. < Marl |. 
由 上 式 和 (12.19) 得 到 
(I — алк) = (1 + (1 — 2 Ae et — rt 
一 atc cg iSt. (12.24) 
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Dr — ne Ve Mix [stl a, FALL 
||. < (1 + Mar) 5 + Мей + 7), 
.并 用 此 推 得 


(Zt o = ем] „+ MIO + c). (12.25) 

又 由 定理 12.10 得 到 
Га. < Hims, (12.26) 
ја а= Pt . FB (1 — 8) 3 (1225), Bek 


2 + r + = MD 
(12.26), 把 两 次 结果 想 加 就 得 到 定理 的 结论 . 

定理 12.11 表明 , ME ao AO, Hak (12.18) 是 
Us S AD ПОТ БЕ ВУ A, 34 & — со 有 时 ,误差 不 超过 Dims, Xx 
论 已 经 不 能 再 改进 .但 对 某 些 特殊 情况 ， 却 可 得 到 对 : ВОК 
的 结果 。 下 面 假定 

D(x, 2, 09) — D(x, t, 09). + Оба, c, UY) 
— Q(z, z, Uja < os — Urey, 


定理 12.12 uses, т L, ЖИ (12.20)—(12.22) 
€i 


满足 ,并 且 
G) I—8] k, 17. s Ма + г); 

(ü) 存在 5 > 0, 使 得 对 一 切 xe Z, 1260, UES, 部 有 

st + Әй + уу Ө! 

д i mr au, 


(1) p= 8 — с sup [UGCx, Dye > 0, 


ЖЖ 


<0; 


g 5 
tee (1— Z) esu ICE 5). 
证 明 (12.24) 成 了 并, 并且 
look la < esr sup |U(z, wo AVE = т(8—8)15*1„, 


其 次 ,把 名 + 的 第 7 个 元 豪 记 为 FL, WG 
Or)) — ikai te, ИС) 
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— Óh cac c UG. 
BU, CHEA ESE SHET) 


+> sh (uS (n) — US Gn). 


mA m 
把 4*. 的 对 角 线 元 素 记 为 AT. т< А, ЕШ (12.20)— 
(12.22) 得 到 
1+ 1а) tt 2h. (xj, te, UPCE) 0, 04) є S, 
Н 


А} ыл > 0, J >= m, 


J-1 
因为 D Al. < 0, BIOL 


ME + (1 — 0)4585 + rl et — y, 
= (1 — 87)|?*|.., 

ЕЕН (12.24) 得 到 
oe | «(1 вт). |7, 
并 由 些 推 得 所 证 的 结论 ， 

Hoff (1978) 述 讨 论 了 多 个 空间 变量 和 弟 二 、 三 类 边 全 条 尾 
的 问题 ， 此 外 Guo Ben-yu (1985b) 研究 了 下 烈 方 程 的 数值 方 
H 


ðU 4. y aU 


au 
д, ae — v(x, fs U) gp 105 fy U). 
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在 流体 力学 等 问题 中 ,也 往往 要 研究 拟 线 性 抛物 型 方程 ,例如 
Burgers (1948) 研究 了 下 列 问 题 


ӨП ау Ou 

or г a "op P^ — 00 < z < со,ф< ; =< Г, 
U(x,:) = Ula + 1, 23, — оо < x < co, O(a T, 
U(x, 0) = C42), — co < z < ow, 


(12.27) 
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其 中 > 是 正常 数 , 了 和 U, KP y 1 1205881 - 下 面 记 
F = dx|0 < x < 13, 
构造 计算 (12.27) HHS BAN KB, EMA Е IH 
发 ,合理 地 逼近 非 线 性 项 ,事实 上 ，(12.27) 的 解 满足 守恒 于 


| UCxr,t}dx = |, Uyx)dx + |, f fKx,£)dxdE, (12.28) 


和 т 
ПОС + 2» | LUGD tends 
= [Ullin + 2 № U(x, E)K x, E)dxdt, (12.29) 


їй. = {јх тА, l Spa J — ll, ЈА = 1-+ A, 车 仿 照 
Lax 方法 , 则 有 有 下列 差 分 格式 


aki) + PCI e — vak (х) = f^, хе. л, RIO, 


исо, r€ Z,, & š> 0, 
wis) = Ux), xe Hy, 
(12.30) 
它 的 解 满足 
h УХ а(х) = > Ue) + rÀ > MPG. (12.31) 
#€ f) x€ fs E=0 ЖЕ 


FB EAS ЖЖЖ ЫТ (12.28), 因此 (12.30) 可 给 出 较 好 的 数 信 
Ж. 

357kx (1981) 则 采用 下 列 差 分 格式 

и (я) + {Cat (x) + бтн С), и%(шу) — (t Ça) 
+ отиу), = К(®), x€.%,, Е 20, (12.32) 
S) = Ох), хе Я», 

ЖЕН 0 <= 1, 0=< a= 1, Jle, и) (1.15) 所 定义 对 应 于 
周期 解 问 题 ,还 要 求 atle Г) = (а). 

可 仿 妥 $ 9.3 PONE ч 8 = 0 ft, (12.32) fos EWE 


(12.3). ЖЖ, A ë = a= FL JHE (12.32) 对 > (и) + 
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e) 求 内 积 , 则 由 (1.17) ROS 88 4.10 得 到 
[кч + ыы G + n, FO, 
m 


点 一 人 
luti? 2 D |а + uf" 
2 
fag 


k=} 
= [UP c», М), 


fag 


ЕЛЕ (12.29) WAM. РА, (12.32) 能 给 出 较 好 的 数值 结 


Ж. 
下 面 用 格式 (12.32) 来 证 明 (12.27) 的 解 的 存在 性 .我们 假定 
PRU 对 z RAB ERR, fe RABE SS, 


HTB WEL 5 — a 一 0, A ЕВ, та 


JPE) = Ки), н (к), 
PEG) = (J Qu Са), a) as 


k-1 
p?(Rr) = (Ud! + z 2i i/i. 


k-t1 
рт) = pt (Ez) + [UM + z SM. 


fxg 


命题 123 BTM eT) Ah, WEAR Мә, [HS 
当 ¿r< T Hh, [atem Mo, . 

WEB) 38 (12.32) 对 et) RAR, H (1.17) A 5 | 4.10, 
4.12 得 到 


Шака — riut lli 2 m Cut, PD. 
再 把 (12.32) 对 mea GO 求 内 积 ,由 引 理 二 13 得 到 
errat? + тт}, 99) + "РЕ не), 
一 т | uf li == mur, f°), 


给 合 以 上 两 式 香 到 
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Це eC — DIM + Dold + 28 Lati), | 
тут) k |2 k o 
— ll + mrut, 7 【zt 
< н! + qute + (1+ 2) үер, (12.33) 


在 本 节 中 ,用 e; 表示 其 个 正常 数 . 于 是 ,由 引 理 4.2 得 到 


[meats Јак) < vlla! + can? |е, 


RA 


2 
LUE < 2XvmriutlP. 


把 上 述 估计 式 代入 (12.33), RRS 
letli + z(m — 2 — z — 21sm) [и + (22 


一 adn? ак) а E ае), 
1 n 2 
< pet + (1+ Z) ур. 
由 于 适当 小 ,因此 


&-1 
Па + r №) (20 一 салт |62) | 8 [2 


f=0 


А-1 
« т Б] [ме + co Cr). 


EU 


由 Im 和 上 + 的 连续 性 和 注 记 4.10， 即 得 所 要 证 的 结论 . 
命题 124 BTA OMT) 适当 小 , 则 存在 正常 数 M1, 使 得 当 
ќт Ty, (а M. 
证 明 把 (12,32) 5] x RSW BGS 
ah, Ce) + P" (ut) — vata GO — И), LEF nyk E 0, 


w(x + 1) = ute), x€ .Z ,,k > 0, 
иа) = a(x), хє... 
| (12.34) 
仿照 前 面 的 方法 得 到 
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РБ + r(m — 1)01utH 2» | at! + 2. (ja T 


一 PT (ut? Cuh + тти, Jat) 


= out + тти, №). (12.35) 
根据 (4.51) 和 3 引 理 4.2 得 到 
(234, JP = vIutli4 с Цаа 
= v|st|i-d- «(|н ил |), 
[meet I? (u*))| 
<r lak |1 сода letls 1а). 
把 它们 代入 (12.35) 后 得 到 
(letih + r(m — 2 — + — 21»m)|s*l 


+ (> — emat + TA. Cut, 


s e + flet atl + atti А. 
因为 Пар < Mo, ATLA £ ESTIS, 


k=] 


lat i erp r) + ат >) efh ||, 


#39 


最 后 则 应 用 了 注 记 4.10. 
命题 125 ETAT) 适当 小 , 则 存在 正常 数 M;, 使 得 当 
т ТЕ, latli Ма. 
证 明 ЕН (12.34) 得 到 
utu) 十 JP (ut) — vultus = fO. (12.36) 
可 仿 前 得 到 
CIa*1 D; + cm — D fuk] + 2»1u*li + M ыр? 


一 san ЧЁ + ut, + mutes, JO Caty) 


— (204, + тти fie). | (12.37) 
因为 
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12(45,, SPH) | < оја + elatli + iat?) bet | 
ои со + d utl + Lal 2) АВ, 
jr (ater, УЧ ae) | < кн + emat d atl 
=< rat] сое + at] tli, 
СЕН (12.37) 和 命题 12.3, 12.4 得 到 
(Чё), + T Chet), m сви ААВ), 


НЕВЕ. 
命题 12.6 BTM eT) ЫА Лх, ЕЕ Ms. RS 
ќт ГЕ}, tl = Ms. 
证 明 由 《12.36) 得 到 
ыы 十 PP Cu^ (x) — вриб, аз) = ft, Са). 
可 仿 前 得 到 
CI u^] D + z(m — 1)]ufls + 2»lat]i + ЕУ (а) 


3 А 
~ аш + (2и%„, + medius). Л) 


= (2itee + mitt ens Tue). 
考虑 到 命题 12.3 一 12.5 ЖП 
| C285,,, 2 (8*9) | s riat + сн, 
+ а + ВАН) X atii + сја |5 
о |н + cula? + lok |i + iul: 
Tos Deis 
等 ,就 得 到 
(14%), + "т Clk lih <= cntl + ul D du^] с ИВ, 


并 由 此 推出 所 证 的 结论 

命题 12.7 TEH, OCT) MoT) 有 界 , 则 存在 正常 
Mi, Ms, 使 得 当 Rr TIM, |а М, 1а Ms. 

根据 命题 12.2 一 12.7 Ж (4.51), SORTS A hf, ffeil. 一 
BAR. KE (12.32), john 也 — SCARE ER. YB (12.32) 对 上 ЖЕ 
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№, (1232) 代入 所 得 式 子 的 右 端 , BE (leh. 也 一 致 有 界 。 

现在 把 a*(x) 线性 播 信 为 连续 函数 Us(x, y, ВЕ {Us(x， 
0) UG, Obs Шбек, OFF (Uy Ск, 01 都 是 一 致 有 界 并 
БУ. 由 Arzela 引 理 , 可 以 中 选取 子 列 ， 尾 得 省 去 一- 
时 ,它们 分 别 一 致 收 敏 到 UG, 1), Vile, t), Valas ATW (sr), 
还 可 证 明 v= 20, ye So, и = 20, кд: (12.32) 中 
取 极 限 , 即 知 Ule, 满足 (12.27) 。 венаи. 


GE (12.27) ИТЕ U, SFU 8, Mi 


有 
TNT NT р hg Bae 
Ocrcl, 0 < ;< T, m 
ÜG-1,0-9PG,D0, O< r< L, 0< =< Т, 
U(x, 0) = 0, Ох 1. 
把 上 起 对 D 求 内 积 后 得 到 


HFC Bie + 2» (VCE) Brendes 


一 一 |, |, U(x, E) SU d) 2 dxdE 


< e | HOC) Mende, 


ШЖ ЕШ eS De, гу = 0, 

综合 上 面 的 结果 后 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 12.13 # 和 对 x 有 连续 的 五 阶 偏 导数 ，f 对 + 有 
连续 的 一 阶 偏 导数 。T, (T), аСТ) 8 o? CT) 适当 小 ， 则 间 
题 (12.27) 有 唯一 的 古典 解 ， 
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下 面 来 建立 格式 (12.327 的 误差 估计 式 . 人 很 设 si(a) 和 f^) 
RERE FO 和 (а), 那 末 它们 满足 下 列 方程 


“467 = 


POE JÜ б) + HON TOEIC 
+ тай (x) , 8&5 (X)) 一 v(u5(xD + о) es 
= PCr), (12.38) 
WEAH e) 求 内 积 ,由 引 理 4.10, 4.12, 4.13 #0 (6.28) 得 到 
П — riari + 2» |z*]t + »ec(12*]D, — vor | at |1 
+ F} + F} + ЕЁ — 2B, п —2vacB(z^, at) 
= 2(H*, f, (12.39) 
其 中 
Ft = 248%, J(2*, wt + уу 一 GU, gt, wt +), 
FS —28c(m^, flat, at + 5*)), 
Fk = 208“, J(u* + тий, ФК), 
再 把 (12.38) 对 тт C) KAR, WSS] 


тт [| 十 mvanciatli + me Ca, 
一 WE (at + F} + Fš + FE — mvrB at, 80) 


一 mvar!B(st, a) = тж, F), (12.40) 


其 中 
Fe == mort(at, И, at + wy) 


一 3 m8r GG, gh, ut + 25), 
Ft = mr(at, КЕ, ut + 8*)), 
Fi = meal, Sut + drut, R). 


把 以 上 两 式 相 加 后 得 到 


flat? + r(m — 1 — e) НР + 2| ali 
+ rr (о + =) atto, + от? (mo = Я — СУЕ 


+ Ў) FI — 29B(8*, &*) 一 2vor BCR, BY) 


t= 


一 mei Blast, Rt) — трой Bat, ah) 
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am мшш ‚Р 


=< м, (1 + ") We, (12.41) 


这 里 的 М, 和 今后 的 М, 表示 某 些 正常 数 , 它 可 能 依赖 于 a. 此 外 ， 
如 果 所 讨论 的 问题 在 * 方向 有 周期 1, MARE Ja = 1 十， 并 
Bop) = 0; 否则 JA — 1, HAA 
ba) < min( 4(83(0))? + ACC L) Y, A (GI CODY 
А (#9 1))), 
ТИ ЕН. ВЖЕ (6.28) 得 到 
F, + F; = тт — 28) (at, JG, wt + а) + Fb, 
其 中 . 
Fi = 26rG(a@, А, at + i*). 
因此 由 引 理 4.2 得 到 
(FEL + PFE) = вер + MC atl? + vaim 
一 ОЕ + ri) + | FFI. 
RA 
|F3| + [F£] < вт + evI tlt МЕР + 2605). 
ар БАЧАЯК А. (12.41), 就 得 到 基本 的 误差 估 计 式 
ig^]? тт — 1 — Зе) P + viz*li 


+ гр (с + 2 atn, + (а mo 一 2 ja 


一 2v» B( 85, WHA} 一 2var Bat, Ш) 
一 mvt Bat, &*) — мост Blat, at) - 
< RE LEE + FE + ЕН + МКР 
+ rolat), (12.42) 
其 中 | 
Ri = Mat? + v(—1 + s АМ — ВАР). 
先 考虑 周期 解 问 题 ,此 有 时 (n 十 1) = 2С), МИ; 
Bw, к) = BCA, g) = BCR, 8t) = BUH, m) 
= pCa) = Fi = Fi = Ft = 0, 
Math (12.42) 得 到 
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Ша + rm — 1 — 36/2 + vl 
| + T (s + z) gan ут? (mo 一 一 i 一 = |2 | 
< #8 + МИРР. 

设 Ро 是 正常 数 , 下 面 分 三 种 情况 选择 m. 

(i) o>, iki m > m, 


m = max (1 + 3e + Ps, 20 ), 
20 — 1 


TR . 
Ма + melt? + ае т» (o 7) UAD 
< Ri + МИРР, (12.43) 
记 
k- 
= акр + pr S ИР + ər 51128, 
= = 0 
к 1 
вн) = Пр z 3 Wl, 
: 0 gm0 
8 (12.43) 3 а RER 4831 
i-i 
Et < Malke) + r У. 
НЫ 


ЕЕЕ Ë+, N. = 0, N, = 1, d = —1, 
Н.(Е°, +++, EX) = x(—1 + 8 + Malm — 28Y |84) |841, 
于 是 ,存在 正常 数 M;, 使 得 当 ACT Ye! = МИ", kz < T h, 
Et < Мб (тем, 
К о = —, ШЕН m zm, 


' ту = 1 + Je + po + 22v. 
由 于 так ФАНЕ, НЯ 
(т — 1 — Зв + ve (ma. 一 至 一 IC H 
2 psi. (12.44) 
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чч 


Se ú 


ВТО (12.43) 及 以 后 的 结论 都 成 立 ， 


m 1 1 ` 
Ш) о, 1 < А р Z т, 
( 2 2501 Z 20) ЖЕН m 3 


1 + 3e + 44 + fo 
l] + 245(2а — 1) 


从 而 (12.44) pš YZ, EER Df (12,43), 


т = 3 


特别 若 
m, X om, 
2 
82243, c=}, (12.45) 
2 2 
f H 


>» А o < >s 
2 
WEE m= 25, 因而 在 应 用 注 记 4.10 时 ,相应 的 H, 总 是 非 正 的 ， 
НАЖ — DAM alr), BA 
Ert < Malr), 
533 12.14 Ж (12.32) ЕА, 
s= 1 或 


1 
2»(1 一 20)’ 
则 存在 正常 数 Mr seas AT ye? < MA, kr S T WJ, 
Ёк Mpiri, 
tu SE ЯВ (12.45), WW — 57 А ACA), ЕЖЕ АА 
M. 

112.3 很 据 定 理 12.14, ЖА, (12.32) 具有 广义 稳定 性 指 
da. — 0.5. SRE RE (12.45), Ws 一 一 oo. Ш, 线性 
项 的 参数 e 只 能 减弱 对 步 长 比 的 限制 ,而 韭 线性 项 的 参数 5, № 
可 能 从 本 岳 上 改善 格式 的 稳定 性 . 

注 记 12.4 Av BHM, Н > 0, 50 (12.32) 是 退化 型 抛物 
В. SA $ 6.3 p EMANE 7A , PTS S) + < 0.5, LBA 
瑜 (1981) 的 文章 . 

下 而 讨论 Burgers THAW. ИН. ЖИ Ш 
„ял 


DR IM I A ЧЕГЕ ЗГ и Re ЕШ) ЗЕ, БР ВЕН, ES 
jede Т. MBAR (19825) 详细 地 讨论 了 这 个 问题 ， 先 考虑 第 一 类 
边 什 间 题 ,并 假定 边界 误差 为 

ara) = gi, #01) = d, — 4290. (12.46) 


由 于 
| GPCOYXZRQG)] < £* (ау + Z gay, 
3h ep 
ансо) Сакон)" < EZ GOD + £ (BYALA), 
12*(0)2*(4)] < m GA) + 2 (8%, 
| Er 
等 等 ,因此 
LEE < (GC)? + GU — зуу) + Mor? (CYR 


+ (YG — у) + Ми (aby + Gt? 


+ (F + GD. | (12.47) 
关 似 地 有 
LIE. ee (GO + аа — AD?) 


+ ME? (Gli) + Gb? GI — n») 


十 М (aby + Gy + RY GLY 
+ GOD), (12.48) 
(Fel < (GCA) + GL— Ауу) 


" Voter, CGECAY + Gt — 全) 

д. Muph akaf 2 akya ut 2 

к Мө (Gti)? + (MYC 一 ку) 
+ Мше «Оу + ча А) 


‚ 472 + 


+ Мый (CES + BEY + GA + + у 


十 edt + ОВС + ик). (12.49) 


XA | | 
— 2>В(ф*, #0) = " (чу + ( (1—5) 
— (gby GD, 20 (02550) 
туса (is, gt) 一 PPIE Gy + (GEC — à)» 
— iy 一 (Gh ). (12.51) 
此 外 ,因为 


一 2›ютВ(#*‚ й) = CRESTED 
+ (1 — pa — A) + BIAHA) 
一 ЖАК + Ва — A) — gha(1 — А) 
一 gig — gg, 
SG) = B [G G)Y — I (E C) y, 
所 以 得 到 
一 2vorBat, 8%) > E (ЯР) + GCL У), 
一 уот (GEC + GIO — a) — 95 (GG 
+ (291 — A) РОС + ка — ky) 
— egy + (Y + т + CEP). (12.52) 
类 似 地 有 
— mwr E(B, gt) m rd < (АСВ) + (@*(1 — k) YN 


— CIO + (9901 — 4))?} 一 = (Салуу 


+ (Ча — A) + PRU) + аа — à)y) 
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一 (Cy + GU! + GLY + CEL). (02:53) 


#8 (12.47)—(12.53) RA, (12.42) 后 有 
atl? + r(m — 1 Зе) У visti 


"n (e+ 2) са), + vet (mo 一 н 
a 
+2 (1— мы — Be qty + (BY 


+ =( у cos» СУ, + GCI — 42») 


т m ES 2 E — 2 
+ (ee Z) can o) + GU — ЮУ, 


+ E (om 一 > 一 一 Mus) {СОР 
+ (EMI — уур) RE + R£, (12.54) 
其 中 的 Ri 就 是 (12.42) 中 的 ЕЗ, Ш 
RE = м.р + ue (CBB? + CMY + GEE 
+ (BEY) + Mh Et + GED 
+ BYR? + "КИ. 
TIBI 5 适当 小 ,并 存在 依赖 于 x 的 适当 小 的 正 数 Moo, 使 
Dar < T, 
8) < Ма < Ма, (12.55) 


* 


下 面 分 三 种 情况 来 选 泽 md. 
O o>, ЖЕГИ m т, 


— 20 + 2Мив 
т, = max (i + 38 + Ро, dc + Ме), 
于 是 由 (12.54) 得 到 


Nal + por atl? ++ vat}? ve C + 2) (1*2, 
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EE HE (a + P) cano» + ara — y» 


' =< Ñt + Ri. (12.56) 
Et 的 定义 同 定理 12.14, Rid 


k 
P (kr) = ЦР cr РЕКЕ 
Е=а 


+ AC BD + &CID' + ^C). 
JH (12.56) XJ А RAE 


是 一 
EA = Мир Ст} т E 


最 后 在 注 记 410 中 令 Et = Ё*, М, = 0, N, = 1, d, = —1,3:H 
EH ЕН Т BIE ЖК Мо, А АСГ) ST MAT, 
ТН, _ 

E* « Mutt kr) ed nk. 


Gi) o = "E 此 时 取 m 22 ma, 


Fa = 1 + 36+ р +?” + + ees 
由 于 
= CGRODY + GEO — AY) < 7 2 ар, 
因此 
кт — 1— Зе) + > (mo — Z — 0) lat 
> (mo — Z — a — a 
+= ( o- 5 Mss) ССОУ; 
| + GEO — Y) > nell, (12.57) 
roc BUSTA (12.56). Я 
„+ 1 
(iii) "<>, < а — 2ay 此 时 取 m zm Ms, 


m = 4 + 126 + 184ро + 4Po + 245 M rB 
3 4 + 184ро — Gay ` 
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FE (12.57) 仍然 成 立 。 


特别 若 
m 1 
" Mog 3? 
т 1 
8 = 7, a? (12.58) 
ту 1 
>> M а < 2" 


则 可 取 m = 28, АЙП — А ЯП A Qc), 都 有 
Ë* < Manii(Ar jest, 
定理 1215 ” 若 在 格式 (12.32), (0246) rh, 
1 4 
c Ё а тру 
ЖН (12.55) 成 立 , 那 末 存 在 正 数 Мо, 使 得 当 
AKT M < Mo, Ат Т 
时 ， 
E* x; Mu (Rr)e"»*, 
如 果 还 满足 条 性 (12.58), MA —E АЯП ahr), КУЧЕ 
X. 
注 记 12.5 根据 定理 12.15， 通 常 要 求 边 值 误 差 比 右 端 及 初 
Ал 态 倍 ,这 是 与 计算 经 验 相 吻 合 的 。 关 于 边 值 误差 影响 的 
数值 研究 ， 可 参见 Southwell (1946), Allen, Southwell (1955), 
Thom, Apel: (1961), Moretti (1968), Cheng (1968, 1970) 和 
Roache (1972. 1976) 等 人 的 文章 。 
下 面 来 讨论 第 二 类 边 值 问题 。 为 简便 计 ,， 设 在 (12.323 中 
б = 0 = 0, ЖАА 
20) = —gb, e) = gh, (12.59) 
TEE (12.41) 中 FE = F$ = 0, | FEI | Fe) 的 估计 同 前 ,又 
由 引 理 4.2 得 到 
[FE] < eraili t Malkijer + + 2 
+ АС) А), 
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LEE < ecl + мые + + PR 
+ PODOI + angi]. 
此 外 
| — 2vB(a*, 4*) | =< (8500) + (У 
+ GCL — AY ЧАС + Ma (Ce) + Ct >), 
故 由 引 理 4.9 得 到 
| —2»B(*, 2*)| < e»t + МС + + GD. 
类 伏地 有 
| —mvrBC#,,#*)| = evr? |]? + Maca |? 
+ МСС) + (ЕР + (gk + DT). 
把 上 面 各 伍 计 式 代 人 (12.417 后 得 到 
Hati H elm — Y — 38 — Marlatt + vf a]? 


+ а, — ve (Z + в) #, 


其 中 
Ё = Mall + PRY + PREY + à asl ae? 
+ 000—1 + 36 + Malr + "АЕ + АК) 
A25) 51: + Ma CF? + | 25)? + Lat? 
+ ROP ligit". 
Җа B! OS Bil oe BAY UE BH it А Т Ia rud Ж. 
XH 12.16 若 在 格式 (12.32), (12.59) м, 8 = a = 0, 1 < 


> GR М», (@1)# М», 则 存在 正常 数 Mss, 使 得 当 
&T)e n? = Ma, kr = T 


时 ， < 
ЕК Мирт )e t, 


其 中 Ee 如 前 ， 

I K 

Ake) = |e + т >) CRIP + (g + (iy), 
E=0 


SUH = RA. HA a ees S REED 
Mek HE ERB. 此 外 , 尚 可 仿照 11.4 ea ATE ЕН. 
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12.6 Burgers 方程 的 转 征 型 格式 ,大 Reynolds 数 流动 问题 
如 时 Dg 方程 中 的 Reynolds 数 很 大 , 妈 v 很 小 , 那 末 一 
次 导数 项 U SU 的 作用 就 会 很 显著 ， 利 用 中 心 差 高 建立 的 壮 分 格 
Sh ATR A BALA SUR АНИ RM, НЫНЕ 
输 定 律 来 通 近 U ,有 时 会 获得 较 好 的 数 信 结 果 。 最 简单 的 特 


征 型 格式 是 . 
ut Qe) + Ео(аСж)) — ры (я) = ft (z), (12.60) 
其 中 
u* Oui, M4 а(х) 22 D, 
Fr») 7 оно, 当 uix) < 0, 
ЛЬ Ил. (EST BRR. ARE 
结果 并 不 好 。 事 实 上 ,(12.650) ARMA. K+ E 


解 为 风速 ,如 果 ала) 22 0, 就 用 ed GO BE E, 所 以 икн (а) fk 


ШРС 一 人 .但 从 物理 角度 来 滨 ， 当 (z — 8) OY HE ty 
了 时刻 :点 * 一 左 处 风速 是 正 向 的 ,所 尺 uS GO RT aeh), 
їй a(x) > 0 并 不 意味 着 一 定 有 s(x 一 站 20. 根据 上 述 思 想 ， 
人 们 提出 了 各 种 新 的 特征 型 格式 .1965 年 , MART EEE 
its CUL ЖЕ nb к 它 按 四 种 不 辐 情 况 ,构造 不 同 的 


Е,(«(х)) KBR U^ PU 


情况 TI sic — А) 22 0, atx + В) > 0, ЖоК AAR 
нА х 一 点 运动 到 点 к, 所 以 Me) Би (к — h) 996,006 
Filè (еу) == sk(z — b)u G2; 
MOL ate h) < 0, ера 0, ИН 
FiCu tQ) = ut(x + hui; 
情况 I «(x —5) 20, ox + p) <0, BRR n HH 
AO As AMA * + ñ 运动 基点 х. 所 以 tG) 应 与 


. 478 = 


a(x — à) 和 ax + А) 都 有 关 , 所 以 令 
F(ut(x)) = rat(x — Пи Сх) 十 【1 — y)sk(z + Ajuti), 
0 =< > = l; 
WIV (z А) 0, ибх + A) > 0, LENS 
Е (м) == 0. 
计算 Burgers 方程 的 修正 逆风 格式 基 
ий (к) + РИС) — ваб (а) = fh). (12.61) 
ic 
FG (х) = Ки (и) + kw) — F(t (ad), 
则 误差 满足 下 列 方程 
Са) + FIG (Gr) — rb GO = PG). 
下 面 分 三 种 情况 来 估计 | 名 (xs(x7)|， 
(1) 8*2) 不 改变 u5G0 的 符号 ,例如 
a(x — ñ) > 0, нх + À) > 0, 
utir — h) + (x —5)2-0, at(x + В) + @t(x + y > 0, 
于 是 
FG ()) 一 at(x — ВУ (x — Aula) 
+ akle — Aail. 
Gi) Aè Ce) ВЕТ tO 的 符号 AAE У 的 位 置 , 例 
an 
w(x — B) 2 0, ate +4) > б, 
их — h) bate — A) = 0, их +A) ах + À) = 0, 
于 是 有 
F^ (x)) = Cut(x + 5) + ax + A (Cx) 
+ (уу — utle — bá (а) 
== (x Bat) + tle + ate) 
+ а(х t DRG) + B 
其 中 
F, = at(x + В) — wile Ви) 
= A(w*(a)ai(w)), Ри) = o). 
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(їн) (к) 改变 了 情况 IV 的 位 置 ,例如 
utr — А) < 0, 0， 
w(x — A) bate — 5) > 0, ux + 5) + Sx + A) > 0, 
此 时 一 定 存 在 两 个 正 数 a, Ж a2, 使 得 
& На. = 1, ах А) +H outr + Ay) = 0, 


Ат 
В) = их — А) (х) + (х Aud) 
их — h)ni(x) + Br, 
其 中 
Fo == au(x Юун (у — оша + Ауа (x) 
= — Zau (ди) = OCA), 
根据 二 面 的 分 析 ,可 严格 估计 误差 ,例如 有 下 列 结 果 : 
定理 12.17 mR (12.61) m, 
pe ty, #0) = zt(1) = 0, 
2» 
k—1 
Alar) = +: PP, 
£—n 
则 存在 正常 数 Ma. EIH ACT ee? = MA, Ат TN, 
k—1 *—1 
Ёк = E + por? от 2118812 
£—u t= 


=< Ме (Blk) + 52), fy. 


#16 12.6 FESR x — х = 1—5 E,2 5&8 
3k (12.61) 依赖 于 边 值 xa*(0) 和 u^ (1) 的 符号 ， 而 格式 《12.60) 41 


与 边 值 无 关 , 所 以 边界 误差 较 大 . 


Gentry, Martin, Daly (1966) ВВ ИМЕ (8 Donor 
Cell HH), BH at) 在 区 间 [x — 5, z] RU [xs x 十 #1 上 的 平 


HERRERIA. HT Burgers HEA 
ul) + Еа) 一 vale) = (а), 
其 中 


Fats) 一 ВАЗ) ЧАС) 一 и), 
n 
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k(x) 一 $ (ut(x) + и (а + А), 


dl) = " (ие — A) + uA (=), 


ut (x), Ti ugle) 20, 
“о = | ик th), E RG) <0, 
wile) pet — à), 4 wii m0, 
TT dui), BEG) < 0, 
计算 大 oe Hahn -e № РЕ Ж Петров- Галеркин 
d. шж 2 二 一 Z (0, 站 二 Xa, z) = 0, ЯЖ Burgers 7j 程 的 
PERE 
әй бө р BU pja = 
| ЭЕ дк + [2w war +» |, E» s'dx = ù, 
x ЕН), 
Яно (а) = 2. 


如 果 采 用 $ 10.6 AAR 8k EN, HARPER 
$ 1.3 HAUSER , BO 


i 
u(x, 1) = >) Hix) px), 


#=0 
T 
(к, = D epla), 
j-0 
PEE c J n] БЕ Bc eS 
> Г (=) (уф; (хуйх 十 二 1 x |, (alatt 
о qu i 2 £ " 


ing ~” 


! 


+ (1 — ЭФ du Gdx + v M Г (aub + 


+ (1 — ojusi pila) ф;(х)4х = 0, 
Е 0 = о, 8 = 1, QOO #H g(x) ЕЛЕ. 46 
Haal (1.27), (1.33) 和 (1.34) 所 给 定 。 则 有 
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(126, + 4 < 8,3.) (aku — ub) 


+0 Q — 58.8 =) Сабы + (1 — 8) (uy) 


= vlou + (1 — o)uf), (12.62) 
Hh a, b A e 的 意义 同 (10.77), 
关于 非 线性 方程 的 边界 层 奇异 摄 动 问题 的 数值 方法 ， 还 是 一 
个 有 符 探 讨 的 问题 。 


127 粘性 流体 的 涡 度 方程 


在 二 维 喷 注 和 数值 天 气 预报 等 问题 中 ， 需 要 计算 二 维 涡 度 方 
&. ў Q = {х{0 < xy, х: < 1}, НЕВЕ, o EME, HII 


a д (2° н) — д (22 n) van = f, 


8t Ox, Or, Ox, Әх, 

ХЕЯ, 0 < : < T, (12.63) 
АФ + H = |, r€ Q, S:S T, 
H(x,0) = Hole), хей, 


BA. hA H, BORER, BELAT НИЕ. 

34 р МЕЖ, Emmons (1949), Fromm (1963) 等 最早 给 
出 了 解 上 述 问 题 的 计算 方法 。 Ш > = 0 Hj, Charney, Phillips 
(1953), Кибель (1957》 构 造 了 一 些 格 式 ， 其 关键 是 从 物理 定律 
出 发 舍 理 地 有 青 近 非 线性 项 .事实 上 (12.63) PAR Sr ig t 


n H(x, 1)dx + A H(x,E) oe (x, E)dsdE 
—») f 2 SH (а, EJdedë 


= ), Н(ађах + ВИ f(x, Б)ахаЕ, (12.64) 


WIC Во» + 2» rr Воз 
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"uu " B 
+ || Hee, E) ZE Go 4 

: 8H z 
— 2» | no o 28 (а, neas 


= lilio + 2 (| а, НС, ast, (12.65) 
in 9, = {х{х, == А, яр = hål ру — 11, Jh = 1. 
a = (m, 0, 0), п, ШЕ 0, м Ра, +a, = 1. 3E X, 
K (о Ск), в (жу) = awa (x) a, (a) 
Tas (x)v (x) )a, — oC we) ee, (x) De, 
Ji (GO. ш беу) = — eus Ce) va (=) 
— owe, (x) (z) ) o, + oso Gra Cn) Da, 


Toe), we) = > ПРО, eG). 
m=] 


Mí аа’ == (0, 1, ON CREB PJ TERRA BAK, 
5 (19654) 和 Arakawa (1966) 则 采用 了 另外 两 种 a, El 


ir 1 1 1 

“(L же, p 3) 
Я w(x) ЖИЛА 3M 
ги, Ск), Ч м = 1— A, 1, 
— we le), 当 x = À, 0, 
ws (z), 当 x, = A, 0, 

b e Ce}, Щ x= 1 — àA, 1, 
X x€ T, NLA х 表示 与 它 相 距 记 的 内 点 ,于 是 有 
BOS eG), wG)) = Ae, ws Гы), 


xti. 


wie) = 


其 中 
Aw, # Tua) 一 E DY (ибо) + wiG (7). 


xe nr 
由 于 
wa x) va Ce) = (were (а) a — wae, re (x) 
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-一 z (mes (и), Jay 


EAL 
POS PG), wG)) = — £ T wr E) 


хел x€ [A 


+ 4,2, w, Faa) + La (v, w Tua). 


其 中 
E 


Axle, w, T |a) == — 2 M ш.) оС). 
tF ya 
又 有 
OD Д°”?(е (е) e G0) = 2 Ale, ws Гы) 
TET 3 
T La. Hy Pan} + A, (v, Hr. Гуа)» 
其 中 
Aew, r = S. (шика) + (хде). 


rel art 


对 于 pe, JJ?" 也 可 以 建立 类 似 的 美 系 式 , 并 沁 此 得 到 
PB и), вю (ж) = Ae, ш, TA), (12.66) 


ITEM 


BD Jon), wG)) 


z€ Da 

= AQ, w, Г») toy Ale, w, Ts} (12.67) 
в D уо) 0 (ж) = Z Ae, w Ts) 
tE Gy 3 
| + Ade, w, T4) +> Ate, w, 1»). (12.68) 
МЕН Abel 公式 得 到 
(и, Кее, ю)) + (>, Дн, w)) == Ase е, Tau), 
其 中 
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Ass v, w, Ta) -4 У) Gols’) 


r€ gua 
+ uo Go) (аз) + wil) 
Al 
(a, fie Ce, wy) + (в, Pn) 


2 
= + CELER + Hg UR. >) + 3 Аи, Pa Wwy Ta) 


L 
t Ade, буш, Га)» 


Жж 
Adr, n, w, Гулу = — 2 У) Cele ole) 


хЕ дәл 
ие) (а) + вкл) x) 
идеи). 
Me A Fe" {лр уу ЖЕ 185626 А HE 
(и, (и) + Со, Paw) = Ан, w, ГЬ), (12.69) 
(и, Je”) (e, жу) + (e, F7, wy) 


= E Alu, v, w, Ta) + + Adu, v, w, Гь), (12.70) 
IHA (12.63) 的 其 分 格式 是 


ne) + ЛС) + drake), eG) 
— vA, Ce) + оту GO) = HG), 


YE Qh KZ U, (12.71) 
А,ф C) + nt (w) = fie), ХЕ Ол, & = 0, 
mx) = Но(х), r€ Ó, » 


Hh osa a Sl, YET, ЕВ ОР. 
Aja = а’, ШШ (12.66) 得 到 


k-1 
s > пх) + т > A + тэ, př, T,) 


reo, £-0 


-— орд > У) (15 x + отт, (=>) 


food se ly 
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k—1 


— S Cx) teh? 51 НО. (12.72) 


r€ DA fag veda, 


TE (12.64) AA ЕЖЕН ,所 以 可 得 到 较 好 的 数值 结果 .。 
io = o", MH (12.67) 得 到 


k—1 
№ Уу atte) + S {Але + bral, рё, Pe) 
Fag 


=€ op 


+ ELO 十 бт", pt, T4)) 


а! 
—vth № УХ GSO) + orsi Qa) 


feq xely 


mht ST a(x) + т? > 31 FG. (12.73) 


x О» Fug x€ бл 


CEE (12.64) 的 合理 模拟 , 男 一 方面 ,着 5 一 o 一 PE (12.71) 
对 (nts) + п) RAR, h (12.69) #18158 4.10 得 到 


[nth + — |n! + atl + АА + a, at + ah, pt, T) 
并 由 此 推 得 
v k-i t #—1 
Intl? + 2 у] [ие + stie — 95 AG + ttt, gt 
2 £c 4 + 
m k=] 
+ af, фе, T,) — 75 р, BG + nf nf + af) 
= Fea 
k-1 
= sr (25 + a, Е). (12.74) 
ёза 0 


TE (12.65) HARB, HTH a = a" HN, FR (12.73) 和 
(12.74) 成 立 ， 因 此 可 得 到 更 好 的 数值 结果 。 当 a — s” Ш, BR 
(12.68) ЖП (12.70), HA LLB BIA MAS ik Ж, Arakawa (1966, 
1970), Morton (1970) 都 分 析 过 这 种 村 恒 性 . А Mj (196542) 


» 486° 


还 同时 估计 了 误差 ， 

为 简便 计 , 下 面 假设 " 一 5 = 0, а 一 a”, 边界 值 计算 无 误差 ， 
at(x), p(x) 和 和 | fC) ARS HUE р б), 6t(z) RUTGO FE 
得 到 

SG) РОС, e*G + $65) + ЗО, ФАС) 


一 РАНА) = 0), x€Q;, ¿> 0, 
А.Ф) + 5*6) = Ax), r€ G,, k>t, 
#t(w) = $e) = 0, x€T,, & 2 0, 
iG) 一 A(x), xe Dp. 


(12.75) 
381 (12.75) 对 285 G0GR 9, (12.69), 10 4.5 和 引 理 12 
得 到 
al? Р + 2v|g51i + 254,48) + FE 
= 194 + UPA, 


其 中 
FE = 2(ñt, (к, $*)). 


把 (12.75) 对 пи) 求 内 积 ,由 引 至 4.13 得 到 
mehat 十 277 Cato. — ш + "= 507%, 40), 


— mrt 


; 3G. a) + Fi F3 + Fl 


< ет! + 75 р, 
4g 
х= РЕ} mrt, JG, o), 
FA — те, I7 (5, GD), 
Fi — тт, Jats $5). 
把 以 上 两 式 相 加 后 得 到 
МАН + т — 1 — eate 201918 + Z (atto, 


1 a 
一 т lali + e Sgt, gà 一 me 509%, gb) 
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< мяче + 1812) + Dal FH. (12.76) 
又 把 (12.75) 的 第 二 式 对 POD 求 内 积 后 得 到 
е < в + a Chat? + EID. 

取 в, 适当 小 ; 则 由 引 理 4.3 得 到 

| < м + EID. (12.77) 
又 由 3 引 理 4.11, 

1 (12.78) 
从 而 由 (12.77), (12.78) 305138. 4.6 得 到 

(FEL МНР + Et] + p^ < MC lel? + р, 


; i f 
LFI < етра? + SE lati < erat? + T Lat 


ГЕ & eriat P + ЕЕ lel lat lal etl lola 
< er gti? + Мей ач + dio, 
[Fa] < ela? + Mut Quenp + uto 


EO LAEHARA (12.76) 后 得 到 
latl + r(m — 1 4s ligil НБА + cd GENE 


— т + ЕЯ S(g^, gt), — ner Sat, 32) 


=< Rt + МР + ET ) 
其 中 


RS 一 mat T Mat digt + 38) [gti м. 
# it, Wak 
17» 


4+ 1бє + 4p, 
4 — l7Àv 


ж = 


Py = 0. 
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由 于 


тут - mri s. 
EN SEHRI = Pu ial, 


三 此 
Cm — Ав) itl? o Ез} — PEE 5, ad) 
=> por lati, 
所 以 
ПЧ + artat + АН + T Ost. + a 507%, я*), 
= Rt + M,C (FF? + ЕР). 
记 
k-1 k-1 
£* = 942 + pee? >) spa» sli 
EE f=0 
й-1 
B) = PP += У (ЕР + ИР), 
Ета 
则 


由 一 工 
£* = M plat) ++ У) RE, 


f=0 
最 后 由 注 记 4.10 4923] РЕНН Ж. 
定理 1248 车 在 格式 (12.71) р, Фа = a”, o = 8 = 0, 32 
AURA. |} Ma. BCT Jeu < МАС, Ш Ат < T 
时 ， 


Ёх < Mdl hE) e, 

解 (12.63) 的 男 一 类 方法 是 构造 特征 型 差分 方法 ,在 Forsythe, 
Wasow (1969) 中 介绍 了 通常 的 特征 格式 ，19055 Ж, SpA iik E 
的 修正 逆风 法 ,用 F(utQX)) 更 精细 地 还 近 非 线性 项 ， 

在 由 点 х, x + he, x 十 ey 所 组成 的 三 角形 内 ,用 ph), 
ph (xz) DAER х, ЖП хә HIRO EE. AA ARSE, М 
流体 自 东 北角 称 向 +，, i SIRT e A BA 12.1, 

# (7), (10) rh, x Hoo SE dH DOLEO F(sat(z)) = 0, Е 
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(6), C11) 中 ,x FRR RZ, ot GO. 应 与 Ir — ве), 
gile + hei), (хо hei) 和 n(x + hez) 有 其, 所 以 令 
| F(u*Q)) = Y Col anh GO. — ph hah D 
+ (1 — 7) (et (nt @ — etG)nt @)), 
0 =< = 1. 
fk IOS HERES] Flut). НЯ (12.63) 的 修正 道 风格 式 则 为 
aie) + F(n*(x)) — ЗА Ся) = 1G), z€ Q,, APO, 
Афр) + qt (a) = ВО, ХЕ, k > 0, 
yG) = HG), xz € B, 
(12.79) 
"uj FRR $ 12.6 中 的 方法 估计 (12.79) 的 误差 . 
关于 二 维 及 三 维 涡 度 方程 的 羔 分 方法 ,还 可 见 Aziz, Hellums 
(1967), Campbell (1970), Roache (1972, 1976), Ames (1973), 
Kuo Pen-yu (1977), SAR (19794, 1908c) AMIR, Pujol 
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(1971) 还 对 二 维 问题 的 各 种 算法 作 了 数值 比较 . Ш, Chorin 
(1973) 还 用 分 裂 方法 解 (12.63), 也 就 是 说 ,在 每 一 时 刻 :一 kr， 
先 用 57.12 中 的 涡 团 法 解 一 个 » = 0 的 涡 度 方程 ， 再 用 随机 游 动 
方法 解 一 个 扩散 方程 . 


12.8 Navier-Stokes 方程 


тє К", @ {|0 < z, < 1, 15т< =}, U 是 速度 向 
E,RSBEU,1<i<n, P 是 压力 与 密度 之 上 比 ,z» 是 运动 粘性 
系数 , PEK п Е Navier-Stokes 方程 是 


Rat .TU — vAU + VP =f, 
£ 


ЕЯ, 0 < = T, (12.89) 
v-U-—0,x€0, О=:=Т, 
U(x, 0) = U.C, x € д. 
为 简便 计 ЫЕ RI US fE z, GARY 1. 
Ладыженская (1961), Lions (1969), Téman (1977) ЖЖ 
了 关于 解 的 存在 性 、 唯 一 性 的 研究 成 果 。， Harlow, Welch (1965) 
最 早 计算 了 二 维 问题 ， 以 后 工作 可 见 Кживидкий. Ладыжеиская 
(1966), Chorin (19672, b, 1968), Téman (1968, 1970, 1977), 
Lions (1970), Roache (1972, 1976), Ames (1973), Kuo Pen-Yu 
(1977) 和 Guo Ben Yu (1981) SAAR. 
计算 (12.80) 的 第 一 个 关键 问题 是 合理 地 逼近 非 线性 项 不 
难 验 证 
NGA VjUdr = 0, (12.81) 


QU. [IQ УИ Ids — 0, ` (12.82) 
并 由 此 推 得 


| U(x, z)dxz= = | Ustx)dx + |, | fiir, £)dxd£, 
2. a о Јо | 
JU GO Exo + 2v ив) lito dË 7 10.5 


ELE 


xi Ula, E) Ах, Ede, 
现在 用 五 和 上 分 别 表示 z, 和 + 的 步 长 ,r = k, {ritn 
inks lm acm] 1, 1S< m=), JA = 1 +A, АХ EWE 
AH 


d" (o , wG) = У, lew, G)vs, GO 


TO — о) (# (2) 49)» 1, 
С(абе)) = (qi, С), дә, а), 0o qa 2)", 


D(mw(x)) = S wo, D, 


n] 


An р(х), s (x) 和 qGO 在 x» AAA ЛАЯЯ 1, ДН Abel 公式 得 
ESI 


(а, Dlw)) (№, G(g)) = 0, (12.83) 
(dv, v), 1) = 0, (12.84) 
(2G (v, w), и) + GU (n, ш), v) = 9. (12.85) 


由 于 (12.84) $0 (12.85) 2 ERREUR (12.81) 1(12.82) ;所 
以 当 a 一 0, h, SSRI, 
计算 (12.80) 的 第 二 个 关键 问题 是 合理 地 计算 P. Lions (1970) 
采用 小 参数 法 , 即 用 下 式 近 似 地 代 赫 连续 性 方程 

i Ве +y. u=, 8 > 0, 


它 也 等 价 于 Chorin (1967, b) WATEMA. nie 


的 数值 结果 有 时 并 不 型 想 . 事实 上 ， 既然 人 为 地 考虑 了 ЭР к: 


从 力学 角度 来 看 ,也 应 司 时 考虑 项 AP, "E 
ЖЕЛЕ 


pry. U — BvAP = 0, 


计算 (12.80) ADERI 
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ue) + a (ut), ux) — УА ана) | 
+ Go») = fo», r€Q,,R 20; | © 
Bp} (x) + Ро) — B»óap GO = GO, — z€ QE 0, 
(12.86) 


MA a — ОН, aS. 当 а = I 时 , 它 是 二 次 


SERA. TRANSAT. 假设 stl), РА), 
НС) Жа ВК) 分 别 发 生 了 误差 GO. р(х), ВО 和 P COo, MI 
有 


REGO + OPUS) tle) + B2) + dwt (Cr) ), 8G) 


— vA, a(x) + СОЯ) = HD, r€ G,, À > 0, 
В) + DG (ху) — ВАР = fits), | 
хє0,, k 220, (12.87) 


А-З (12.87) 的 第 一 式 对 22) + mrs) 求 内 积 , 再 把 第 
САХ) + пт) ЖАН, RR ARAI., МНО, 
FR 4.10, 4.12, 4.13 Al (12.83), (12.85) 得 到 

Ца + (в — D) TAE? av it] + "= (18525, 


— "gt + вре + BeCm — ПРМ + 28v Lt 


EET. (gt, ~ gurr рр = > Ft, (12.88) 


incl 
其 中 

Fi = (259 + meat — dO (ut, a5) 
— mr(s, PPGR, u*)), 

FP 一 mr(, (8%, 20), 

Fi = — mr(zi,G(B)), 

ЕЙ = — mr( pt, DG#)), 

Е? — (23^ + mrb, №). 

FRG Fl. 首先 有 
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[FA] < exiled? + въ Е Mig? + ИР) 
由 引 理 4.2 得 到 
[Е x erlat? Мой "РЖ, 
RA 


Е < атар + 22% P atlis 
| FA] < aprigi + "> lali, 
a "III 1 mU 3 
LEH < pliptl? + аве аР + (5 + ==) EP. 
把 上 述 各 估计 式 代 入 (1288) 后 得 到 
ШЕ + rim — 1 — 2e — a) lg + vizi UT (|2410), 
一 mr ahi + рр + е Сан — 1 — 22) lg 
+ (ово 一 ME) iugi + EP рар), — бте gen 
FFELI TIE TIE nm i-i 
« (- + е4 Мот иар + see) a 
+ м.р + "n + Р + ЙЕ). (12.89) 
车 se 适当 小 ,2 < 21. , WAR a> 0, 


1 + 28 + 2a + ey 


所 以 | 
rm — 1 — 26 — «Дар — тт lat > сьс 50, 
вет — 1 — 2e)lghle — Berri 2 Ber Bhlo. 

# а> > mr, 则 有 в» P id 


Bt — НА + elati? + сис? > СП" + ВР) 
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k-1 
+ рт 之 Чиа), 


ACA, r) — Р ВР + r > CHRP + ИР), 
Wik (12.89) 得 到 
6-1 
P < Maat) + Ms >, UER + ИР 
6-0 


> еж =l] nTm i2 

+r > (-> + gv + Ми" + "m ett. 
最 后 应 用 了 注 记 4.10, 其 中 Et = Et, №, = 0, М. = 1, иг. 
№8 1219 HERR (0246) H, am LA XL B> 


P m f (12.90) тях, А] БСГ) ем s MA", kr GT У, 
gr 


Be « Mac" a( kr). 
JE LR SE RE ,格式 (12.85) 的 广义 稳定 性 指标 为 < 一 一 ， 
GAG z = x, Hs =< 0, 
假设 О, Р GUI = 2,8 Mb r, HEMT 8 


作 形 式 通 近 误 差 , 则 IPIS OG, FOG te, 
所 以 当下 列 条 件 满 足 时 ,格式 就 是 收敛 的 


ВГ ra = min( 0.56, 2 — 0.55, 2, г). 


3f B. [Ut — о = OCA), EIE mm 2,3, r 22 1, b = 2, М 
Н го = 1, 

Guo Ben-Yu (1981) ЖЗ T А, (ЖЫЙ ИН 
ARS ATP AS, BMH RARE. йаш 4.6, 4.7 得 到 


| C5, dP (ША, во « ev [|1 + № , ПЕЧ *|a*l? 
=< => я: + ЕЩ ара. 


е 4937 


从 答对 一 切 а, ЖУН ARERR е ч = 2, Gue Ben-Yu 


(1981) 还 构造 了 计算 (12.80) 的 修正 逆风 格式 . 
还 育 计 算 请 的 特 多 其 它 方法 .事实 上 ,由 (12.80) 得 到 


ow uU) + AP—vACY- U) + pU) = v - h, (1291) 


CH 
其 中 plU) еж РОКА, В 
= : QU, OU, 一 Ou, BU, 
Ba 之 (52 ax, Әх Rat): 
жа Vo U = 0,77 PAB pU) 
palute) = >; [(ul CO n Gr) Ja, — Gi e Ce tem Ge) )з„1› 


А Гаты 

WB FAR 
Арх) + dí(ut()) = DOO). 

若 用 (12.86) 的 第 一 式 计算 wtCx) ,用 上 式 计算 GO, MY = — + 
BT, 格式 的 广义 稳定 性 指标 拟 Z ОВ Kuo Pen-yo (1977)). 

上 述 格式 得 到 的 解 ,实际 上 Dietl) = 0, 因 此 不 够 精细 ,又 
FS (v - U) 的 近似 值 一 般 比 >A(Y - U) 近似 值 大 得 多 ， 所 
以 可 以 略 才 后 者 而 注重 前 者 CUL Williams (1969)). Guo Ben-yu 
(1981)). CERI [2, : + 81 内 积分 (12.91), 则 有 


v Ule, 22-8) — V Ulx, 7) + | * AP(x, £)dE 


eee mi 
e [^ eq. e»t = | v лб Dai. 


+9: И, (RB) = 0, 并 数值 地 积分 与 第 分 上 式 后 得 到 男 
一 类 带 小 戎 数 项 的 差分 格式 

D(a*(2)) — BAipt(z) — Bophalutlx)) = — 8DUTGD). 
AA (12.86) 的 第 一 式 计算 U, 而 用 上 式 计算 PP， 则 可 证 明 它 有 


广义 稳定 性 指标 : < ^^ СЯ Guo Ben-ya 《1981))。 此 外 
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Piacsek, Williams (1970) ИЖЕ T RIE MERE SDK, 


Se RS бет a cO ий Ау yh EE LAB OWT Cantona А ДА 
T 一 一 р ———————————HÁ 


AAA ee Cc<GwNww 
-一 
Е 
„ААА“ )ЎС 
II 
Te 人 ЕЕЕ 


r —— ————————Y—J—sÓ——————7) 


= 


和 


—-- 


-一 


ЕЗ V)U —vAU+YP=<f, EQO, 0ci« T, 


IS + (U OP 0, re Q, 0 <, = T, 

(12.92) 

其 中 记号 与 前 节 租 司 。 从 形式 上 看 ,其 中 第 一 式 是 抛物 型 方程 , 若 

用 差分 格式 计算 ， 应 取 c 一 OW); 第 二 式 是 双 曲 型 方程 ， 只 需 

т=0(5), 基于 这 个 想法 ，Lions〈1970) 管 构造 了 带 热 传导 的 

波动 方程 组 的 差分 格式 ， 但 是 实际 上 ,特别 对 非 钱 性 问题 来 说 , 双 

有 曲 型 方程 的 解 比 抛物 仅 方 程 解 的 性 质 差 得 多 ， 改 需要 更 细致 地 处 

理 前 者 。 为 此 : 郭 本 瑜 (19802) 提出 了 下 列 预 估 校 正 格式 

站 
+ GC PG) = ROGO, rE, 520, 


pro HPD G шеру, иу) = 0, 
т 


(12,93) 
Oe fal, хє0,, È > 0, 
Р PD. + ge pere), иу) = 0, 
г 
x € 9,, Å = 0, 

出 其 中 的 后 两 式 推 得 
pie) + dpt) , и (ху) — Bedi (aC? (pt(x), ut). GO) 

= = 0, 


FD a = > HHA MRA. ЕН ЖЕ ОУ ЖЖ 


i) + (Я), нж) CRY) + 20и (а), 2 GD) 
— зд (=) + СОКУ) = Fe), ae Onk >> 0, 
FIOR PCG, utl) H RE t PE) EEY) 
—grd (аф (ж), ut) +), tQ) + REY) 
— бта аЗ pts), С), u^ C) + (у) 
— gsa (a P(phC) , н (у), 25) = TG, 
r€ O,, # Z= 0， 
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把 上 面 的 第 一 式 对 2245) + пей) RAR, BILAN 
28*(x) + mrpi(x) 求 内 积 。 然 后 把 两 次 结果 相 加 ,由 引 理 4.10, 
4.12, 4.13 和 (12.85) 得 到 


lath; + r(m — DU? + 2vlztli + = Cat, 


T5. 
一 mU + BAR 十 zm — ПНР 


a 
+ 28: | (pt, ut + 2*5) = У FE, (12.94) 


й = 1 
其 中 Ft, ЕА 的 定义 同 (12.88), 
FR = — (244 + тта, GOY 
ЕЙ = (285 + mre, Ë — dC pt, gt) 
+ gra (dP (pt, ut) ux), 
F} = —28r(d (ph, RA), aD А, ut + H)), 
FE = —mr(ph, dP (pt, ut + йуу, 
FR = mpri(pt, ОЧЕ pt, at + 80), at 80), 
FË = mer (pt, dP (OC pt, 2*3), at + i$). 
[Ft ЖЕНИ $ 12.8. 由 引 理 4.3 和 Abel 公式 得 到 


| Fs| = вт + ela*]i + Me (o? + ОЧ + АР). 


RA 

| Ff] s rlr а м. СП? ВНР + IED, 

| F5| < вар, wt 十 20Р + мар + (81D), 
mic 


[FE] < e Ga + DIG ut + a] + s ВНР, 
(FH < argh? + De mih n Cat + arp PC, а 
EROU + ek жаа Фр, at + aol) 
< «c PP + onte na Сф, at 


+ PARR + luti), 
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Fé | чаг Г + Mae +A ABA) рар 
+ м, ЧЁ + Am gat. 
把 以 上 各 估计 式 代入 (12.94) 后 得 到 
li^: 十 zm — 1 — Зе — 2omve& yat? 


+r(m—1— за — ҮН + vati 


Wa + 1) 


+ == Cog ID + z (28 — ert — За — 1 


— $ ants (рар + аа) 
a 


la $($*, u* + п) + (v — Ма — M rk — Mr 8? 
一 Му” "шр ar i Rt + SP + UE, 
其 中 


Ё* < м, (1 + =) ee? + oddetl- est). 
ТЕВЕ в 和 a Sh НН. 
—, r= OA), r Z 2, (12,95) 
pat 
T < min p (28 — За — 1)*a3g^ (3a + 1)” 1073 max fet, 
8 бей 
(6a + 1) (4nv(3a + yh (12.95) 
则 可 联 m == ба + 2, А fife E ev > 0, 使 得 
k-1 ket 
Bt = i[z*|? + pt? + vr X18812 en >) е 
Feo ¿= 
&-1 


< Malke) + т 2) (со + Mar A РЕ, ut 


к= 


k-1 
+ 8) + r Slay + Met Mt + Myr 


Emp 


k-i 
+ мари т >) Rs, 


i-0 


+ 500 * 


| EE 
AG) = [ell + gl? + r $3 CEP + ИР. 
£20 


最 后 应 用 注 记 4.10, 其 中 Et = Bf, N. — 1, N, = 2,4 = b, = n 
— rdh = n + 2 — 2r, 

定理 12.20 ” 若 在 (12.93) 中 , r—0 (£9), 5(12.95),(12.96) 
WE, ACT peu? <= Myamin(AT 7, AP), kr =< T , WJ 

Ё* < Моем р(&т). 

特别 若 > min (а, Z + 1), 则 格式 (12.93) 的 广义 稳定 性 
指标 了 = 0. | 

Rime — ЯЯ АО Н LB S — j BERE YR ШЕ ПЧ Җ 
式 的 方法 ， 即 对 到 曲 型 方程 或 同时 对 抛物 型 方程 的 传输 项 采用 基 
于 特征 概念 的 方 试 去 遥 近 。 


12.10 可 压缩 流 ,电磁 流 和 大 气 环流 方程 组 


хе AU EERDE, TRAE. PEEN, CT, p) 
是 粘性 系数 ， ECT, p) ЯЖ, (Т, o) 是 热传导 系数 ， 


S(T, o) ii, sr 一 95, G 一 БЕ , 那 未 二 维 可 压缩 流 方 各 组 是 


ay 
OU; 1 8 Lyn ð [ 
+ (0: sU — LS) avv) L 21.9 | 
БТ п о Өт, ) , 之 Be 
OU, | 8U, 1 ӘР , 
х (5. + Эт, )| р Ox; = h. =1,2, 
ƏT 1 , 
3, + (U: VT- (Ут. 
or 2101751 
z 
GU, | Wi = PS, 
< AL. bp ——-— . 2 № 
2 ( Ox; + dx ) eT Sy (v U) Sy 


x (ç 0) = 0, 


Se + (0. V)e + VU) = 0, 


(12.97) 
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在 一 定 条 件 下 ，Tani (1976) 证 明了 第 一 类 初 . 边 值 问题 局 部 
古典 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 关 于 它 的 解法 可 见 Richtmyer, Morton 
(1967), Roache (1976) 等 人 的 文章 。 如 果 直 接 从 (12.97) HRE 
立 差分 格式 , 则 要 计算 

а 06x) 
车 P 很 小 ,P 的 误差 BA + р < 0, 从 而 所 计算 的 方程 就 不 再 
是 执 物 型 方程 ， 为 此 可 以 引信 四 一 inp, Р = RT, WA 


2. (v -U)—e У) 8 (> 


Ui и - У ee 
д; 


8 may Oxm 
au, | OU, aT Әф. 
х (See + Bar) + Rd + ЕТ Әз; hs 
P= 1,2, 


A + (U ' NOT — eT SY © aT 
r 


2 
一 i ve *T 1S1! > (20. 十 90) 


Кта Or, Ox; 

一 ge PT Sp - UY — SSV О) = 0, 
ЭФ 
a + (U - v)e + V И <=0, (12.98) 
WFP MER WAHA p ZE r 上 的 近似 值 , 2 例如 车 在 TT 
Е, U= 0, 峙 了 基 (12.98) 的 第 三 个 方程 的 特征 曲面 ,因此 不 能 给 
E p Ee ,这 就 需要 用 内 播 方法 来 计算 它 ， | 

Kuo Pen-yu (1980) 构造 了 一 交差 分 格式 ,并 证 明 它 网 周期 
MEAT Mets < 2, MRE LU = 0, 并 用 又 少 二 阶 
精度 徇 内 插 方 法 来 计算 多 在 边界 上 的 近似 值 ， 那 未 也 有 广义 稳定 
性 指标 £ < 2, 所 以 对 于 适当 光 消 的 解 , 格 式 是 收 合 的 。 详 见 Guo 
Ben-yu (19838) "IS v E, 

在 等 离子 体 物 理 等 问题 中 , 则 要 解 电磁 文体 方程 组 ,例如 可 见 
Roberts, Potter (1970), H è 表示 磁场 强度 , ЛТ, p) 表示 电 随 系 
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数 ,并 假定 p = пр, WA 


3 
(Š, |, (p. vy, се. (ку -U) ое $1 .9- {+ 
д: Bx, 


au, au, „ӘР, 1 д 
Bin * 34.) be "Se, T 2 ° Ox 
一 e "(B+ WS; = tis i= 1, 2, 


ӨТ (U « v)T — eT S7 + pV)T — E етет 


х Y (20 + 201) ce PT OS - UP 


了 ,一 了 Ox; Өх 
— SeSz (v - U) — qe PTS у X 5]? = 0, 
ЭР (0. yp +v- U = 0, 


дё; 
[ar (QU - v)5 bev U) — (5 - AU, — (Ç ae, 
= 0, ] 21,2, 


Bh AC Hy (1982c) 从 二 述 方程 出 发 ， 构造 了 一 类 格式 ,并 证 明了 
тла (іг. 

A~-TESRRARKARHASA. ВОт 
示 空 间 方 向 X,Y 和 和 疏 直 方向 的 分 速度 ,是 压力 ，& 是 重力 加 速 
ВЕ, ЕЕЕ, Ф = 8x，T 是 温度 ,了 是 空气 的 气体 常数 ,cr 
АЕ, РАВИЯ, ЬЕ УК, а RRR, >, 20 
КИЕВА, ра 2 ОНИ ОЖ, КЕМЕ SR 
应 ,内 摩擦 效应 以 及 动能 向 内 能 转化 的 耗 散 项 以 后 ,可 以 把 大 气 环 
wi BEC BL Haltiner (19719) 修改 为 

ou aU au au ү 


+U фро ae 一 FV 
д; ax ay ap + 
д au 8 au a au 
9х € 5х) — OY c 8Y] Op (>, às) fo. 
OY pg OU |y OF vw fU 3$ + FU 
i 9: OX oy Өр 


7093 + 


_ 8, avy в, V 8 BV 
ох (э өх) — 8v (» ay) — ap (ap) t 


ӘТ yy OE һут wy OT дө n {80} 
дг ax ƏY Op с Op ср (“ӘХ 


ÔL 2 ЭР 2 Эр. ] $[/aUy духт 
+ (ay) + (вх) + (ov) = 2 (әр) + Cae | 
_ 8 т) д oT a ( aT _ 

Ax ӘХ! ay Ç oy’ ap ap ^ 


OU ‚ av, ow 
ax OY Әр 


0, 


(12.99) 
Lilly (1965) 等 指出 ,差分 格式 的 守恒 性 和 稳定 性 密切 相关 。 
事实 上 ,人 (12.99) ЖЕ 
d 1 Lyra 1 , AM ed 
tgr tf (+u + = P: + ее Г + уп d; — 0, 
яф = (0, V, W)*, ERABE, 


к= — L | (Luc L V + Т) ag, (12.100) 
g jo\2 2 


Ж Т {Їй ЕЖЕ, Е РЕН 


д a a 
Uy ay Law VL, —-—U,.V,rT. 
ӘХ ӘҮ ар " 


PAM (19795) 构造 了 下 殉 差 分 算 子 - 
Фа, U, V, И) = «(Оч + Узе + Wo) + (1 — aX (Из) 
+ (У) + Ons), OSes], 


对 于 (12.99) 的 第 一 、 二 个 方程 ， 采 用 = 一 过。 对 于 第 三 个 方程 


RISE a = 0, 于 是 所 得 的 差分 格式 的 解 滥 足 与 (12.100) 相 类 似 
的 守恒 性 ,他 还 严格 作 计 了 项 报 误差 ,证 实 了 Lorenz (1963) Н 
的 可 预报 期 。 
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在 数值 天 气 预报 中 ,通常 用 交 4, U, V, ИЖЕ О 91 + 
yy 
Угу t" ap AP 


Xa U,V, W) 一 二 [CU + Ut y + (Ú + О): 


+ (Vt) V), + (V * + V)nç 
+ (Wt + W), + (W ° + W dsl, 
其 中 
U**(x, y. P, у= U(r + À, y, P, г), 
U (x, Y, P, t) = Ula —h, y, D, 0), 等 等 . 
可 证 明 
403,0, V, И) = Ен, U, V, W) 


一 la + V, 十 Ws); 


БИЕ 2 BU LER | AE MAR P(g UW) 
一 般 比 x(Us + Vs + Ws) 大 1 一 2 PRR, 4 与 4 相差 不 大 ， 
所 以 仍 可 得 到 较 好 的 数值 结果 . 

在 Haltiner (1971) EE UE ОБ (1979bY 的 文章 中 BSP f c 
座 标 下 的 差分 格式 ， 

在 数值 天 气 预 报 中 ,还 会 遇 到 掀 物 型 - 双 曲 型 方程 组 ,例如 正 


压 原始 方程 
20 a y ôU + y 8U ӨФ _ „ди — FV = 0, 
д; Ox Oy Өх 
av ar av Od 
э; "Ug 十 了 "бу К бу РАР + FU = 0, 
Že +00 ну $e + p (3E + 20) 0, 
5 Ox Br/ . 


其 中 记号 的 意义 同 (12.99), Shuman (1962) 提出 了 一 种 差分 格 
x. 它 成 功 地 用 于 计算 这 个 问题 ，Gates (1967) 还 采用 了 交错 网 
BAR Hy (1980b) 记 提 出 了 一 类 守 剧 格式 ,并 精确 估计 了 计算 误 
=. | 


"5. 


$13 SEU , 边 值 问题 的 经 济 算法 


正如 前 几 节 听 指 出 的 那样 ， 若 采用 稳定 的 显 式 格 式 计算 拓 物 
型 方程 , 则 往往 对 步 长 比 限 制 太 严 ， 藻 采用 隐 式 格式 , 则 计算 最 太 
Ж. Pla хе Ar, ОН < x, =< 1,11 =< m =< n), Жа Е 
列 问 题 


50 — vat = 0, xea cix T, 

Н 

Ule, O= 0, re P, 0 < < T, (13.1) 
U(x,0) = Ож), z € Ç, 


设 z, 和 + ВНР КУ АЯП Т, а 一 "I = {хха == inh 
lzjj,J—1,1: mx nj, Jh = 1, 0 = o= 1, HARRAH 
ж (13.1) | 

ut (x) — vo Au (x) — vyC(1-— o)A,u'(x) = 0, 

x = 0, 
<, {20 (13.2) 

ut(x) = 0, x€P,, & > 0, . 

wx) = Us, x € 9. 
它 的 增长 系数 是 


GP, r) = 


1 — 42»(1 — 0)а,(8, т) 

1 十 4avog,( 8, т} , 
дер эма, = X aa, 

Ф et Ал, g El. 1 1 

显然 , 它 的 稳定 性 条 件 是 o> 2 BE Ax 2x — 20)" 如 
RRA BARRA, MA A НЧ ТШ ДУ" ,而 且 = 越 天 ,限制 也 越 严 . 若 
采用 隐 式 格式 , 则 要 求解 ИЖ, ТЕШ KK. 为 此 人 
们 提出 了 各 科 帆 稳定 工作 量 义 较 小 的 经 济 算法 ， 本 节 逐 一 地 介绍 
显 式 隐 式 混合 格式 ,交替 方向 显 忒 格式 ,交替 方向 法 ， 预 全 校正 格 
式 和 分 裂 法 ,并 以 二 维 沪 度 方程 为 例 ,说 明了 非 线性 问题 的 经 济 算 
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法 ， 


13.1 Su ABRE iss 


На АН ЫН TNA, SSA Eum 

式 格式 ,例如 
(7 60 a = 0, r€ i, k= 21 — 1, 122 1, 
at (w) — РА (v) = 0, r€ Q,, К = 21, 122 1 
(13.3) 

RAS À = 2 — 1 时 用 第 二 式 计算 ,而 当 友 一 21 时 ,用 第 一 式 计 
算 , 它 们 的 工作 量 只 有 隐 式 格式 的 一 半 ， 

由 分 离 变量 法 得 到 它 的 增长 系数 
1 — Ava, (f, т), 当天 一 27 一 1 


G(s, т) 一 la + tva lR TO, щ & = 21, 
| |1— 44а, ( B, т) | 
IG*( B, r)| = |1-- 4ava,(f, т)! =! 
3 £ = 224+ 1 


|G*(8, т)| = 11 — Alva, (l, т)| = frs 


ВР (13.3) 是 绝对 稳定 的 . 

第 二 种 方法 是 Hopscotch WH. CEARA Sheldon (1962) 
出 ,是 用 来 计算 Poisson 方程 的 差分 格式 的 选 代 法 ， 后 来 ,Geurlay 
(1970a, b) 把 安 应 用 于 抛物 型 方程 ,例如 用 下 式 计 算 (13.1) 


uke) — одни) = 0, 当 У in 为 奇数 时 ， 
T= (13,4) 
int (x) — vA tn = 0, 当 >, im 为 偶数 时 。 


或 者 , 当 “5 in JARAH РН АИ Е ,否则 用 第 一 式 计算 。 


Hopscotch 方法 的 一 种 变形 是 
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uf (x) — vA, ut(e) = 0, W У р. HAMAR, 


mai 


uk (жу — vA IQ) 一 0。 当 S ju 十 不 为 偶数 时 . 


ты 1 


(13.5) 


或 者 , 当 > in 十 蕊 为 奇数 时 用 第 二 式 计算 ,否则 用 第 一 式 计算 


Gourlay, Mckee (1971) УБТ ЗЕ T PUR IE Cr SRP. 
(13.4) (13.5) 实际 上 是 显 式 格 式 .下 面 来 讨论 稳定 性 ,为 方 
恒 计 , 设 * = 1, Fj (13.5) 为 
ux 324) = (1! — 2a tC 2A) + ALTRA — А) 
+ tC) + 8), 


1 | . 
eI — h) = адно — Бу + и 
(2; ) i al (2j ) ( (24) 


ния — 28 ))], 
К 288 o A) = C1 — 21)? jh А) + Ки (2) 
+ utt(2jh — 24)), 


wth (24) = eT [аг 25А) + Alu tti 27k — À) 


Tow + #))]. 
把 后 两 式 代 人 前 两 式 : 就 得 到 


atk) = LEE (о) + 20.20) 24) GP 245 
a 


24 
— в) + имам + AY) + L3; 2028 — 2h) 
+ 0240276 + 24)), 


ив — А) 一 Gi [2259*(2jh — 44) + 2А2(1 
一 ди 23А — ЗА) + 2201 + 3A)? jA — 25) 
+ (1 — BIRLA — д) + 2A(1 + ЗА (244) 
+ 24201 — 24 )w'*( + A) авиа + 28), 
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令 v GÀ) = PAGA), (LR — в) )*, WESS 
pU sh) = A_w*GA — 24) + 4 aot ph — A) 
Tode) + АСВ + №), 
其 中 


i 0 ü 
457 гү Ziy Or 0 ), 
_ 1 (29 + 21) n 
(1 + 231) NAC + 342) 24901 — 2i) 
1 1+ 84° 24(1 — 42?) 
~ (+ ay Gaa 432)  gd—82 ). 
PEERS (2а +24) 24 — 442) 
' (+ 2a)? 24: 23(1 24)/” 
所 以 增长 矩阵 为 


1 (di a 
GB, T) (LT Zzy »" M 


3 


do 


其 中 
a, == 422(1 + 21) cos B^ + 84° + 1, 
аз == 23001 — 4131 + е8), 
аз = 2А(1 + = AC + 22? + 23? cos B4), 
a, = A3 (1 — 24) cos Bh — 84° + 1, 
经 计算 ,特征 方程 是 
(1 + 22)442G) — 2(1 + 21)'(1 + 42? cos BÁ)A(G) 
+ (47 一 1) = 0, ` 
AFL A 


(С) = 1 


(1 + 24у | 
+ 2a М 2(1 + соз) — A1 sin? BÀ), 


(1 + 422 соз 2А 


GO) 一 (+ 442 сов ВА 
AG) ü xy cos f 
— 24 4/ 2(1 + cosh) — 4A sin BA), 
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| a 1— 224? 
BIR gh о IR ph — 2e AY, A/G) > 1, 1G) > (=) 
< 1. ЖЕЕЗ > 0, 0 <+, < 1, ЩО 95 =< Mle — ë 
< ВА a ACG < L AGH = ni. 

Bee (1963) ПЕНН, RARE t+ az + 8 — 0, ЧН. 
а < B + 1 < 2 АОН wie ap F 1. шщ 0 =< 
ph < 8 Eš 2т — 8 =< йй < 27 0, 

2 + 84? cos Bñ 2 + 842 《1 一 2р 

еу Ry + < 
所 以 存在 正 数 使 得 |25(G)| Soa, 一 1,2。 综 合 上 面 的 结果 
得 到 ,对 一 切 BA, ЈАС) | s 1, |APCE}| = max(ru ға) < 1, A 
此 ,根据 定理 4.9, 上 述 格式 对 一 切 1 (Ерде BJ, 


13.2 SARA 
Саульев (1957a) 最 早 提出 了 交替 方向 显 式 靶 ， 即 ADE 型 
格式 ， 设 ОО) 是 按 一 定 次 序 取 下 列 2" 种 形式 之 一 的 其 分 算 
子 А 
Ay(at(x)) = — ul (ж) — ul (x) 一 — b n) — иб, CO, 
Aj(u^(x)) = нў (x) — ul (а) — o — a, (x) + LOO, 
(и (ку) = —ub (и) — ud (z) — ^o Ни _ (G) — us, D. 
Anlat (ay) = ah Ск) + sk Ga) Ня, 
于 是 计算 (13.1) № ADE 型 格式 是 
(ut) — vA G) — P абы) =O, тє, 20, 
ut) = 0, | z€ T, , k 2: 0, 
a" (a) = бк), | z€ Qs, 
" (13.6) 
Larkin (1964) 提出 了 一 种 改进 了 的 形式 , 即 用 Alute) И 
ЖА «00, HAS 


* 310° 


| т 
qe) 一 5; > af"). 


可 以 用 Fourier 方法 分 析 nm 6) 的 稳定 性 , 而 这 只 要 验证 每 
—^ diu) 的 增长 系数 ， ИИ г 一 1 时 有 


uM) — vA (x) + P: XO 
mod 


— BY SA G) — 0. (13.7) 
т 24 
Ay 
Chive atma, == AyeÜÜeTm(] — e mt) 
= dive Pm 4) sin fnt 


= Jive ш АС +; sin fat cos й ай, 


所 以 (13.7) 的 增长 系数 是 


Gilg, ту = L — 2404108, r) 十 20322,08, 7) 
Ut 1 + 2ava,(f, т) + 2740,06, т) ° 


其 中 4.68, т) 如 前 所 示 ， 


b B, OE cos Pn 


显然 ,对 一 切 1 ЖЫЙ GIC, г) | = 1, 因 此 格式 (13.7) 是 绝对 稳定 
В. ага Т, АЕ |С, т)| < 1. 因 卫 格式 (13.6 也 是 
绝对 稳定 的 . 

Less (1961b) 等 用 能 量 法 铬 究 了 非 直角 区 域 和 变 系 数 抛物 型 
方程 的 ADE 型 格式 ， 关 于 ADE 型 略 式 的 讨论 还 可 见 Barakat, 
Clark (1966), Carnahan; Lather, Wilkes (1969) 和 Roache (1976) 
等 人 的 文章 . 


13.3 SAME 
由 于 可 以 用 追赶 法 计算 一 个 空间 变量 的 隐 式 格式 ， 而 且 工 作 
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ЖЖ, BATE eS Bik a| ИЛИЧ ta Ж Та ХЕ НЧ ED 
格式 。 使 得 它 具 有 一 维 问题 隐 式 格式 的 形式 ， 关 于 这 方面 的 工作 
ЖЕ Peaceman, Rachford (1955) 和 Douglas (1955) 开展 的 ， 
此 类 方法 改称 为 交替 方向 法 , 即 ADI 778. 

下 面 先 假定 在 【13.1) 中 s = 2, PE (3.0) Peaceman- 
Rachford 交替 方向 格式 是 


(kth — 
(я) 一 wË (a) _ = (utt (x) + uis, C2)), 


T 
attt 一 ghi (х 
e) ш = E (utt (жу + "LET (x)). 
具体 计算 时 ,只要 求解 具有 三 对 角 线 系数 矩阵 的 线性 代数 方程 组 ， 
所 以 大 大 减少 了 工作 量 。 
把 (13.8) 中 的 两 式 相 加 , 则 得 到 


uix) putt (x) + 一 T Gig G) + ut aO. (13.9) 


Jn (13.8) 中 的 两 式 相 减 后 有 ` 
4u^*5 (к) = 2(u** Ce) + ut) — тив Ce) — uias x). 
把 它 代入 (13.9) 后 得 到 


ub) + ET betes) == Анк (а) + AGO). (13.0) 


(13.8) 


把 光 消 解 代入 上 式 , 即 知 它 的 逼近 误差 是 OCA + тї), 
(13.10) 又 可 改写 为 
pr 


utt (a) — PE Att Ga) + PE ak (у) 
— G) + дае) + ve thoes (=), 


应 用 分 离 变 量 法 得 到 它 的 增长 系数 


hs / 5 
| 4- — 21» sin? 2) (1 — 24» sin? 23] 
(1 + 2i» sin? В ale + 24р sin? B) 


*512* 


因为 对 一 切 4, |G(8, т) < 1， 所 以 格式 (13.8) 是 绝对 稳定 的 、 
可 异 的 是 , 若 把 它 推 广 到 = 兰 3 时 ,相应 的 格式 不 是 绝对 稳定 的 . 

Douglas, Rachford (1956) ЖШ Y RBS, 对 于 
НН (13.1), MA 


А+ 1 n" 
Ы 一 xt 
人 


T 
et (13.11) 
E MERORE G), 


QUE 


r(x} 一 


T 


I = m = n, 
可 以 证 明 , (13.11) JE AUS Ree Н ЖЕНШ ИНЕ Я ОР 
т). 
Douglas (1962) Wih F X ЖЕНЕ. 对 于 问题 (13.1)， 
Ш 


wht (в) 一 иа) _ 
т 


i ите LEM pots 


р 
2 ts (а) 一 = 832,0), 


> (ш Од + aba GD) +» Уз, 


l1=< m= n, 
(13.12) 
在 具体 计算 时 ,也 只 要 求解 具有 三 对 角 线 系数 矩阵 的 代数 方程 组 - 
但 由 于 在 第 一 式 中 同时 含有 u hu), uon 
FFI BLL Peaceman-Rachford 的 交替 方向 壮大 。 
БЕДЫ жи. ART, 设 # 一 3， 则 由 
(13.12) en 


u C) HER P (uta В... (ж) + ul. * PERES + uka, РЯ А (x)) 


— е minneanan A) = > (Алм (ху + Ava). 


(13.13) 
ясна яя О( +r), X h> P: ДРВЕН 
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系数 
G(B, т) = 
其 中 


1 — (d, + d, + dj) + (4d; + did, + 00) ад, 
l + Cd, + 4, tds) + (dud, + ва, + 44) +d dad," 


ds = 24 sin? Pot, m = 1, 2,3. 


EA РАМА, | СВ, т) =< 1, Alb (13.13) 还 是 绝对 稳定 的 . 
KAT SERIFR BARREN T fE, AM Aziz, Hellums (1967) 


和 Mckee, Mitchell (1970 把 它 应 用 于 包含 > 一 一 U 和 = 项 的 
S 


握 物 型 方程 。Spanier (1968) ИУ 
Douglas, Gunn (1964) 和 Widlund (1967) такие 
m. 

SIT dE ÉC DC de AMIE. BARRE eS 
AEN EME, Less (1961b), Less (1962) 等 还 用 能 量 法 研究 
了 二 阶 到 曲 理 方程 的 交替 方向 法 . 


13-4” 预 信 校 正 格式 

Douglas 格式 (13.12) 也 可 以 看 作为 预 估 校正 格式 , 即 先 用 原 
J mE s*+*(x)， 青 逐次 地 修正 它 ， 最 后 得 到 at Cx), 
但 也 可 以 用 其 它 方 法 来 计算 预 估 值 ， 最 后 用 原 方 程 来 修正 得 到 
4). ММ и == 3 Bd, Яненко (1967) 采用 下 列 格 式 计 算 
(13.1), 


и) у „ың, 
| T 2 = 

e UC 

ja t aCe) — a Sx) р ЫХ 

» ; x, (13.14) 


ut (х) — ик x) _ 5 

т 2 
н} (агу == Аи! B(x), 

M. ESS EA tS (13.13) A BRASH OCA + 


4" 


kd | 
tot)» 


11), FARR BE. 
Brian (1961》 世 提出 过 一 种 预告 校正 格式 、 当 nn = 3 BJ 3H 
应 的 格式 是 


[E G0 n — э que EG) + (а) + ab, CD; 


мк (x) — a^ T (x) 
> = 
иі (к) — иЗ (к) _ 
т 


(шк) — uta (=), 


nje n|» 


(ht (к) — ut C) 


О) 一 vd GO + EG) + оа СА), 
| (13.151 
由 它 也 可 推出 《13.13)。 


135 HERBA 


Багриновский, Годунов (1957) 和 Яненко (1959) 提出 了 
ЭВА, BH splitting ak, Яненко (1964, 1967) 详细 地 研究 
了 这 种 方法 ， 对 于 (13.1) 来 说 , 即 为 


ит Ra Mod 
и "(х)—н_ " (x) mv, я REL 
T -57 (Z Z (x) + z; " P 
1 = т=п, (13.16) 


(13.16) "BAS i P ЗЕ ГВИНЕЯ, V EAR 
tht, AE TR. БИШ s = ЗА, (13.16) 得 到 


2 
T 
ut(x) 十 (uk z z n, (D + O) + anan s, (x)) 


z 2 (Anat x) + Agu®Ce)) + PT ача) + ate). 


它 的 逼近 误差 是 OCP + т). RHEE CEN RCE. 
Gourlay, Mitchell (1969) 等 还 研究 了 此 类 格式 和 交 蔡 方向 法 
之 间 的 关系 . 
EF splitting 方法 的 早期 工作 还 可 风 Дьяконов (19625. 
1964), Софронов (1963), Коновалов (1964), Самарский (19644) 
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和 Marchak, Yaoenko (1965) 等 人 的 文章 ， 


135 ” 非 线性 问题 的 经 济 算法 


前 面 介绍 的 各 种 经 济 算 医 都 可 应 用 于 非 线性 抛物 型 方程 ， 倒 
如 Scala, Gordon (1966) 应 用 Hopscotch 方法 计算 可 压缩 流动 ， 
Gourlay, Morris (1971) 则 用 它 计算 激 波 .。 Quon, Dranchuk, Allada, 
Leung (1966) 用 ADE 型 格式 解 非 线 性 热传导 方程 ， 郭 本 答 
(1976,1979a, 1980а, с), Kuo Pen-yu (1977) 和 Guo Ben-yu 
(1981) 则 应 用 它 计算 不 可 压缩 粘性 流 。 Kellogg (1969) 用 ADI 
方法 解 包含 非 线 性 边界 条 性 的 非 线 性 方程 定 解 问题。 Chorin 
(1968), Richards (1970) 则 把 它 应 用 于 不 可 压缩 流体 ， НЯ 
的 是 ,正如 Wilkes (1963) 所 指出 的 那样 , 非 线 性 问题 的 ADI 格 
式 往往 不 稳定 ， 关 于 非 线性 问题 的 splitting 格式 , 则 可 见 Chorin 
(1967b, 1968), 352x355:(1276,19792, 1980a, c), Kuo Pen-yu 
(1977) 和 Guo Ben-yu (1981) ЖЕ. CETE, 以 下 列 二 维 
涡 训 方程 为 例 , 来 说 阴 怎 样 构造 非 线性 问 是 的 经 济 算法 ， 


эн + 2. (92 н) – =. ($2 H) — (v o)H = А, 
КЕМ, 0 — = T, 

Ap + H= h, re Q, ФТ, 

н-Ф- 0, re r, =< =< T, 


Hix, 0) = Hox), 


rea, 


(13.17) 
Rh Н, 0 分 别 是 涡 度 与 流 范 数 , 0 < и S< >G) Sr, Q = {х|0 
<n, xm d). HAM SMR. Fa z MRS K, 06 ВОЛЕ 
XE) $ 12.7. А Je Uo), wlx)) 的 意义 也 同 $12.7。 X 
用 AU" 表示 按 一 定 次 序 取 下 列 形式 之 一 的 差分 算 子 ， 


Аи) = 一 + Cole — hey) + v(x) uh, GO 
— P (ola — дег) + vw) ad Q2, 
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AP Ga = 一 i (vl x — he) + ve) uk (= 

+ I (v(x + hep) + Ск) )ай (а), 
ал) = + Оба + her) + ve) Juh, Ce) 

一 i (u(x — her) + ао Са) иф, Са), 
AM G)) 一 5 (oe + hey) + ve) at Ce) 

+ È (ola + her) + о) Со), 


计算 (13.17) 的 ADE 型 格式 是 
(nt Cx) + JP Cntr), pE — АРА) — T А) 


= (х), r€O,,k > 0, 
Аф (а) 十 (+) = f(x), r€Q,, 4 Z 0, 
n(x) = p(x) — 0, z€ Ps, À > 0, 
xy (z) = Hy), r€ Oy, 
. (13.18) 
为 了 估计 误差 ,需要 下 列 引 理 
引 理 14.1 mR, bets) = 0, W 
20и, Au) + 4C] ul — Qus, + va P) 
+ AS Cn, в) = 0. | 
证 明 AAP = дї”, RNA 
J-1 
— À > (СЛЕ — A, х) + vA, a.) aC, wr jee (hÀ, x3) 


— —(»(1 — ñ, xi) + {1 m 25, x1) )w( 1 — À, xj) 
+ (vli — A, x) + v(1 — 2h, mall А, m) 
X a(1 — 25, xj) — (»(1 — 25, xj) + »(1 — 35, x1)) 
X s(1-— 2, zx.) + С.Е — 25, x3) + ofl — 35, м) 
X u(1— 2h, x;)u(1— 34, хо) — -er — (00, ху) 
Tov(0, x1) i CA, жа). 


i417 + 


一 M (ЛА, ta) (н. (ЛА, z) + (ЛА, *2)) 


i=l 
= (>(1 — k, x) + PES — 25, и b.m) 
— (el А, xi) vil — 25, tapal l — À, zs) 


X u(1— 25, x)-- (+ ril — À,x;)-- »(1— 2+, жа) 


+ Lya — 3h, 2 (l — 25, ху) — (01 — 25, x) 
+ pl — 34, «ин — 25, ze — 35, r) 
+... + (4 »(25, m) 十 vA, n) ) POS, хы). 
用 站 乘 以 上 两 式 , 再 把 它们 相 加 后 得 到 
— k 5л (САА x) vid — А, x) nC, хи САЙ, x2) 


i=l 
Pu, D o, o 
+ > Dy (ЛА, хо) (а (АА, x) + ñ (hA, =). 
hal 


上 一 上 
= PS ya (hb, ха) (hA, za) 一 A Вы, ia)a2f1 — h, z) 


— T hey хам В, x), 
类 似 地 可 得 到 关于 +, 方向 求 和 的 等 式 , HENS. 
FEA 98) ФАС) Я RODAR з С), pte) HC) 
的 误差 , 那 示 它们 满足 
gh) + ГОАО, eG) 十 ФАС) + IO Cate), BCD) 


一 = AIG) 一 Ауу = He), 


) 2€ Q4, & >> 0, 

Ауф) + (а) = TON z€Q,, RSO, 
(х) = @*(*) = 0, хЄГ,, К 0, 
(x) 一 g (x), re Qs, 


(13.19) 
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把 (13.19) 的 第 一 式 对 29* (X) 求 内 积 ,由 3 引 理 4.10, 4.12 48$] 
aie — ziigi + 2C] AAO e 25600045, AAD + FE + Ft 
< uas + Р, (13.20) 
其 中 Ft fn S 12.7 所 示 ， | 


Еф — 7 ts ACHE). 


XE (13.19) 的 第 二 式 对 meat RAR, MASIE 4.13 和 13.1 得 
到 


meg + = LCIg* i?» + SCR, FOL + ЕЁ + FË 
+ Fit FE =< ат + zir ШААР, (13.21) 
Е А 
其 中 Fi, Ft, FE On 5 12.7 所 示 ， | 
Fi = 一 E Cos, Toss, СФ). 
Ay $ 12.7 AE AARE 
УЕН sels? + Mist? + WP 
#=1 


+ АСР + ПХ УЗ. 
HONE ES єз Я сз, 使 得 
(Fi < — E atl? + sura + elt, 


123 < тан р, 
把 以 上 各 合计 式 代入 《13.20) , (13.21), 再 把 所 得 结果 相 加 , 即 得 
» | 
etl]? + z(a — 1 — 2e — 6A». — сет) | n? ll? 
+ ^ [C[ 410? ? + SP Cat, 2*0], + САУ 
sz R* + MCA? + HAP). "ul (13.22) 
其 中 
Ri = МЕ + C—» + MAC + ins gin». 
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ik 4 和 8 适当 小 ， Po > 0, 
] + 2e + bay, В 
20-а ро 


m = 
l — e 
则 可 得 到 
Ё* < Malke) + У №, 
ё = 
其 中 


k-i 
= llg*l? + ^e gf? + z > Cli), 
£u 


cea 
Bar) = IP + = > СИР + ВР). 
ёар 
最 后 由 注 记 4.10 得 到 下 列 结果 : 
EA 131 ACT eM MAS, WS kz =< T HJ, 
Bt « Mapka emt, 
显然 ADE 型 格式 消去 了 对 1 的 限制 . 
计算 (13.17) 的 up 格式 可 构造 为 
OE — nt) 十 1 1 Је ^(gt(x) + р (а), pte) 
一 AWO Tatio) = BG) ， 


xe oe & zm 0, 
1 6 ation +4 + J nett) + att, ФАС) 


a + atin) = 2, 
ЖЕ ©, K = 0, 
Aste) + nits) = Ro. : z€ Os, «> = 0. 


(13.23) 

И 例如 若 抬 其 中 的 第 一 ， 二 两 式 

Jr BRE gt) + я) A Ee) + a1 G0 RAR, WA 
HES (12.69) 的 方法 和 《4.58) 证 得 
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и 十 一 a Ух Cat, ар — ~ Мрт 
+ " | >» (ttt RP 1 | V > (mtb + OD 
dog» ark tw) uM gt 
+ FSP (ats att) + SC ) 
= bte tu. (13.24) 


(13.23) 的 误差 方程 是 
gh) SA) + E дез) + ВС) oh) + HOD) 


+y = е (тб) + 13 (5), $i) 


EN PL GG) + qUiG)) == йо), r€ D, R > 0, 


st )— =k +Ë 
P0) E a L 二 9) 


+ BED) +L Ji? ChE) + Өш), HD) 


一 Tay (hC + AG) = Ae хє Ө», & 2 0, 
re Qi, Á =0. 
(13.25) 
把 其 中 的 第 一 。 二 两 式 分 别 对 st60 cop 560 和 5560 + 
gt) RAR JHM (13.24) 得 到 
ig + 二 "4 » Gn ‚+ я + — [М Се, + ЮР 


А.ф) + (0) = НОО, 


十 二 La » G3 q ор + i I» Catt + 
+ ое а, qt + ght ty 十 l одн 
2 


+ m giat) ЕЕ F$, (13.26) 
+543" 


其 中 
Е} == — n (gt + gat, hG* + jt, $9) 


一 i АН, ur + att, ф)), 


FR = — ($^ + 28955 + gs AD, 


1 
2 
我 们 有 

[ЕН «(я В + е + gr 


+ № (151141942. 


< ее“ v (gt + р 
+ IM v Gad, + + Уз Ир 
+ М» ан + яг) + м» НАРНИИ. 


д (ДИТЕР. 把 它们 代 人 (13.26), m в 适当 小 , 即 得 到 
Wael? =< Mdg P + UP + BE, 
信和 而 得 到 下 烈 结果 : 
.定理 13.2 НА (т), 都 有 
ПР = Mu еми (т). 

由 定理 03.2, 格式 (13.23) 具有 广义 稳定 性 指标 s= 一 оо, 
显然 ,由 于 对 非 线性 项 也 采用 分 裂 技 巧 ,从 而 还 从 本 质 上 改进 了 非 
线性 稳定 性 . 

对 于 Navier-Stokes 方程 也 可 以 采用 类 似 的 分 裂 客 式 。 例 如 ， 
Chorin (1968) Я Самарский (1962b) HOARE, Kuo Pen-yu 
(1977) 和 Guo Ben-yu (1981) 则 采用 二 次 守重 的 分 裂 方法 。 


. 5224 


第 四 章 椭圆 型 方程 


$14 线性 禄 圆 型 方程 边 值 问题 的 古典 差分 方法 


£X bi: ЖЕШ 25 Ra o E [Н] PREC EASES, Pink 
HEH, Green ВЯП Schauder 理论 等 (可 网 Courant, Hilbert 
(1953, 1962), Петровский (1953), Treves (1975) 等 )， 它 的 
ионные. халява Е ру з 
型 差分 格式 , 并 用 它 证 明 Laplace УЖЕ Dirichlet 问题 解 的 存在 性 ， 
也 介绍 了 彰 精 订单 调 格式 和 构造 此 类 格式 的 算 子 组 合法 ， 还 讨论 
了 解 的 奇 性 的 情况 。 在 误差 估计 中 采用 了 离散 Green ИЖЕ. 
对 于 Laplace 方程 的 Voa Neumann 问题 ， 则 用 广义 离散 Green 
函数 的 方法 。 其 次 , 略 述 了 窗 维 问题 的 分 殊 外 推 法 , 它 特别 适用 于 
平行 计算 .第 三 ,介绍 了 守重 型 差分 格式 , 它 有 助 于 处 理 间 断 系 数 
问题 和 | 第 二 ,第 三 类 边 值 条 人 忻 等 , 本 节 的 第 四 部 分 内 容 是 离散 能 其 
法 和 离散 Schauder 梧 计 ,并 应 用 它们 证 明 Poisson 方程 解 的 存在 
性 和 估计 次 阶 差 商 的 误差 ， 还 用 差 商 的 局 部 平均 化 方法 得 到 超 由 
Ж. ЖЕЛАТЕЛЕН. 


141 二 阶 线 社 方 程 的 单调 型 格式 ，Laplace 方程 
Dirichlet 问题 解 的 存在 性 


. ”假设 rc. Q 是 有 界 单 连通 开 区 域 , 了 是 其 边界 ， 它 由 有 
ВЫ ЖЕ Е HARARE, а. b, 4, v, Y, ER z Bs АЧ ВЕ Ў, 
— BERE SS НЕ R E ЕЕ 

aU 一 26 SU. —4,,9U _ 80 
9х GERGEN Oxi On, 


Ka —u 
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BU 
=з 70 = 569 (14.1) 


ILU =» ӨН rU = z, хє P, 
其 中 aa, — #1 0, >z 0, y 20, #í > =s 0, + Z то > 0, В 
ЗЕ (14.1) 是 Dirichlet 198, € y = 0, >22 > >> D, MÆ Von 
Neumann 问题 ,此 时 若 4 = 0, WMA ERE, ЖЕ 
的 唯一 性 。 ey > 0, rer, > 0, M (14.1) 是 第 三 类 边 
ERE, ZR BRA ee, 

Мл RRP MR ЈАМЕ хо 一 jh， 其 中 加 是 
整数 。 Cu. Г, RIO, = soi] $4.3. BE (14.1) 的 一 般 差分 格 
Ad 

Lyetx) == > А (x, y)u (у) = = F(s}, жЕ б, (142) 


其 中 A(x, у) 是 变量 * 积 ?7 的 函数 ， 
f(x), x € гера 
Fle) = tele). ХЕ Р. 
若 UG) 充分 光滑 , 则 代入 (14.2) 后 得 到 


之 Als UG) T2, А (x; 0) (8 n) 20 (0) 


ya Ü А 
+>) AQ, 0 (n — z) 90 G) 
ни 
+L > 40, У (па? às (=) 


LS А (xz, i ay Fa) 


yç Ü, 


PU 
+ -z А (х, y) (y, — ж) (v; — m inde, x) 


+--+ = F (а). 
如 果 格 式 (14.2) X. (141) BRAN, z€ Q4, BRA 
dnd 后 得 到 
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У AG. у) —d te), 


y£ Üs 

> A (х, y) (v 一 х) = —a,(x}, 
ЕДА 

E 4G. 0 — в) = ale), 
yet, 

> A (z, y) (y, м) = —24 (x), 
VEDA 

D 4G. y) O nP = —2a6), 
YECA 

Ў] 4 C9) Gi — x) а) = 2209), 
ved, 


如 果 А (=, у) HOS DOG, BRB RRS R (UG) = 
O(A).. МЕ FAR И] R, (U (x2) = О (№), 


$ 4 (х,у) (а x) = 0, 


>> A (x, y) (у, Ар (y, — m) = 0, 


ye x 

> А (x, би — ху) (z — z,) = 0, 
ye Dx 

У) 4 (х. y) (y, — m) = 0. 

ved, 


ЖЕНЕ: ee T, 时 的 逼近 误差 . 
适当 地 选择 网 格 形状 和 FOO 的 值 ,可 以 提高 道 近 精 度 . 
1141 考虑 下 列 问 题 
{-20 = reo, (14.3) 
U = g, r€ Г. 
我 们 采用 这 长 为 的 正六 角形 网 格 , 设 26 0,, UIS 6) 
的 位 置 如 图 14,1 所 示 。 又 定义 下 列 竹 分 算 子 | 


Аме (ж) = 2, (> u(x?) — 6и w) 


inl 
则 当 Ve C'( Q) 时， 
。529 。 


图 14,1 


AW (0) = AU G+ 8 MU (x) + О (3⁄5, 


因此 ,车 是 正六 角形 区 域 , 则 下 列 格 式 的 还 近 误 差 是 О (АЗ), 
Г Aya (ж) = f(x) + Ë AG), x € Dy, 


ulel == ge), z€ D, 

ЖА, (14.2) 的 重要 一 类 是 正 型 格式 或 一 般 单调 型 格式 . 
上 上面 例子 中 的 格式 就 是 正 型 格式 , 它 是 由 Gerschgorin (1930) 最 
早 开 始 妍 究 的 。 以 后 的 工作 是 由 Bers (1953), Рябенький, Pn- 
лигпов (1956), Collatz (1960), Forsythe, Wasow (1960) 和 Bra- 
mble, Hubbard (1962, 1963a, b, 19642, b) 等 人 开展 的 ， Batschelet 
(1952) 等 还 研究 了 第 三 类 边 值 问题 的 正 型 差分 格式 . 

根据 定理 4.18, ZURBEWE 9) РА Ж vl), E Lie) Z 
[Е.а Lee} =ç сЕ, 其 中 eo > 0。 那 末 della, =, 
ПЕ... ГРН р(х) 的 方法 。 SESH A. 三 类 或 
它们 的 混合 边 值 问题 . 

定理 14.1 如 果 下 列 条 件 满足 

G) a 20, a0, 6 0, d 20, * >z 0; 

Gi) 存在 正常 数 20 ¿oó on. HT. 8 


«Рога, las] < са, lel = C1415 


У, Y= r = y); 
(ii) À 适当 小 ,格式 (14. 2) seta een; 
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OBA ECE ЈЕЛЕ К Єз» 使 得 [411..,2, = eal Fl, se 
证 明 + 

3|F s, 

s (x) == — ЭМ, - 


w(x), 


其 中 


we) = eMe uc ем +22, 

М = тах {52/4, [2¢, + 12r», — ЗУ, 
+ o (12ry, + 24, — 3ra} + ABYR, + т, — YJET 
(14.4) 

r 是 б, AAR, BARE RA OA, Е, 是 正常 数 ， 


R < М, ВАЗА, 一致 地 有 


[Raw 一 【并 Ce) — Lw | < K,, (14.5) 
Tii. ЖЕ £g, ЖЕ, 
Lav (x) = SiE lle (role) + RWW) 
2M4% 


ЗЕ, | 
= yug {Ма (+) + 2M eG) + АМ (x) 
+ 4M*xla (x) + 2M xe (0) 十 2M xa (x) )e 102 
аи) + Rl (ж). 
注意 到 (14.5) 和 
(ж) 20, html, 
2M ба, (x) + xs) zm 2M дан (жу — eda G), 
2M а, (ж) + rC) Z: 2M даз (к) — ed za lu, te), 
即 有 
ўа “ПОМ + в) 
+ 2Ма(х) (M — a| |) | 
c2MaG)(2M d — aln )]e "12. — В}. 
(14.6) 


L, (x) Z 


X. (14.4) 得 到 
«$27 « 


a(x) (2Mx? — в ||) > Af alal 一 1 一 1 
z— аба), 
2 


a GM — сия) 22 aen Kalai — 1? — 11 


> 一 ax) ; 


a 


PERA U46) 后 得 到 
3||F Teed, 


Lyv(x) = 2M qi СМ (в Cx) 十 a,(*)) — Ry) 
ШЕЕ Ма 
2 =з ( "一 ^ = ПЕ, 
XI rer, Ч, 
3] F loss 


Lae a) = a (一 2M» (не cos Co, x) 


— 2M» (x) re ATP cos(n, xj) 
+ y (z) (емо оман) —+ Ral (x))) 
айр, uh Lm 
IMG, C—4ryMe¥ + ren — ye" — Ку) 
ira Hp» ñ 


3l Fllad 
IMA eM ( Aro M + rue" — y, — Ry) 


> 


= 


3I FI n, мп (Y, M? 
е Se _ 
2Mg, 3 T (т, 4r7,}M 


+7; — V 一 Ro). 


= 


(14.7) 


根据 (14.4), M RANT EP] = 27 EK S HL o, ( (HE 
14.2), 


pla) = те + + (ra 一 drr 一 228). + Tg — Y, — K, = 0, 


所 以 , (14.7) 右 端 括 号 内 的 值 不 小 于 = МФ, HHA NL, 当 


* 583 * 


ЕЕ 14.2 


r€ Га hy, 
LG) > И 
综合 上 面 的 讨论 , 即 由 定理 4.18 得 到 
由 
下 面 考 上 第 二 、 三 类 边 值 问题 或 它们 的 混合 边 值 问题 。 我 们 
假定 在 Ts Е, x,,cos(n.x,) 之 0 并 且 存 在 正常 数 如 :使 得 
Jaj + dm] Z p, > 0. (14.8) 
WARD EURAX DOWN RE DB RR, z€ Г, BAY 
cos(n, x) — 0 BF, cos(n, x) — n; EZ, 23 cos (n, z+) — 0 Bf, 
则 有 cosCn mda —» (И 14.3)。 对 于 一 般 凸 形 区 域 , 常 可 通过 
坐标 轴 的 平移 与 旋转 等 ,使 得 对 任意 固定 的 正 数 vw 和 充分 小 正 数 
Ros mim 
aCe) = ink Cron cos(a, м) 十 2v, x, cos», x) 
— Ё) Z = > 0. (14.9) 
定理 14.2 如 果 下 列 条 忻 满足 
(i) a 220, аз 22 0, bc 0, YZ 0; 
Gi) ЕЕН а, М, d, Mim» {БЇЗ 
atap 0, d > d,, > Z u D> 0, 
sup maxCai; tp bail, ||) = М; 
Cii) 点 适当 小 ,(14.19) 满足 , 且 格 式 (14.2) Е НИИ, В 
存在 正常 数 e (HA lela, & esl о. | 
证明 + 
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IF 1a, 
оС) cu wD, 
4M(r +2) + Ry 

d, i 
Lich z 如 定理 14.1 TI, а = mints, 4M)，R, 蚌 适当 小 的 正 
Ft H 064323 A =< № В, 

|Ё„(ж(®))| = Вых) — Lwix)| < В. 
于 是 , 当 хе 9, Е, 
IF asia, | 

Lye (w) = — (Lw) + К. (к) )) 


EET NEN 
—sa (—2a,(z) — 240,09) — laake) — 2x, x) 


(x) = at + x + 


п 


十 d(x) (д + i) + TA ame +2) 


+ R,) + Rs (#0) 


Е]. 
> iea 【一 2a, (x) 一 latx) — 2r | а,б) | 


— 2r Va (| + 4 M(r + 2)) 


= м. IF |, [n = WF lle ол. 


Xa (14.9), зы rE T, E. 


VF llis, | 
Гь) = Pw) cos (n, x) + 2v(x)m cos(a, Ху} 


+ (дув Ск) + Вы) 


Пя los 
22 — Ga cos(m, 21) + 22; cos(n,x;) — Ry) 


all F lain, 
> > IF ley. 


б E TAS EA ИЗ Dr UF RAR Ie. 
根据 定理 14.1 和 14.2, 在 相应 的 条 件 下 , 格式 (14.2) 对 右 端 
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f(s) 和 边界 条 件 к бй 是 按 最 大 卉 稳定 的 .如 果 通 近 误 差 是 OC4")， 
Я) = ute) — UG, Ml 
La (w) == O(57), xe, 

从 而 [ ы, 一 OCA"). | 

ау RN. NTE R КАЮ, Да: HU 
He Gren 丽 数 得 到 更 好 的 估计 ， 即 若 靠 近 边 界 处 的 遥 近 误差 是 
O(5*7), mika EN IRAE 0049), WGA alo. 
Oh). @ 4.10 就 是 这 社情 沈 ， 

例 14.2 (Hubbard (19656)) i$ r.: Of, O, AOE W mf 4.10, 
Mie X A, 4 xc 9, В}, Aye) == fuu; ШАХЕ OF. th 
如 x 一 айе Гу, cb heu О, В, Шр 


Ay) = г i ulr — ёс) + PES — ahe) + u(x + Ac) 
. 1 


a(x d- 4e) 一 (= йз 十 118), (х jl. 


ü 


今 采用 下 列 格式 来 计算 【14.3) 
z Аа (х) = 1С), хЄ0,, 
u(x) = g(x), ЖЕ Гь, 
шга E d Al 4.10 得 到 
Їч, < ea fl eno, + 如 时 有。 + 1411.7). 
На о ВУ, 
| OC), «EQ, 
(A&U (x) — AU Ce) | = 4001), re oF, 
о, EI 
所 以 仍 有 iilos, = OCF). 

ЗУБ НИЕ ЛЕВ (14.1) 的 解 的 存在 性 ,例如 设 @ = 
(x|—1- 3. x < 1, HORM (14.3), Кузо, RE 
的 格式 是 

全 Аш Кж) = 0, z€ Os, 


(14.10) 
u(x) = g(x), r€ D, 


* 531 * 


ЕЛЕНА, А falls, < feller, 

下 面 先 证 明 ， 在 任意 的 连同 其 边界 都 包 信 在 如 内 的 闭 区 域 已 
TH, |w, ,in 对 到 一 致 有 界 。 由 于 总 可 用 一 个 正方 形 来 覆盖 Р, 
因此 不 妨 在 正方 形 О, = {el Ix, | Se, < 1, m= 1,2} 内 证 
ВЕЖЕ, Ф 
其 中 | 

F (s) = Fi(x)Fi(s), Р. (к) = ба — з), m= 1,2, 

pix) = ux + ux he) + (z ве) 

+ u(x + he) + ut (x — he), 


w (жу = w: (F (0) + els), 


不 难 证 明 
一 А,(фф} = — pA, — has — p, d, — pads, 
一 Quis 一 qs P, (14.11) 
因此 
— Аник) = — ui АР (a) — Е (х) Аа GO) 


—F e GG, G0), — Fe Gui, Сх) )а, 
= Fa Cra, E e, ~ Fa Oh, CO Ja, 
— с,А (ж). (14.12) 
因为 Agu, (z) = 0, ATL (14.11) 得 到 
— As (ui (x)) = al x) — uia (x) — utu) 一 af s(x). 
同样 地 ,由 (14.11) 得 到 
— Ay (wx) = —иі (а) — ui (x) — ui (ж) — ui (z), 
ЗНАЈ PRU — Ager + hey), — Aut (x hn), — As х + 
her) 和 一 Anela 一 he) 的 表达 式 . 此 外 还 有 
(s: (ж) Ja, = (z, (а) + w, (x веди, (9), 
(ui Ge) Ja, = Ca, Ce) + u, (x — fev) are, (9), 
(u; Ge) Ja, = Ca, Ge) и, Cx + hea) ty), 
Quz, CA) Ja, = Cee, Ge) ux — eus GD. 
把 上 面 各 式 代 入 (14.12) 后 得 到 
— As (z) == — chui (а) + ui (x) + wt (x) + wd (ж) 
boar + hey) + uix ве) + u(r + he) 
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< TRE ad 


+ ub (x + he) + k (z he) + и (x — hei) 

+ (xz Ае) + м (а he.) + ш (z + he) 
"Eae x + hes) + k (r + hei) + ay x + he) 

+ (x — hei) + es (x — hei) + uh (x — he) 

+ ub (x — hei) — их, (w) AAF (x) 

— Y 4G), (14.13) 


ful 


其 中 
А, (к) = Еды.) + Е. (z) (=, (z) 
+u, (r + hey) tt,» Gs 
4.65) = F (eal (х) + Ез (ж) (и, Qn) 
+ ty, n — hes) tee, Ces 
Aka) = Рин (я) + Е.С) 0и, (ж) 
+ wrx + Bene, 
A.G) = Ема, Ce) + Fa С) (и, (а) 
| + u, (x — heus x). 
FRR BH ЧК). BT 
F, (x) = — 2F,(z)( — xD + 8) + БЕ, (а) (2а + ВУ, 
因此 | 
4i(x) = Е) {CP — xus — (м + A)(u, G0 
tale + eV — Pile) (2x, + AP Ca, (z) 
+ a,x + Ве) + AFLG) (2 + AYP Qu. Ce) 
ou, Cx Беу) уи, (z) mE 
> — F,(z) (22, + В) (и) и, (к + he) E 
+ Р.к) (Qa, + Ay (ui Cx + л) 一 us x) 
> — FiG (2x, + AY Qui (z) + 2и, Goss Ux + he) 
> — Fi) (2x + A)? (Зи, (ж) + (z + hey), 
Ж (CLR 
А) 2 — File) Qu — &Y Git GO) iS n В), 
Aix) Z — Е (к) (2x; + А) (Зит Ge) + x + Ас,)), 
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A) > FaGO (2a, — AY Gu (x) + k (x — fer), 
把 以 上 四 式 代 人 (14.13) 后 得 到 
— A we) = — [es + AFG) — 3F,(x) (2x, FAP 
| — SF; — AY — 3F QD) (22 T А)! 
— 3F,GD (2x, — AP Jui (xe) 
一 [cs 一 File) (22, + hy wi x + hey) 
— [e — Fila) (2m — bY hA Gr — ber) 8 
— [es — File) (2x, + вы Cr+ hea) 
— [es — Е.С) (24, 一 Ay Tei, Ce — hei), 
因此 当 с, 适当 大 时 ， 一 Дуо le) <0. И 4.7, Qo 只 能 在 | 
len! = a 上 取得 最 大 值 , 因 此 杜 正 方形 内 部 一 致 地 有 
gx) s Sesalan s Зее ть» 


从 而 
5365, РА 
ui, (x) = (o? — xi (o? 


o? — х3) 
ЕЛЕМ {|х| < a m <a} Ч, lee, COl ef < FA Be 
有 界 ， 类 似 地 可 证 明 其 它 一 阶 莽 商 的 一 致 有 界 性 . 由 于 这 些 一 阶 
差 商 严 满 足 原 差分 方程 ， 所 以 在 正方 形 (e| nu] Sm, a < m) 
Aa) HOMER ORR. ЖА. | 
| PLETE is PE 39k иа) ВЕНЕ ERR 7,00). 于 是 
U Gc) 和 官 的 二 阶 差 商 在 上 述 王 方形 内 一 致 有 界 且 等 度 连 续 。 在 
正方 形 外 , 用 和 任意 方法 把 U.C) 延 措 到 О, RR UG) ИЕ 
续 性 和 各 阶 差 商 的 一 数 有 界 姓 ， 
现在 作 一 系列 正方 形 Qu E DuC On, Ü Оң m 2. 在 
每 个 Qu 内 ,可 由 Arzela 引 理 选取 子 列 (U,, 02], 使 得 当 1 -> о 
it, U,@) 及 其 二 院 差 商 都 是 一 致 收 全 的 。 MAN RAH, 
TJ IR — 4-50, HI UG. fE Ww J — co PF, DU, (z), 
U, a (x), Оаху, (м) RE Q A— kW o EIE Sk РА S U(x), 


WMV). БАЙЫЙ Uu = DT uo PU. mug 


IM _ 


а 534 = 


SBS 1 co, ПИН Laplace 方程 . 

ПЖ g(x) BER АО, MATHS 11.1 中 的 方法 证 明 U (a) 
€ C(Q), FAM xe rh, U) = eG. by, MARERE, 
AROEUEB (14.3) 的 古典 解 是 唯一 的 . 

定理 14.3 ië Q = (z|—1 < x, zm < 11, Er EER, 
那 末 问题 (14.3) 有 唯一 的 古典 解 。 

可 以 招 上 面 证 明 方 法 推广 到 更 一 般 区 玻 上 的 多 维 Laplace У 
程 Dirichlet 问题 ,可 见 Петровский (1941) 的 文章 。 


14.2 ШИКЕ 


关于 高 精度 单调 型 格式 的 研究 ,主要 人 柴 中 于 两 个 方面 ， 首 先 ， 
高 精度 格式 往往 不 是 正 型 的 ,所 以 必须 细致 地 判别 它 多 单调 糙 质 . 
其 次 ,在 边界 附近 ,差分 格式 的 逼近 精度 一 般 较 差 ， 因 此 必须 巧妙 
地 售 计 误差 ， 人 以 而 证 明 : 即使 靠近 边界 处 的 逼近 精度 稍 差 一 些 ， 
但 差分 格式 解 的 精度 仍然 不 变 。， Bramble, Hubbard (1963a, b, 
1964a,b) 等 详细 地 讨论 了 这 些 间 题 ， 为 方便 计 , 林 区 只 考虑 间 题 
《14.3)}， 蜀 恨 定 如 是 以 原点 为 中 心 的 长 方形 ， 

定义 差分 算 子 ASQ BUM z€ Q, 时 ， 


Aux) = 5 (atx + 2he,) + u( x — Jhe,) 
+ u(x + 2he) + u(x — 242;)) 
+ ES {их + he) + u(x — ће) 


+ ніх + Ле) + u(x — hes)) 


一 POL 
Щ re OF WU AQ) = Aqu x). 
Ж. (14.3) 的 差分 格式 是 
一 Asu (x) = AESP хе Dy, (14.14) 
lex) = go, же Г». 
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иш HES v,e, 00, А) 表示 差分 格式 在 点 х 
上 关于 аба?) 的 系数 ， 和 矩阵 4 (44), d= DA, ERDEN 


AE, BARE 
4 xe Гь НЕ, 


Du = >, M xe a; 有 时， 
Aj , 
5, 3290; i. 
FE A Пл 1. ХМ хе Г, Ay = 85, Ш «ФЕ OF 
图 上 当中 一 格 的 系数 是 An, 


Mt FAAS SOR di 如 图 14.4 所 示 。 
He RNG RRR Ap EB <= 630 x 中 的 邻 点 ， 其 余 元 
Ж Л, = 0. 类似 地 , 当 a? € 0, 时 ,相应 的 元 案 如 图 14.5 所 示 ， 


图 14.5 060; 


14.4 PC oF 


下 面 来 估计 lele) ilong. 


命题 14.1 4 是 单调 阵 - 
IF D'>0, MUR BEA 过 是 单调 阵 . 4 


证 要 上 
£ = I — H, — H,, 
Roh, re P Wy, (Нуу, = 0; 24 хе ON, Н, Boc A E 
14.6 ВЕ; кре Q, 时 , H, 的 元 素 如 图 14.7 所 示 , 这 里 Oe, 
хе Га, СА) = 0; 4 x € OF BJ, H, KAR 


= 


Еу = L, 
4 
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Е 14.8 xf? OF 图 14.9 xe oy 


如 图 14.8 所 示 , 当 z € 0, №, H, 的 元 素 如 图 14.9 BUR. 


若 能 证 明 (I 一 H.) 'H, > 0， 则 就 满足 定理 424 的 全 部 条 件 , 从 
ПАН, ШЕЕ H, > 0, БУУЖ mE 
(i -一 H,) 'H, = H, + Н.Н, + HH, 十 


= H, + H,H, + HiCH, T HH) Tc, 


所 以 县 把 河 题 映 结 为 证 明 Ha + HH, 2 0. 
根据 三 的 定义 , RM De Qi, Ва z 3B 2А, 


FA (н), = 一 a (LIER, CH 的 表达 式 中 有 一 项 为 


(L —) (1 + ju —s)e. Фе 一 MILES 
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这 两 个 值 都 不 小 于 I, 央 此 B, + WH, 0, ЕТЖ 
KH, 
现在 定义 下 列 离散 Green 函数 

[296455 у) = A a(x, у), ré Gs, 

Gi x. y) = 8(х„у), ré ID, 
FFE, (14.14) 的 解 为 

ula) =k Ур GG GI + У! бы, ЗЕ. 
y€ 0, ^ 


very 


(14.15) 
因为 Gry) > 0， 所 以 得 到 


I«GO1 < flea, 97 GG.) floor 33 PIG y) 


yen’ ye G£ 
+ Ite ost, >; G;(x, y). (14.16) 
very 


命题 142 设 * 是 2 的 外 接 贺 半径 , 则 对 一 切 xe Da 
P GG) T, 


yen’, 
证 明 e 
2 2 - 
v) m HATH есу) Gile, y). 
4 4 y€ D, 


于 是 , 当 xe 2, 时 ， 
一 A, Ge) = | + P M АС, х, y) = НА 


yt 
Хе Г», eG) 之 0， 从 而 由 4 的 单调 性 ， 对 一 雪 xe D,, 
rtx) 22 了 DD， 并 由 此 推 得 所 证 的 结论 ， 
命题 14.3 ”对 一 切 re D BA 


У) Gaile, y) = 2. 


ya or 
证 明 n D Be HRY 
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i, | H be Р.И, 


1 
_ _. 46, = —, a ge OF 时 ， 
(блу = $10—-Hy- 2 ° 
45 _ 当 ae ©, Ihr, 
于 是 
N 
S (GO —H),y-1, (14.17) 
1-1 
B 


A = DI — DAMO — H,)"D^)D(1 — Hj). 

$ H-—DHK(I — H,)'D^, WA 
A = DCU — HDU — Hj). 
可 以 仿照 定理 4.24 ER ЛЕ, 1 — (1 HGH, 是 Min- 
kowski 48 RE, Br DL H BÉ p(X) = eG! —H)7)— 
eO НН) < 1, Blei нЕ, НЯ 
Нуль рано H' + -.-, . 
又 可 仿 定 理 4.24 的 证 朋 方 法 得 到 (7 一 H)? 220, ИАН 


> (DIU — H)y; > 0, ` (14.18) 


jot 


下 面 用 IG) 表示 点 + 的 序号 、 因 为 | 
4^ = (DU — Hy" — ну, 


ЁТ, 
> Giles y) = #1 > (A7? Dicat 
= 1 > (Ва — ANU — HYD Jew. 
显然 有 
| > Ë (BG — вО — Н)} = 1, 
Жн (14.1 7) 得 到 
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N 
SUBG — HI hes = 1, 
k=1 
[A if 
D 6,05, у) < ma [51 (O — DD Jr, ). 


1 
seg 4 «єй eet 
(14.19) 
pap УЕ oF, y> e Ty, В. Ang» == 0, 则 经 计算 得 到 
(H,(1 — H, J oug 22 (Н)нужуи» = ва == Y 
MD REM, 


Dio = 2, Dry yey =], (14.20) 


因此 得 到 


roto) = Diu HU Н) Tigges? "ionge 


= 28, = 1 
4 


从 为 在 所 讨论 的 情况 中 ，y ey, {ДЖ 
—[D^(I — Wg) > 2 (14.21) 
HEHE p ЖО BE 


п 1 ш xD 6 O,, 
H 
0, Mr aU er. 


TE, уе ОРЫ, 
ШІ — Waly = >; {DU — Нух 


DETTA 
= >) {РС — Н) 
Wea ， 
— M (D^ — Нуһун, 
x Per, 


F3 (14.18) fü (14.21) 推 得 
(Hd — Hy > L, 
所 水 对 一 切 ХЕ дһ, 


5407 


x 


= ПР Ну РИГА WI — Hajira 
> >1 [Co Н) D layo [DOU — Hl 


у#0Ё 
> 1 X; [0 нуз Бшш). 
ye 
把 上 式 代 入 (14.19) ВАТЕ. 


命题 14.4 对 一 茹 xe G,, 

2j Сия, y) = 1, 
证 明 在 (14-14) 中 令 w(x) = 1, H (14.15) 即 得 所 证 . 
综合 上 面 三 个 市 题 和 (4.16] ИЕ F I 00558 Hz: 
定理 14.4 RE (14.14) ЖЖ, И 


{Йа < — = 1. o, + 2h? flor + heler, 


ma Ue c», ale) = w(x)-—U(QG), WA 
— А (ж) = OCA), re O, 
— Ам (х) = O (52), хє OF, 
ux) = 0, ЖЕ Cas 
从 而 dallas, = OC"). 

BY DFO La EI BE RADE F. itf nia 
AAAI Г, ARRAIO OG, Exc, HEREDES- 
Марн CAS THBEB2OS 2 的 点 ) 不 属于 ©», Wid z€ OF, xi 
re ©, HE/DA—-TBEAL OF н, Wi re OF, Q, = О, 
(OFUGH), YS P TA, Bre Q VOTH, Arulo) = 
Аук (к), Heh А, 如 前 所 定义 ; Bee OF, 例如 x —a,he,€T,, 
x+ hent 5 则 有 


z 
Ayes) = M чы u(x + Phe) t? Ta «(а hen) 


эм -1 т Я 
_6_ 


ux T Fs! Cry) 
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-9 чә) 

于 是 ,计算 (14.3) RAE 

L. Aule) = f(x), хє Oj, 

u(x) = g(x), хЕ ГА. 
可 以 证 明 , 存 在 正 带 数 所 ,使 得 

Nel, Srl (flac, + Patua + elle. 
ЖОЄ СЦО), ae) =u) — UG, MA 
— Ay(x) = О(А), +é Qi, 
— Ам) = OUP), — xc OF QI, 
ü(x) = 0, rely, 
从 而 [ „в, = ОСА). 
娘 虽 型 方程 的 差分 格式 往往 是 单调 型 的 ， 但 车 带 有 二 次 混合 

依 导 数 的 话 ， 则 所 得 的 格式 共 可 能 是 非 单调 型 的 .例如 设 马 是 以 
原点 为 中 心 的 正方 形 ,所 考 感 的 问题 是 


eu 
— AU — ——- =f, € 2, 
| Ox Ox, ! 7 (14.22) 
U = 82 re Г, 
相应 的 差分 格式 是 
Гаиб) = — Aux) 一 P Cu( x + he, + hei) 
— u(x — he, + he) — ибх + Ве, — hei) 
+ их — he, — he5)) = f(x), rE 0, 
L a (s) = u(x) == gC), же Г», 
(14.23) 


Diaz, Roberts (1952) Ў, (14.23) RRMA. 事实 


上 , 若 设 O, 仅 有 一 点 y, KA 
и(у) = — 1, 
u(y — he, + he) = 16, 
uly) = 0, Mx apy, x 5€ y йе, + hey, 
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则 显然 有 Link) 2 0, {Н uly) <0, HA (14.23) 厅 是 单调 型 
格式. 
# g = 0, 则 可 以 原 方程 中 消去 一 些 系数 ,使 得 所 得 到 的 给 陀 


4 是 单调 的 BL DEY, WHEE "t 4 DA, 


则 4 OMAR |, Уш A RY AHI Н – Н, X 
r€ Q, Rt, л Ж (H,); nB 14.10 ET R. Bre Of, Hl Mit 
ze Ой, RU (H.», 如 图 14.11 所 示 。 


s€ Oy, IB H, 


图 14.10 


ze OFT MH, 


хе Н Н, 


к 14.11 


不 难 证 明 , 定理 4.24 ATER Е ЛЕ, МИА. X 
:定义 离散 Green BM Gut x. у), 


[pte DES 5 Bla, y), — z€ Dy, 
Сир) = 0, x€ Га. 
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EE] 
az = У} Gils, УР). 


v€ Cu 


由 于 G,(x,y)2 0 fll OST G,(r, y) с. ВЫХ ил, < 
[2 


efus. № Ue CCR), BOO misc -- UG). ДИЛАН, = 


OCA, 


143 算 子 组 合法 

除了 用 待定 系数 法 和 采用 高 精度 数 全 微分 公式 和 构造 高 精度 养 
分 格式 以 外 ， 还 可 通过 简单 养分 等 于 的 组 合 得 到 高 精度 格式 .为 
方 恒 计 , 设 是 长 方形 ， 并 考虑 问题 (14.3)， 假 设 ze Qu, xt H 
位 置 如 图 14.12 所 示 . ik AUG 的 最 简单 差分 苗子 是 А,. В 
近 误 差 是 OCA). EER 14.12 ER TF 


AX Y == р 22 u(x) 一 iut) ), 


iso 


E) 14.12 


ASE < ， 并 以 V 24 为 步 长 ， 册 得 到 逼近 误差 也 为 


(OH) 的 另 一 个 差分 关子 A: ， 
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Alas) = "o мх?) — tut). 
‘f=: 


№ 5, ЖП b, ЕЕ, ЕЕ b Али Cn) у Oo dyer), 
现在 把 U(x) RRA ER, Taylor 展开 式 得 到 
рык) БА нб) = (b, + 8} Au: z) 


2A 4 3: 
+ 2A i +.) ( €U Go. + 8 UG) 
41 L ` дж бх; 
atu | 
т бй, ее... 14,24 
T 2 Axx | ( ) 


ñ + А 
Ay) = E |^ Уи У ихо) — 20(#)], 
fay T 


如 果 De ce), e 
AUG) = AUG + MU (x) 


4 a (suco 42.9 Ашу; ) 
! 


8xiBd 
2 Ë { & 
“ e = ЗА 16 AU í 
3758 (x) + ETT х) 
Ux) 
20 +з, 14,25) 
+ | | ‹ 
Big. False сы ROGO), 


‚ 2H 
— Али lv) = (>) + "m Аі Cx 


ir > . 
T = CAM) + 2 Эда! (=>) re бу, (14.26) 


a(x) = g(x), r€ Ty, 
RABE ERAN BHR mih. 并 且 是 正 型 的 , 因此 可 
用 Gerscagorm 方法 证 明 [iU 一 ий, "= OC), FER Uhlmann 
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(7958), Канторович, Крылов (1962) 和 Волков (1962) 等 人 的 
ME, 

Bramble, Hubbard (1964a) 构造 了 更 高 精度 的 格式 。 为 方便 
Я, 设 рео, 因为 在 展开 式 (14.25) 中 ,如 项 的 系数 有 因子 


Bu au N 
L- + т 3 RR 
Gx" Bx RIA 
a 4 
ĀU Cr) == AD. OU) + OFF), (14.27) 


3.81 OxiOx 


把 坐标 轴 旋 转 三 ,并 以 M 20099 Fe, ШЕЯ THERE 
+ AL, 


Ar) = XL Sul) + > ux) — 20и) b 


Г 5 
并 且 


E 404^ б ӨЗИ (x) 10 
5 = 一 -一 一 — 4 OCA), 
Bante) 3. n дххі (0) 


BERI AAT А, 一 ; (9A, 一 Àh), BD 


Ayu(x) = EXC > u( x0) + 12 > ef х0) 


一 У u( xi) 一 3004(x)), 


1=$ 


МИЯ те O, hf, А 
АУ (ж) = ОЮ). 


若 re Gt, UR ose uu PT 
FU (x) = SU Cx) = EE О io p? au 2@. 


9х9: дт 
由 王 此 时 ze Fy, BU 
BUC) eG) | o. 
99! да 
jg tz A (14.27) 后 有 


= 346 + 


f. Li [5] 
Aal Cr) = 108 gta) + OLA), 


3.8 ах 
现在 用 下 列 格 式 来 计算 (14.3), 
— Aux) = 0, re ©, 
— Ани) = sZ (g), xç OE, (14.28) 
u(x) = ty re Pas 


Кин (ө) 是 8 的 八 阶 导数 的 适当 倍数 ных OV’), 
(14.28) BSE MR, DE — PIR А EE AB 
X Du 后 中 得 到 4 一 DA, АЛЕНА 14.13 所 示 


图 14.13 


gm Яй A=] — H, — H,, H, 的 元 素 如 图 14.14 Бл, 


НОЖ Ш 14.15 Bom. 


x€ OE MS Hs 


x< Ë, 时 的 Н, 


图 14.15 


可 仿 上 节 的 方法 证 有 明 (1 — HOCH 20, MF 4 和 4 是 单 
ЕЕ. ХЕХЕ Green PARK Gala, у), 
— AiGa(x, y) = Aala, v), кєй, 
|- А,С,(х, y) = Ala, y), xe Qt, 
Gal x, y) == F(x, y), x € Tas 
W С,(х, у) 22 0. ЖА 0) vGO BA 
v) 一 —# 31 Gale, у) Ау) — PP] СА, у) де (у) 


r * 
yea, ved, 


+ Я Gila, ve, 


very 
Bath, (14.28) 的 解 为 
ибх) = BD бух, y) (200) + 2, СИх, Vay, 


* vel 
yee, 5 


还 可 证 明 
PS GE, 


+ 
уай, 


. 548 + 


> с.х, y) = €i. 


wea? 
У С», y) = 1, 
Nein, S sa Guo + ш... 
£ UE C(O), Ge) = ule) — Ute), lil 
> Ам ж) = OCA}, rt О, П 
一 Ауй x) == OCA) 5 хе GF, 
| ü(v) — 0, xe Pas 
因此 о, == ОСА). 
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Hubbard (1966) PRT RAAB J ES fhit. Bramble 
Hubbard, Zlamal (1968) MPEP ЕГ) 6 [а]. 设 z< oe", 
考虑 下 列 问 题 | 

m AUCs) = f(x), гє ©. 
О (х) = ря), кє Г. 

Жат х„ 的 网 格 步 长 。 把 两 烙 线 与 了 的 交点 的 全 体 记 为 
T,, АЖ 9,. A r€ Q,, НЯ а (В 
А) BY ra, Mid хе OF, О. = O0,/07. MiGs 的 邻 点 的 
连 线 所 组 成 的 四 边 形 记 为 N(x), HERE x € 0,, ye N(x) 时 ， 
Iy| 2 gh, Reh 是 正常 数 . 例如 若 把 原点 取 为 某 个 网 格 正方 形 
(elta — ñ < z, Sr, + À, PERU HA MAB GG PR, 
AVC Ba. 


(14.29) 


定义 差分 算 子 A, = > Assum. 当 x 的 邻 点 是 r= AmA as 
at é,4¢,f0 < a, ba = 1, 1 = m s= zn) Hj. 


2 (som inten) + z bale) 


A, eux) = ome s (RESET йы 
„Ө = (су р 


pu bs 
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_ (2 + 1 ate), 
a, bal , 
如 果 U e CNODO 9), HES <€ Qo, Ё, 


Á, UG) — AU GO = Ë E D (emt + + UG D), 


mi» 


(14.30) 
Де An Ei EAA, Ж Uc CONGODn S), № 
24 r€ OF 时， 


_ OU 
А0 (ж) — AU{x) 3 > [Б +à, 0x 


m=] 


E j LU) ‚14.31 
(全 b. Oxj, |. LUCI) 
RE 014.29) 的 格式 是 
全 一 Али(х) == (ж), x€ х, (13.32) 


uir) = p(x), xery, 
Е.Х PPAR Green ЖЗ 
» AG x, y) = A ir, y), rë Gy, 
Ga(* , y) == (х,у), x € Гл. 
由 于 一 4, PRAT A Gar, у) 22 0, JEEDS —E) (т), 
vir) = A >) Gals, y)0U— Ao) + > С у(х, y)sCy1. 


УЕ Oy "Е! а 


(14.33) 
我 们 假定 ОЕ C(O/[01), НЕЕ a ЗО У, 0 < 
re l1, В £ = gç + y > 2 —n, ЯН 
| (fe ivi Re, 
ejeto, M gd islai x 4, 
(14.34) 


[DUCE < 


2 
э -H ~ Fa rt ie Ҹу. 一 一 -=- 了- - - - = \ ~ — ñ inl М ~ 


а >) х, рО (а) = _ SUC) FAY € 0, 时 


Orh.--Orfs 
[A U(x) — AU GO | < eb CE x07 + 1); 
34 ХЕХ 时， 


| AU (x) — AUG)! < Í 


m= 1 


ex, # 4 = 3, 
+, 2 — n = g =< 2. 


& ale) = a(x) — О (ж), МН (14.33) 得 到 
lal < eat? D>) GG, у) у" 


r 
yet, 


Toute $3 Ga. уу. (14.35) 
veL 
下 面 分 析 Ci, y) КЕ. 
命题 则 .5 3⁄2 — п <Б < 0, lll 
в" У; С.ж, y)| y| < єз|х\|*, 
TEM 
i У Gales уу < ost? lel? 
ye or 
证 明 5а, Ae ВРЕТ, к= 1, KEN 
pie == |z|’ + an’, 
rp*(x), r€ Oy, 
eG) T { xr € D. 
若 x€ Q,, y € М(х), WAT AF =, 使 得 
cps) > g' (y) S p (к). (14.36) 
Ж Б, y= rt йе, 15| < 1, M 
pity) = Cry + SAP + || а 
= ф(х) + 2642, + В, 


э 


因此 i 

ФК — караб) z (1 — 6?) |x 24 [te] + (1 — ar 
zs) а-я м, 

. 551. 


# 。 满 中 s 
d > 2( 1 — к), (14.37) 


则 就 证 明了 《14.36) 的 第 二 式 。 Bay EWA 88— 5t. 
经 计算 得 到 


Op") зыр — 2)pf Qe) + 66(b — 2) (6 — 4 2 ре Се) 


Ox}, 
+ (Е — 2) (B — AX — 6) zh’ (x) 
X blb — 2)g* "(X043 + 5(6 — 4)x1 p "GO 
+ (ó —4X5—6)1559?(G)I 
= b(5b—2)p* '(x)(3 + b(6 — 4)) 
= b(6 — 1} (5 — 2)(# — 3)9* "GO. (14.38) 
又 有 
— Ак) = — b(n — 2 + B) (x) + alPb(b — 2) (x), 
HERR (14.30), (14.36), (14.38) 结合 起 来 BIA x € О, HF. 
— Aag" (x) Z: — bln — 2 + Б)р? ? (x) 


+ b — D Ga — MED — 397] 


12 
AUR e 还 满足 
а — 1) Cb — 3)ж (14.39) 
1201 — = ? | 
则 有 
— Ayp Ge} Se — b(n — 2 + bp? ж), (14.40) 
又 因为 | 
eG) «(1+ |, (14.41) 
" 
所 以 „Е 
— o —2 d)(1+ 4) > 14, (14.42) 
т 
则 对 一 切 xe Oj, 
一 Ауф) zm |x|, (14.43) 
XH (14.36) 得 到 
RA axxo 2. (Р(х ages) 
Ёр? (=) (E9172 і 2а 
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" pr + вет) __ (2 + 1, 1 1.) co) 


> 2а- à) (++ 1) G) 


d Su У Nem Вы 
= POT. (1 — stp GO, (14.44) 
Ë 1 X yer 
> y LET 
Bz, У) 一 lo. УК SN 
ШЕҢ (14.44) 得 到 
— Aux) = — rA pt (a) + 2.872 > (ж ф(х) _ 
r ery "US + zn + bw) 
ра) > одар вәф? BM 
+ ila, + —)- 2rh Cl str) x ma 
+ Ire A pt (x) >. np -人 ex) + Kn) Sn ЭС 
= 20h g'x) la — =) >. 
m=] aa 
ME B(x, х) Kn x^) 
ee xL 十 一 一 一 y. 
由 于 
о (BG xD p Hx z”) 1 
Sy (20 + 080) me (а) 
ty 
| > 2n > "P 
所 以 
-2 一 av ч _1_ 
一 Аф Ох) Z 2:8 ФС) (1 k^ + <) 之 "n 
ЖЕЕ к 充分 接近 1, Wl _, | 
рв ә 1. (14.45) 


| 2n 4n 
TE. 
+553 + 


LI 
(1 十 z) >l, (14.46) 
в 5 
由 对 = 8] rE ot, 


—А 7. s | 
aoe J, > (1 2 oY теве, 


(14. 47) 

具体 选择 я, r Мк НУ < < 1 并 满足 [C14.45)。 再 选择 
а, 后 得 满足 (14.39), 最 后 选取 г, 使 得 满足 《14.42) ЯП (14.46), 

HE ф(х) TRA (14.33), BULK (14.43) NT (14.47) 得 到 

d) zm" M GG) yl? e a? 5) Gey), 

ye Q^ veo? 

Ay dx) < |х, ШЕНЕ ТЕАТР. 

ЕВ н К 6 < 0, Рая — F f. 

命题 14.6 д 


z 
[im GS n=), 


ra |x|? + ah 


G >r. (я Р ат) 3 т mz, 
其 中 a, ra ЖЕЗ 5 TRENER, CATON, BA 


E x, УЕ Os, 


Са, Y) Sele У). 
证 明 可 以 选择 re 使 得 
| — Але) = — A;G,(z, V) lees, 
例如 , 当 же Q, 时 ,可 选取 
чек (+), n=}, 


2n PERI z-s 
іа 2 —(a + 1) ° 1, n >> 3, 


n — 2 
M хе Ө КЇ, г», ER r, AERP HR. Mit e Ce) RS 
意义 的 ,并 且 当 z€ Ta, УЕ 9, 时 , s(> — y) 2 0. 

Gres, 8j (14.40) 的 证 明 方 法 得 到 
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— Ay (x—)3)2z0, rë G, УЕ Q., x * y, 
M z€ OF 时 ,也 可 证 明 | 
— Awl: у) > 0, r€ Q2, yc О, x >= y, 
综合 上 面 的 结果 , 即 由 一 A, ORAS Bait. 
引 理 141 设 一 #2 < n. P. < 0, DED, ҢҢ ye D; Е, 


|x? — y] Ze gh > 0, jx — y| 218 > 0, 
则 
А" >) || — y[^ pa — y|?s ez e ,(] х® — жж, + 1), 


yé 8 
证 明 ”可 仿 Hubbard (1966) 方法 证 明 
А" > jx? 一 ПЕТЕ y|”: =< «| ja? — y|" | xt? — yl Pedy, 
а 


TEDA 
又 可 优 Friedman (1964) 的 证 明 得 到 


(Пао 9 — уренду < e la = P HAt + 1), 
e . 


命题 147 d 2—n-—5, HB w= 2, 52> Q B n 3, 
b zz 0, W 
5" У? С.х, PYP св. 
А 


证 明 PUR n zm 3, 5 22 0, 则 由 命题 14.6 得 到 


д" >} биз, DPPP < A >] DO»! 
(n — 2)r, vent 


r 
reJ, 


+ aby 3^ |у 2-2, 
最 后 应 用 了 引 理 14,1。 可 类 似 地 证 明 и = 2, £ > 0 时 的 结论 . 
定理 14.5 i$ ОС) CGO/10)), (14.34) WH, => 0, Яр 
ELE ROLE SENE Ae © 的 正常 数 (6), EA 


站 当 2—n-«b = 4— n m, 
С) =< jele jel’ M4—-acb<2it, 
(е), 6022, 5 > 2, HR, 


n> 3, b 2 2 f, 
ш e — 0 Bš] , FJ BE cls) — oo, 


证 明 对 一 切 ye 2, RTIA 

BLY |" < ce иж Ши, 

My < t y, 2a So, 
由 命题 14.5 和 14.7 得 到 


sa M Gale, у) у 


ven’, 
| c(e)à^tno t| у 8+2, 2 — n < 5 = 4 — n, 
« cCE MP TL x67, 4— s = b = 2, 
суй", Z < P, н = 2 рў 
2H #2, н Z 3. 
A (LA 
ae ST Gales руу 
vee 
eleh taae] | etin, 2-— в b= 5 — р, 
Saele a |х |253, 5— +< b <3, 
enk’, 3«b, 


把 以 上 两 式 代 入 (14.35) 即 得 所 证 . 
Au Ue cDo, HE 


|D*(3)| < cul |2719, le] = 3, 4, 
则 由 定理 14.5 得 到 (oe 
COL SEK r == 2, 
ail. = | 
А Lew. s 
如 果 Ucc(20/(0)), Ж#Н 
[D| =< eu| | 977, lel = 3,4, 0 < z < n — 2, 
则 | 
IC) | =< eCe | |^ 4*5, хє 0. (14.48) 


Mp > o—n, |y| 2470 Hj, 可 以 仿照 引 理 14.1 ПЕНЯ 
| | А" > |у|# = £143 


YEDA 


В p< —————— 4 №» Hi (14.48) 得 到 
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Wg e =< ete MF. 
mR Uec'(0oftoi), B. 


IDEG) S ele irl la| =3,4, 2^ «nu <2, 
WA 
[8 С) Il. = e(e Atta |?77**, 
Wate x clea, p "o 
п —2 


Bramble, Hubbard. Zlamal (1968) 还 讨论 了 另 一 种 n BED 
算 子 А, = > An: Bp А X — айсы, x + be, 2) х ABST, 


As nt (x) = F Ics 一 аһ) + u(x + buen) 


s om 
-全 


他 们 还 讨论 了 高 精度 格式 的 误 壮 估计 和 和 外边 亿 问 题 等 ， D. 

— Йй Ж „АЖ ДАЛЕ О ТАНЫ RRRA 而 当 奇 点 在 边界 工 上 
时 , 则 误差 较 小 。 详 见 Hubbard (1966) 的 文章 . 

Fox, Sankar (1969), Fox (1971) 等 还 采用 奇 点 分 离 法 .例如 
考虑 极 坐 标 形式 的 二 维 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 , 原点 是 边 
和 界 折 线 的 交点 , 那 末 ,在 它 附 近 令 


u(p, p) = ale, p) + $ си (р, Ф), 
im} 


其 中 mlo, p) 是 形 如 e"Clogedi(e) + В,(р)) 的 函数 的 线性 
组 合 , 在 其 祭 部 分 则 用 通常 的 差分 格式 .关于 分 离奇 性 的 方法 ,还 
WY Motz (1946), Woods (1953), Forsythe, Wasow (1960) 和 
Канторович, Крылов (1962) 等 人 的 文章 . 


14.5 Von Neumann 问题 的 识 分 格式 , 广义 南 散 Green 函数 


在 前 三 节 中 应 用 座 散 Green 国 数 细致 地 估计 了 高 精度 格式 
RITE, HART Dirichlet Fi., 3E 14.2 可 应 用 于 Von 
Neumann 问题 ,但 要 有 求 died, > 0. ADA РЯ Laplace 方程 
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的 Von Neumann 问题 
—AU =f, r€ p, 


SU, x€ P, (12.49) 
| On 

Жн re 90, БИ ЕҢ TEASE 
\, х = — |, ads. 


为 了 保证 解 的 唯一 性 ,还 对. 求 
\, U GOdx = 0. 


Wolf (1926) E SL iF EET (14.49). эйдус (1952), Inoue 
(1954) ШЕЯ SSSA, Я ЕЯ Е ESAE. Giese 
(1958) Rous i A (14.49) НЕДА, A O JE AD, BZ 
用 Fourier 方法 构造 了 离散 Green 函数 ， 并 且 证 明 计算 误差 是 
ОС 18|). WIER (1964) 基于 广义 Green 函数 的 思想 Co- 
urant, Hilbert (1953)), W -—-EXDX ER LAD (14.49) A DEAA 
УГ MAR Green AM. 20 是 矩形 ， 那 末 ， 计 算 误 差 也 是 
OCA" |а|). 

计算 (14.49) 的 一 个 差分 格式 是 

一 Awl) = flr), z€ Dys 
sax) == g(x), r€ Ts (14.50) 
д? > u(x) = 0, 


i z€ x 
FARR SSH Green ARH EN 
m A,GiCx, y) = 上 8(x, у), zE Dys 
G, (>, y) = 0, rcf, 
(A RS, 290b. ЗАК (1964) FINAS 
ЁК Green 函数 Gu( x, у), 
m A,G (r, y) = Aaa, y) — NA, zE Üs 
Grakx, y) = 0, : #€ Г», 
(14.51) 


Нм АВИА. SOY 
$i ele, у) — NK?) = 0, 


кер, 
所 以 C14.51) 一 定 有 解 . 把 (14.51) 对 их) RAR, 5] 98 4.10 
的 第 二 式 得 到 

ulr) = — (С, Au) B(G, м). {14.52) 
FIATI 4.10 中 令 v) = 1, AYA 

(1, Али) — Bl, н) = 0, 
ALL Gir, y) 可 相差 一 个 任意 常数 ， 
(14.52) 又 可 改写 成 


ule) = № 2 Gx, YI GO + E > » (5G. у) 


” Г 


+ Gila, y — hem) gly) + £ 5 SM (Gils, y) 


=! LLL 


+ G(x, y + hender), 
所 以 


[本 = eo Hf ll. + Vgl...) sup sup Сах, У) І " 
ret, y&DA : 
(14.53) 
下 面 对 特 殊 的 2, 来 构造 Gir, у). 假设 J^ — 1, AR z 
的 坐标 信 是 = HEL, m = 1,2, 4 О J SS — 1 hf, 
rE Oi; E: in = — | 或 J 了 时， хЕГ,. > 


ила, С) = соз ла соз л, ОА, а= 一 1 
贴 经 计算 得 到 
— Ayers n) = uu uuu С), r€ Qr, 
Wht, a(x) = 9, r€ i, (14.54) 
lu e ic (am eb eae) 


ХН ЖЕЛЕ 3c PE BB 
+ 559° 


0 = š, >= É p b >< £, 
Р) 


І. £ih—h.h-—h, HEDA 


> mr (z) — — 20%, 

rE a э 

J, WhO, hodie n. 
(14.55) 

设 

J—1 J-i 
бх, у) = УХ >) ay, (удела, (ж) | 

ЛЕН (14.54) 得 到 

"EET . 
— А6, х,у) == > >) Ài tg Bayt, OD eiu Ce). 

DM u 


把 上 式 代 人 (14.51), 再 对 ay Gn) RAB, 就 由 《14.55) 得 到 


2 cos lir 9 cos Lye Y, 


а 085-0, 
aniy) = Mat 
thy 4 cos lux y, cos блу, 


An 3 xh 0, h0, 


因为 da = 0, ВТ only) 是 任意 的 ,不 妨 就 取 为 零 ,从 而 得 到 


GC, Y) >> Y cos lrt cos тя cos Ату cos Lacy, 
ral x, = — 


l=] гы sin? lh + sin? Es 


1—1 
+ A Y cos Ix, cos пту 
2 tome 1 ; Hx 
` sin 一 一 


+ La > cos lows, cos lard; 
2 hmi sin! тё 


因为 当 0 < 8 < Tay, sing > E, uA 
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]G (x, y)i < < E ul i хи u 


从 而 由 (14.53) 得 到 . 
lla, < G 7+ ea) (WI + 181.50). 


О ORY PUB HR SEO, Ie 
E) = (и) — UG), Ri 
i Аму) == об), x€ Qs, ' 
ru) = OCC), o xé Ta 
于 是 
lllo, < (Ë toy + e) 009) = OC inal), 


汉 康 , 郭 本 瑜 还 证 明了 COLIN AH, AE BE (1976)) — 
Pex, Whe < esCInJ + e, 
因此 wtw) 的 一 阶 中 心 减 商 也 以 ОСА E nbl) ASEM CRI B: 
的 导数 ， 
可 以 把 上 述 方法 推广 яаана, 


14.6 多 维 边 人 问题 的 分 更 外 推 法 


为 了 距 不 增加 计算 复杂 狂 ,又 提高 计算 精度 , 则 常 采用 外 推 法 
来 改进 。 例如 设 9 一 lzl0 < x, <1, men), ДАЙТЕ 
列 问题 


人 кє O, | (14.56) 
U = 0, ЕР. 
id Laue) 一 一 Aw) — Ка), WA | 

LU ix) — L,U (x) = plx) + olh’), (14.57) 
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ка ` EE 
= Уу UG) 
| in 12 之 oxi ` 
用 xu 表示 下 询 差分 格式 的 解 
[Era = 0, r€ О, 
м», (=) = 0, rE Гы. 
如 果 м = ?号 ， 并 采用 通常 的 外 推 落 , 则 击 定 理 2.5 得 到 
UG) = hale) + + Gu. G0 нь, G0) + oF. 
上 述 算 法 的 缺点 是 工作 量 太 大 ， 例 如 设 ЈА, 一 1， 那 末 计 算 mC) 
时 用 到 J" 个 网 格 点 ;而 计算 и, GO 时 , 却 用 到 了 (27)" 个 网 格 点 ， 


队 而 大 大 增加 了 存 贮 量 和 计算 量 . 为 了 克服 这 个 缺点 ，Lin Qua, 
Lu Tao(1984)HRHY T 2) AMETE. RRR I ОР 一 Qu LP— 


Lis p (z) = ple), XXE x 方向 把 网 格 步 长 从 缩小 到 E 
EPROM Ki) OF. е us p LIT, 


LY"u(x)-—— Sl (= + P e») — 2u(x) + u (s 一 2 e») 


(14.58) 


— 1. > {их + Ае) — Zale) 
: h? arma 
Dem 


+ ulr — hei) — Ка, 


则 得 到 . 
LU (x) — ЕО (z) = qx) + olh), 
其 中 р BUG) паи 
оз) A x) х 
Ф e) 121í;«. Ör + 48 Өх}, ` 
Idm 


现在 用 下 式 计 算 s(a), 
и = 0, хе QU 0 = m =n, 


(14.59) 
(=) = 0, z€ Г, 0 < m = n, 


因为 
4 У gti) — (Ча — 39 ?(x) = 0, 
wat] 
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所 以 很 据 定 到 2.6, 当 z€ O, ht, 
U (z) = i (4 SO s) — (4n — 3)49) +o). 
— ` 1 


因为 当主 算 ui Q) 时 ,只 用 到 27" 个 网 格 点 , 国 此 天 太 节 省 了 工 
fpi. 分裂 外 推 落 还 特别 适用 于 平行 算法 。 可 以 把 分 裂 外 推 法 排 
Г HERA. 

DEF EER BE И Нр Марчук, Шаидуров(1979) 
的 文章 . 
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Тихонов, Самарский (1956) 等 把 梢 圆 型 方程 还 原 为 积分 守 
EER, КЛ. Pe Q — (x10 < x, z < lj, 
Г” = fel n = 0 sË x, = 01, ГО == [ele = 1 В x, = 11, (ха 
ъъ > 0, ВТ НОТЕ THRESH EE 
| —(v-vv)U(s) = Ка), | ЕО, 


U (<) = g(x), ГӘ, (1460) 
> 90 — (к), zero, 
$ Dc 9， 其 边界 为 To, 则 由 Green 公式 得 到 
NI + NL 0. (14.61) 


用 大 表示 n ПР, Ja = 1. УИ, = 20, U, = 
au ; 


Be Ж x€ Q,, МОЖ z ADD WR 5 ЛЕ. TE 


(14.61) 得 到 
Ax) + Bie) + СК) + DA) = ЕС, (14.62) 
其 中 


. x P 
AQ) = -| »U (a + 2,9) dyn, 
zr 
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u (^i Ё 
Вб) = — | vU; (s. ok ал, 
x 2. 


nti 
С: (=) -| 20, (n 一 => x) dyi, 
a 


DCs} = »U; (n. ха 一 2) en, 


(773 
= wt 

+ 
vale ete My 


+ 


z 


Fix) = (" № Ку, уаз, уз, 


“F 


根据 近似 微分 .积分 公式 ,把 上 面前 四 式 分 别 用 下 面 四 式 来 代替 


" 


__ 2,42 x 
A) нба, x) “(s + A, 5) }. , " P + £, v] dy), 
一 至 ^ 


B (=) y LLET э). 一 и = t 5) M B =, 中 LS 


一 — nti ` 
C.) „нба, х) «ба Ay u) | , » (s — р , n) dy,. 
"73 


__ __ eth 
Dix) > Ст, х) иб, йз — A) ` À v (л X; — J dy,, 
5-5 + 


k 
AERA (14.62}， 即 得 到 具体 的 算式 ， 在 实际 计算 时 ， 
还 要 对 其 中 的 积分 进行 数值 计算 ， 


Ж rcer”, WREG wo 一 g; (z), 
着 re rm， 例 如 nml, RED RAAKAA A M 的 
长 方形 ,布点 * 从 为 其 中 一 条 长 这 的 中 点 。 于 是 由 (14.61) 得 到 
4x) + B,(x) СК) Вх) = РК, (14.63) 
其 中 


sth at^ 
Ax) = -| , pU (1, да, = -| , 2.01, №, 
i 


Er X1 К 


. 564, 


f | 


i E 
Вх) = — | 4 sU x, х + 5) dy, 


r. + 
275 А 
Cx) = Í sU, (1 _ в. »,) dy, 
2-2 2 
2 
1 


Dix) = | vU; (ж Xi 一 2) aN» 


A 
1-5 


| nis Wend. 
在 以 上 各 项 中 ; ails) FO ЕЕ LASS OR FRR 


L 
B(x) #0, ха) — (1, Л) | „(э t + #\зу 
A loa 12 Н 2, 13 


— — zt} 
Ciz) QUT. m) — #01 — э) | ， „(1 一 E ») dyi, 


4 


9-7 
1 


Dix) Олий, al »(». a - 4) dy, 
- 


把 它们 伐 和 人 《14.63) 后 即 得 到 具体 的 算式 . 
最 后 , 当 x — nc 1 Bp, 那 末 招 D 取 为 以 * 为 顶点 , 边 长 为 


МЕЖ. 于 是 由 (14.61) 得 到 


Ax) + Bite) + С.С) + DG) == Fife), (14.64) 
Am ` 


As) = — | rU (1, y,)dy, = 一 ( А si, yidyi, 


1-5 
1 1 | 
Bi) m —| vhs D = 一 人 ‚гб, Dean 
1-4 1-4 
1 


eG) -| »(1- Aon) dy 


-J e 


1 
Dix) -| А ғ, (», 1 一 i) ds, 


F(x) =Í ‚| , IOo УФУ, У, 
1-2 7175 


FOP AIRE Са(х) 和 DOG, ， 


Gy a Cs D =D Í (= z. ») dn, 
71-4 


t 
Di(x) ACD 1) — 40, 1— 4) | v (n 1— an. 
. À 1-5 2 


把 它们 代入 (14.64) 后 即 得 到 具体 的 算式 . 

根据 积分 守恒 形式 建立 的 半分 格式 有 下 列 优点 : 

(i) ES DO, Me) 保持 了 局 部 的 次 散 形 式 的 守恒 性 ， 
把 它们 桐 放 后 , 则 满足 整体 的 守恒 性 。 

Gi) 如 果 原 来 的 问题 是 自 具 罗 的 ， 则 得 到 的 差分 格式 的 系数 
宅 阵 也 往往 是 对 称 正定 或 对 称 半 正定 的 . 对 第 一 ， 三 类 边 值 问题 
和 和 某 些 第 二 类 边 人 问题 ,格式 还 常常 是 正 型 的 . 

(їй) JAED DRAHE, 所 以 适宜 于 曲线 两 格 和 不 规划 的 
网 格 边 界 ， 

(iy》 它 自然 地 处 理 了 第 二 类 边 值 条 人 忻 , ARS PRU 
近 误 差 , 所 以 近 局 和 解 的 精度 较 高 . 

(v) 由 于 不 出 现 v(x) 在 网 格 点 上 的 值 ， 和 而 只 出 现 它 的 积分 
值 , 因 此 适用 于 间 疡 系数 问题 或 内 过 园 癌 题 . 

有 关 非 规则 网 格 上 的 守恒 型 格式 的 研究 ,可 罗 Varga (1962), 
Самарский, Андреев (1976), Фрязинов, Маслянкина (1977) 和 
Фрязинов (1979а, b, 1980) 等 人 的 文章 。 有 关 应 用 方面 的 工作 
жар (1964), ERE (1978) 的 文章 ， 


14.8 FRA. BAB 
Ur 5 ҖЕ АЫ ЖЕ ЈОН Е eH BE, Cou- 
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as C 


T 
а 


rant. Friedrichs, Lewy (1928) 最 是 提出 了 这 个 思想 ; 以 后 的 工作 
БЕШ Stummel (1967), Thomée, Westergren (1968), Kuo Pen-yu 
【1977) 等 人 开展 的 .这 个 方 蕉 是 椭圆 型 方程 L^ FRYE CPV Ul, Bers, 
John, Schechter (1957)) 的 离散 模拟 ， 
хе Ae, 并 考虑 下 列 问题 
— (V> vy)U + dU =f,  x€Q, 


ofl + YU = z, z€ T, 
n 


(14.65) 


Ж 0 =< >x, =< n(z) зы, Ü = (х) =ç o,, 0 = y(z) = Yi, dh =< 
a(x), dOl aa. 它 的 解 满足 下 列 能 量 关系 式 


— ðU m ар а | 
2i ПАЙ > E lino. |, YU. ds + ja dU'dx = |, fUdx, 
设 tm 的 网 格 步 长 为 A, АГЬ) 表示 Гь 的 适当 小 的 邻 城 ,并 
假定 存在 正常 数 p, РП со, 使 得 对 一 切 z, ye МСГ), 都 有 


By =< v(x), Ко 


=f 


用 下 人 列 格式 计算 (14.65) 
全 AV au(x) + dala) = 1f, xE О», (14.66) 
a(x)us(x) + Y(x)u(x) = gix), xr€ T, 
Ri EK F ex) 求 内 积 , 直 引 理 4.10 (RUE FARRER 
(ау — BO Cu, н) + (d, d) = С, м). (14.67) 
$579) Dirichlet 问题 . TEH ei ЕЕ. 
定理 146 wE 
(i) оса) = 0, y(wz)== 1, p, > 0, 
(di) d,2> 0 HE Х = > — cd, > 0, 
Ж eu, e #8 РАКЕ ( RLS12EE 4.42 
fel]? « ol ol + callie,» 
IBA 
Chap f? + delP + SC, и) < esp + agli). 
uH] ”此 时 有 


. $57. 


— Ва, #) =m SOlu, н) + A M Col r — hem) 


cert m 
SEDUCE — hea) — P. SY ия he, eh) 
zer. 

+ = > CeCe + hen) эн + hen) 
rely, m 

-EI у) Go hen dele), 
rely, m 

WE e ER AEA, WY 
一 BOCa, и) = (1 — 8)S'?(u, и) — & 2 felt- 


把 它 代 人 《14.67) ,取得 到 
Се) + (1 — ES u, u) + (4, м) < аш 


ЛА EINE 
+ 4g + n lleit,- (14.68) 


id. 0, ME e = 2 піп (4з, 1)， 从 而 


Сао) + ^ ull + T ба, и) < 


Wl? 4 < 
te Ку ПЕ. 


E 0, RR e= + min (№, 1). miim 得 到 
(C2, и?) + allel? s Cd, + Е) 
< (4 + x) luli + egli) 
cid, Xs в) 十 ©з 
«(S3 + 3) (iut + (aa, + 2) al. 
把 它 代 人 (14.68), #88] 
ES (||) + i SHu, и) < ПЛЕ + AMIR) 
再 次 应 用 引 理 44， 即 得 所 证 ， 
* 568 5 


注 记 14.1 AR Z = self А 01, 2, inf d(x) > 0, 出 


x& fe 


Си, P| < i D диб) + 2. >) юа), 


所 以 , 若 dy = 9, Po = 0, By => 0 【 即 可 能 在 内 点 发 生 退 化 现象 ) 。 
则 定理 14.6 的 结论 仍然 成 立 ， 
THA Von Neumann 问题 。 若 dix) = 0; 则 为 了 保证 解 
的 唯一 性 , 尚 需 补 花 一 个 条 件 ,例如 
У) а(х) = 0. (14.69) 


О 


238147 AE 

(D ols) = 1, r(x) = 0, v > 0, 

Gi} dp > 0 Ей dlx) = 0, Н (14.69) 成 立 ， 
ЭВ 


Ск?) Пар < eo HP + А15, >. 
证 明 NA 


— BOG, и) = ` P 23 Ебк){ъ(х — he, ule) 


+ 
Гут 


обои — be) — 5 Y OE + ве) 
rer om 


+ (ных + Ле), 
由 引 理 4.9 得 到 
[BOC w)| ell, + sul, + “ feli. 
< 2e lli? + вафа + lali. 


ЖА (14.67) 后 得 到 
(1 — 2e) Cle [i + (4, w) < (в, + в 


+ ML + 2 41. (14.70) 
Е; А 


E70, Nx s= 1 min (2, 1), = ©, 并 由 此 推 


u * $69 ° 


得 所 证 的 结论 . 
JE 4(жу+= 0, B (14.69) 成 立 ， 则 由 引 还 44 得 到 fal? < 
lel dE (14.70) Ф в = -E min ! hat, м 


Vae 82 
得 到 所 证 的 结论 . 
最 后 讨论 第 兰 类 边 值 问题 . 
定理 14.8 ”如 时 
(i) o(x) = L, утра, 9,77 0, 
(Gi) d| > 0, 或 者 X = o: cid, > 0, 
那么 


Celi? + [жб Sew CMAP + |=, 
证 明 Не 
ваи, à) 7 У) GG Веи) 
«ert OS 


+ vedas — hen Dr Cral) — g(x2) 
+ 2 M (ole + ben el) 


ЕР, ,py 


+ Садиба + де )) С Gules) — gC) ) 
— = S (els — hem) + v(a) 


-+ 
ret Ham 


十 Or Эн Са) — Ао (а) ЕС) Nr GOu GO — 205) ) 
+ к У, (Gi x + hep) + v(x) 


rEPY 


+ дьи (x) — be Cade x) (v Goer} — #00), 
因此 


一 Bu, u) 22 Qro — вы, — 22 leli. 


ETA (14.67), RE 
Са) Gu — eal, + (d, 2) < esl 


2 
+ Ane + fu "i 
4E & I eil, 
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Ж d, > 0, JUR в 一 l mint d,, E 从 而 
у + Z8 [ш], + al < са САР + 1818. 
# 为 > 0， 则 取 e= Ñ min (ro, 2), Jis 

2 ey 


3s Cori + li, < сыйл" Lait. 
最 后 应 用 了 引 理 4,4, 

注 记 14.2 综合 上 面 的 证 肯 方法 ， 就 可 得 到 沟 合 边 信 问题 的 
能 量 估计 式 。 能 量 方法 不 仅 适 用 于 退化 型 精 圆 型 差分 格式 ， 而 且 
也 是 研究 混合 型 差分 格式 的 有 希望 的 途径 ， 

可 以 从 能 量 不 等 式 出 发 ， 估 计 收 伊 速率 ， 例 如 设 o = 0, 
7@)=1, U € C' (8), Г, БГ Е OCA), 4 xe Г, В, 
w(x) = 000), 其 中 s ET. dn | SA, IR, EER 14.6 的 
条 件 下 ， 


Сару + dale + sm, а) — OW). 
X T=, WR 
(12109) + fal? + SCH, 2) = O). 
Mela o (z) = 1, 7) = 0, 并 适当 选择 网 格 边 界 ,使 得 当 хе Г, 
Bf. E.G) 一 O(P). HOR ,在 定理 14.7 的 条 件 下 ， 
Qj рар = об), 
能 量 方法 也 适用 于 高 阶 方程 。 例 如 考虑 下 列 问题 


AU =f, ré О, 
(4— AU = gy, тЄ Г, 
U = в, z€ r. 
ja И =—avU, Ж 
— AP =f, хє O, 
— AU = V, £ € Q, 
У = ру, rer, 
U = >, z€ T. 
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计算 它 的 格式 是 
— Aarla) = f(x), кє On, 
— A,u(x) = vis), r€ Os, 
e (a) = g (s), Е ГА, 
a(x) = gx), t€ Г», 
把 第 一 ,二 两 式 分 别 对 e Ca) 和 w(x) 求 内 积 , 由 引 理 4.10 得 到 
lali — Blv, 2) = Gv. Í), 


lul? — В, n = (un, v). 
Hn A EG 
[211 + (1 —6)S(o, v) < " lell + MP + cyt "leli 


luli (1 — eS, и) <> llalli + >, lel свата, 
把 上 面 两 式 线性 组 合 后 得 到 
оен + (1 — в)5(г„ v) + el — 8)5(щ, и) 


Е CIR 2 ££, (lf 1 i 
«(5 t) le + 52 j+ WI 
сейв, + асов, 


В в = f min (2, 1), s, =< 8^, WA 


£t 


€ , вл ч un 2 1 z— l j j 
人 


oe & 1 uu 
十 ES 12.1, > elf? = P Ga luli + eiel) 


1 c 
< juli + ШШЕ 
因此 i 
i 2 8, ; 1 Е 
< jep + — jal + — 5 s) + — s(u, 
2 Ln > lj 2 (v, v) 2 (a, н) 


=< с, И + 57.1, + gh! eil, ). 


# 4 < mia (1, 1), WISI в, 5, 从 而 得 到 


loli + SCo, e) s eisC HIP + Aleli, + lelt, o. 
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149 离散 Schauder f&if, Poison 方程 的 解 的 存在 性 


Thomée, Westergren (1968 s НО im Br SIUE E DATE 
TEREA. 


Ire Se", а= (agt 0), а. 22 0, |а| = У; Og, do x) 
m=] 


Е C"(Q), UGO ESHA, 
D'U Ce) = ВО _ 
Bx: ` Ü rn ? 
(14.71) 
LUG) = Ў) a(x) DU (a), 
‘alae 


Mik 0 = (0,, 6, -.., 0,), 0° = 0105.82", 10| = 
"92。 下 列 多 项 式 称 为 工 的 特征 多 项 式 


Р(9, х) = 351 n, (14.72) 
laj=p 
若 对 一 切 6 和 z€ O, (6,7) > 0, MR LEAN, 如 果 
Qvo. mu» OF < oO, 于 是 , 当 00 < Q Wr, 存在 正常 
ЖЖ, Уфо хе OY, MA 
[2(9, х)| 22 X,I8J*. 

Ц АЯ e@ 和 x e OAM, WALES Lx— riti EB, 
X, АЖ LMR. 

FUERA. Æ 2, ERAAI, о О < Ө, 则 存在 正常 数 co 
ES lU lae oc, s eg LU |же оу + Uwe}. (14.73) 

FB & Be KR. WE Br, А) БЫК. GT EJ A < 
hy RI xc OM < O, MA B(x, h) e C'(QU x [0, 4,1), НЕХ 
B(x AJE C^(Q, А). ЖИРУ А, 都 有 


k-1 
B(x, h) = >) AB (z) AB (x. AD, 
f=4 


其 中 В. (х) C"(CQ), В.б, AVE се, A), 


e573 + 


Ш c = (л, o*t", ay), Teale) = ах + ck). Mo, = 1 
时 , 则 把 T ids TP, AFISAT ER L, 


Laula) = ВОР >) dn, AT as), (14.74) 


并 假定 当 lol Za, > 0 Hf. A.(x, 5) = 0. AES REG. 


"а т (Ж) == Нх m m (я) А Ну“ (x) = тии (x) E 


为 了 建立 (14.73) 的 离散 模拟 ,需要 证 明 -一 些 引 理 ， 
引 理 14.2 ”存在 正 带 数 Ean, 使 得 


a = LL ME T а) 
Т°и(ж) > (а ғ): Hz (=) 十 RY ula), 


(14.75) 
其 中 


Ri a) = M MD T's. 


risk 
证 明 іс 8 一 (9.0 (ar a, = 1 8,08 OF Bid 
ља. Tied 


Tes (a) = (I + 3P Ful) 一 У! wile T Biu(x). 


因为 дм (ху = Аи, (х), HEM |У SRN. FE (=s У, 
ls] 一， 所 以 
Bia (ж) = TP — Due), 
从 而 得 到 引 理 的 结论 . 
513 14.3 Г, 对 工 的 逐 近 是 相 容 的 , HERERO 
C, (x) € CLO) (v а 0) Ñi Cole, A)E ССО, A), 使 得 
Lyulx) = S 9, C, T'u,r (a), (14.70) 


т IF leap 


其 中 
У; Cy (x) = a(x), Y >= Ü 
i (14.77) 
> Cy x, 0) = a(x), 
Ж dx, A) HAWES Р BA ES, RU 


* 574 


Cu x, A) == Culex, 0) € CCR), 
证 明 44 — 08], TUG) 一 D'UGO. RE (14.77) 成 
a ill) LiU (g) -> 工 Tts)， 即 充分 性 得 证 . 
下 面 来 证 明 必 要 性 ， М оо, 4,0. 5) = 0. W 
И (ж) = TU Cx), FE (14.74) 和 引进 14.2 得 到 


L UG) = A? У A, (z, ATV Ce) 


ëi 


poy 
= > 2i ВКА иная EIT VY (x) 


ë k=0 


+ >] Яна (к, ALY (ж) 
4 


Р— | 
— РЕ > б! 
> > ( z (8 — 7)!71 


`. 


Аван) TOU rx) 


+ M M (> Esc e rtl ©) Тр (x) 


roe Пес |Y l< p a 


+ У) A aan, ATO UG. (14.78) 
4 


Р 
上 式 右 端 的 第 一 项 是 >10(1). ma Law L 09 eee 
的 , 它 必定 等 于 零 。 令 1 -> 0, 即 得 到 (14.77), #E 
AN = > Eira A eo О)» Y X 0, 


i 
Ca x, A) = pt ts A). 
差分 算 子 Ly WAAL 
Laul) = А? » Ах, DT ul 


= У) D, C. Тины. (14.79) 
r T =P 


SF L, 的 特征 多 项 式 是 


a 575 = 


PAG, x) = 51 (x, 0)c79. 


Mid ө = 10110. « x,ls msn]. 295—597 xc OFF 0 € 6, 
P,(8, x) *e 0, WR Ls 是 椭圆 型 差分 算 子 . 

引 理 14.4 设 工 ;是 0 上 的 桶 贺 型 差分 算 了 于 ,9 < Q, WF 
在 正常 数 多 ,使 得 对 一 切 x* € O #H9 c @, 


n P 
IP,(8, x)! >x (> (1— со:9))“, 
m= 1 


其 中 为 MIRA La 的 椭圆 常数 ， 
证 明 ”根据 (14.77), 对 于 固定 的 OP < 9， 当日 一 和 时 :一 


致 地 有 
P,(8, х) = pO, x) + of 181*). 


AT ЕЛЕ 09 ЕЮ, P И ЛЕЛЕ X, > 0, 使 得 当 [8l =< ó 


AY, 
IP,(8, х)| ze Х,101?. 


BAK, L, eB REY > 0, 使 得 对 一 切 18| 2 2, 
I ІР,(9, x)| 22 x,|81?, 
所 以 ,对 一 切 x€ OM FIVE O, 都 有 
12.00, x)] Z= X,181*. 
最 后 则 应 用 了 下 列 不 等 式 
(> 《1 一 cosg Y. « cil81*, має Ө, 


mci + 


下 面 记 f= Cho fare feds ЩЕ РА А Жк Хы == jah. tls 
НКК A. ucen НН, Ша Ж 
ze Fa. 如 果 当 ON, nC) = 0, Rd we Am), 并 用 
dlu) Вн. 定义 

(я, v) =A" Put СА), Па = (s, м), 


lel. = sup аб). 


类 似 地 引入 lalu, Talla» liom SEN. SOR we wal), BLA 
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Fourier 变换 
{ _ 
ala) = _... ., A*u( gh )e ^ ^", 
(8) Gay 22 (fA) 
于 是 成 立 下 列 Parseval 等 式 
le — 47 |. 1000212298. (14.80) 


КРУ], s. AY Fourier 变换 是 
Arial (II (eit 一 ^) &(8). (14.81) 


MG L, OEM Ea 是 常 系数 差分 算 子 , WA Laule) 的 Fourier Ж 
KE 


h PACO ACO). (14.82) ` 


引 理 14.5 Fue (9), hl, р> 0, WHEE HM 
fas 使 得 


lalo <, Ум. 


证 明 根据 Hardy. littlewood, Pólya (1952) 的 文章 , 非 负 序 
列 的 几 向 平均 值 不 超过 它 的 算术 平均 值 , 故 当 |а| 一 2 时 


| TT C ое < 51129 — um 
МАНИ (14.80), (14.81) 得 到 
Neel? xe ll]. del =e. (14.83) 
m=1 ka 


MA G€ ¿F (9), BELA 18S РЕ, іа S es， 从 
而 结合 (14.83) 推 得 所 证 的 结论 . 

引 理 14.6 假设 短 圆 型 差分 算 子 Г, LAR AA, 
在 Q ЕН, 它 的 主 部 是 常 系数 . ВЖ, 存在 正常 数 сь, 
使 得 对 一 三 w€ ua, 

ullo < Hes! Eu. 


WEB] FH (14.80)— (14.82) 得 到 
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NZ yell? = ane |. |P4(9) | 14(8)|'40, 


25 lus mannm | (> G — соб”) tace) sae. 
т=1 m — 


结合 引 理 14.4, 14.5 即 得 所 证 ， 
引 理 14.7. ”假设 精 圆 型 差分 算 子 L, 对 工 的 逼近 是 相 容 的 ， 
O°? < О, 那 未 ,存在 正常 数 加 , do fl сь, 使 得 当 Cn) =< da, A чї А, 
时 ,对 一 切 «erg, 
[Т ҮЛЕ 
证 明 TH (14.79) 
Lux) = >; >) Cu T'uur(x)., 


. и 


假设 a = (Й, fh, +, ВУЧЕ и) 的 支 集中 , 令 
Liu) = M > C, (z )T'u, (x. 
则 存在 仅 与 x 有 关 的 正常 数 c, 使 得 
llle < esl Eel 
另 一 方面 du) < do, MOS A ЖУМ 
ICL, и = >) >] («6 CDT ur 


vo 'Y|wpP 
= camaxco( Cyr, 24; оозум», 

其 中 (Си, 24; 09) 表示 Cw OM ГИВЕН Ша E 
当 小 时 , 它 也 适当 小 . 

结合 以 上 两 式 ,就 得 到 六 证 的 结论 . 

引 理 14.8 БИА L, 对 工 的 逼近 是 相 穿 的 ， 
OP < 0, ДЖ, FE LBM 加 Ble, 使 得 当 AS AH, MY 
s€ MU om), 都 有 

alle =< СП] + ullo. 
证 明 因为 «c (0), PEEL ES EE 14.3, REH 
illie = ext ll E |] T [ule a). (14.84) 
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Wb dy 如 引 理 14.7 Бүл. ЕЯ ple) € CP(O), L= 1, 
2,.…, 上， 使 得 dg) <a, HAE Q9 E, У фк) = 1, T 
imj 
是 有 


u(x) = > Ф.С) (z), 
因为 4(фн) = dos — 14.7 
lel < >) Код, Seu TEA tal p. 
但 是 | B 


at 
(ew). = 一 一 一 T wte," 
2i yi(e— Y)! DOT? 


ER _ _ 
П.С) — pilal < enllelli. 


Hk | 14.5 即 得 所 证 . 
5|38 14.8 本 身 是 一 个 很 好 的 能 量 估 计 式 , (Ho EROR ис, 
€ J (OQ). 为 了 得 到 与 (14.73) 相应 的 结果 ,还 需 应 用 Friedri- 
chs (1953) 的 技巧 ， 下 面 设 OF < 09 < О, pe CR), ЖН. 
MP re ОН, ф(х) 250, ПР «c QUI. ф(х) = 1, ХУ 
lallip = 25 Пе. 
引 型 149 假设 M, 六 是 不 小 于 1 的 自然 数 ，ial <M, 


lo] + irl =< N. ЖЖ. ЛЕШЕ № 和 ca, В 5 =< 时， 
x — ЫЈ нЕ VE у 


ñ leat s eee] < сыш. (14.85) 
` o (p) = T”) — БФ"), 
特别 有 


(фк) гн.) edle. (14.86) 
ZA ”应 用 归纳 法 采 证 明 。 ж M = 1, Ша = 1. AF 
|1 =N —1, №221, МО A> OR, 
ТФ”) — Dp“) = О(А), 
Моң AYN, EXE ОФ HS. BSS lel = 1 时 ， 
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Ан (ху | s |Tv) |] + les), 
ВТ, (14.85) 成 立 НЕЕ (14.86). 
假定 结论 已 经 对 于 一 工 成 立 . 由 Taylor 展开 式 得 到 


x nlp) = > AB T, 
其 中 p 是 有 界 函 数 。 从 而 有 
le лр) < cs Ў) lpr heel. 
i=] 


因为 当 lel Z2 PF, Aue) 可 改写 成 Tar 的 线性 组 合 形式 ， 
ЖН = = jal — 4, 所 以 由 三 一 工时 的 《14.85] 式 得 到 


lee orn pus) Sew №1 D TC pupal 
lali- т 


=< сь ljali, 
因此 (14.85) XEM nr ЗЕНОН (14.86), 
8[38 14.10 BM Z1, jel + у= M = N, MEFE 
常数 fy 和 си, 使 得 当 À = №, 了 时 ,对 一 切 €... 


T Сф.) e — руат < сы (14.87) 
um Cp uer el =< св. (14.88) 
Copier) ‚а иш quunt = У -| Tuas he, 
та vt (с — p)! 
wee р 


从 而 由 (14.86) 4853 (14.87) , 并 由 此 得 到 (14.88), 
引 理 14.11 对 任意 的 M 2 141 s> 0， 都 存在 正常 数 сь, 
(EN AE ANI SW «€ ov a, 
[eds жє ellalliP + ce]. 
证 明 ”采用 妇 钠 法 . 4M 一 1 时 , 它 基 显然 成 立 的， {ШЕ 
引 理 对 M 一 1 成立. 设 laf = M — Га, ° 0, ШШ Abel 公式 
得 到 


AIL 


Hep’ 


aye]? = (Cg 74,2) s, и.а) 
= (quu, tum j+ Cp), uuo, Tin), 
(14.89) 
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其 中 
Thule) = uix Асы), Hë =, аьаа аба, 
f da (14.86), 上 式 右 端 第 一 项 的 绝对 值 不 超过 


єнЇїн > lalio 
X EM 
(42972) -$ AD ps4, 
BTL (14.89) 的 右 端 的 第 二 项 的 绝对 值 不 超过 


У A'( Фирм gue x Tiu.) | 


feo 
> 2 之 I(p T up pp Tage) | 


EF [aged — lal 
S сайн е РАР). 
把 以 下 两 个 估计 式 代 和 人 【14.33)， 就 得 到 


De, < Cow" 


А 


< — [ө + E nullis. 
2 28 


因为 引 理 的 结论 对 M — 1 成立, 所 以 


©з iP, < 4 Р, + са, 
2E 2 


从 而 得 到 引 理 的 结论 ， 
定理 14.9 假设 0 是 有 界 区 域 , НЕ ЭЧ LOBE 
是 和 相 容 的 , 那 末 ,对 一 团 С < QU < ORR, 都 存在 正常 数 h, A 
си, GHA < д Н, 1—0) ив es, 
Decl oce oto =< солью + lallom). 
证 明 AE А220, 
lee. == =, ac 有 | + fella. 


AS | 14.10, 4 [7 | = р, m = В, 


Ngo? then} — g? инат || =< вым 


因此 
bla < ¿s (5, ее collo + alita). 
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ШОШ 5186 14.8 得 到 
Wwe а (У) Waele) 
7124 


OS pt шә», + hala). 
ivlm= R + 
(14.903 
又 由 引 理 14.9 和 引 理 14.10, 24 |r] = k WJ, 


[Esp * 5e) — фен) [| m сыч pias 
lp? Ано |», S< са L ts 


把 它们 代入 《14.90)， 即 得 到 
bl < es (57 Mot Lal + айры). 


aE | 
从 而 由 引 悍 14.11, 


Iulii «os (7 ots Бый, + lal), 
Е: 


最 后 ,适当 地 选择 p， 就 得 到 定理 的 结论 . 
БН ВОЙ АНУ A X BB ( Hl, (4.50) 式 )， 还 得 到 下 面 结果 ， 
定理 14.10 10°, 0°, OM L, 如 定理 14.9 所 示 。 那 末 ， 
对 一 切 ©, 都 存在 正常 数 L^ 和 和 E355 使 得 当 À = Ay, 


& = шых [^ | + jæ] + 1 — p. 0) 
时 ,对 一 委 нє. 


base oco m ские + sula). 
Thomee (1968, 1970) КР ЕВ Green MAE I 
的 美 于 Schauder puoi СИ, Douglis, Nirenbere (1955)) НУ 
М. ic 
其 中 


Pale J 一 м (у) a au 
о = тах [e иа ‚ lal = А, Tere 9, Тус a. 


Ж L, ЖЕТЕ LMWH? < oO < О, ЦА 0 < 1—<— 
1, 都 存在 正常 数 名 Mics, EGS 4S 加 时 ,对 一 说 ие oed s, 


Пе) < ен Lalo + ыы), 


dull so = maxf halls sos Hells), 
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这 就 是 离散 形式 的 Schauder 估计 . 
由 离散 形式 的 Schauder 估计 ,可 以 直接 得 到 高 阶 椭 贺 型 差分 
格式 对 右 端 函数 控 量 大 模 的 稳定 性 ， 还 可 以 用 它 证 明 微分 方程 解 
WOK 110 < r, <1, bh x mcs), HAR FA Poisson 
方程 的 Dirichlet ВИ 
— AU =f, ЕО, (14.91) 
tU = 0, r€ r, 
其 中 fe С (0), гзм. 
УЖ НЯ 
[. Аљиб) == f(x), хє Q, (14.92) 
ибх) = 0, r€ T, 
SERIE, 一 A. EMAND AT, ERRES MRE 


P,(8, ж) 一 2 У! (1 — cosd,,). 
"rd 


把 (14.92 ) 的 解 适当 地 插值 为 连续 函数 U4(x) ,由 定理 14.10, 
对 任意 的 OP < О, lU, „(|| <3) ЖЕ В, Alt 
Чья) («| <2) НЕЕ, ТЯ 
{Ио ВЕНЕ OP 上 上， 分别 一 致 收效 到 连续 函数 
09 (а), FA VOM = DUG). УХ QU BERN KA 
照 定 理 04.3 的 证 明 方法 ， 得 到 函数 UG), HARE (14.91), 
ЕҢ ЖИ RB, (14.91) 的 解 是 唯一 的 . 

定理 411 те cle), T EWB, WA (14.91) 有 叭 
一 的 古典 解 . | 


1410 高 阶 整 商 的 误差 估计 ,加速 收效 的 局 部 平均 法 


可 以 应 用 上 节 的 结果 佑 计 高 阶 差 商 的 误差 .特别 ， 若 狗 差 商 
DMA SK WTS Bee. 

ШоХ, PMI. ГЕРИМИИОЯТ, 
ЖЖ AGUA (14.71), ЗЕЕ а. (к) € CH), FIDE CO). AES 
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虑 的 问题 是 | 
‘Lil = f, xe Q, (14.93) 
U = zg, x€ T. 
根据 (14.73) HH AREE CRIE U € C" CO). 
计算 (14.93) 的 差分 格式 是 
(MY, r€ Qi, (14.94) 
u(x) = g(x), x€ Pa, 
RL, 是 ? 阶 椭圆 型 差分 算 子 ， 邓 +* 是 适当 的 线性 差分 算 子 ， 它 
HERATI DEIERRI. ARE, В — 0 PF 
JL U — Mal LU Jla = О"). 
XE d" Я |а Er gu — RR 4 А 0 hf, 
eU — DU], = OCA), 
定理 1412 Rik OK OM < Q, PREFER SU RI OH 
关 的 正 数 fo 和 ci HB — YAS А, 
№ — D"U||. aw s e (AAD + qU — allow). 
证 明 - 
[d*« — DU om < eU — DU | „ое + dU — 94° „об 
=< 1480 — 4°и|| „око 十 сом, 


根据 定理 14.10, 4 А = max + la) + 1 — Р, 0) 时 ， 


[220 — аи ло x c КИ — u), Í m + 1U — allo). 
5—J3/m, 
LAU — u) = LyU — Мы = LiU — Ma LU). 
出 Taylor 展开 式 得 到 
(L,U — M,CLU)), = O(A"1), 


因此 
ECU — «aom < eds. 


注 记 14.3 Æ [U — «lige = ОСАМ), Bü 
law — D'U oe = ОА), 
Ж dtd, WAR 
lU — slug = OTN N), 
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下 面 举 几 个 例子 来 说 明定 理 14.12 的 应 用 ， 
#1 14.3 设 в) > a> 0, 1-1, 2, HERA 


| a) (x) OU _ a (x) ŽE = x), | xe, 
B=: Ox; 


U(x) = gx), хЕГ, 
BE DER SE 
[pem = M f(x), x€ Da, 
a(x) = g(x), r€ rx, 


其 中 当 reg, 
L;u (z) == 一 fae) 十 一 . 2 [даб — Ja (à) Gal 

一 2a;"(#) n sa] tye, Cx) 
_ le (ж) + — E [дасе — зато (on) 


— tar (а) a. sel Hye (=) 


Ox, 8 
_ № Е — аг\(х)а <} HEO 
6 Эх, 
2 
— И 9 -一 av (x)ai(x) 22 jura CO 


一 £ (аб) + би, (90), 
М) = {шо + # nave — 2a; (x) 2 22 f(s) 


一 24у (=) 222 В, с). 


EASE BES O(A*. m" а (ж) == 1, ax) m 1 时 , 它 就 
- 是 著名 的 九 点 格式 ， 又 在 О Е, НИЕ, 
于 是 可 优 s 14.2 КАНЕВ: U 一 sl. = ОС). 

Ls 是 梢 加 型 差分 算 子 , 它 的 特征 多 项 式 是 


> 585 * 


P,(0, x) = 2a,(~) (1 — cos) (1 一 mae 一 созб,) \ 
+ 2а,(=) (1 — созб,) (1 —À (a cos) ). 
6 


如 果 PU (x) 对 DrU Сур За: OU), BK BE 14.12, 
deu (a) 对 DeU Ce) 的 误差 也 是 0(№). 
#1144 设 а) 22620, 0— 1,2, ABB EAB 


dU 
[ (aco T) 2 (aw SE) =. кєр, 
U = g(x), rer, 
其 差分 格式 是 
一 一 【alr А. е 
LG) = (а, (z + : ) «o 
в 
— (afet g a)r), “12, FEO, 
aCe) = р(х), rer, 
BORKAK, WU rer If, UG — «(x) — 0. Ka 
514.8 中 的 方法 证 明 15 一 ah = О(А?), 并 由 此 得 到 U — н] = 
Оё), 
L, 的 主 部 是 
L, (x) = — e x usus x) — аки: а, CF), 
P,(8, x) = 2a,()(1 — созе) + 2a; (x51 — созд,), 
因此 L, ER BIO DU, WR UC) 对 DUG) 的 逼近 误差 是 
ОСА), BA PUCO 对 D'U (z) 的 误差 也是 ол). 特别 ， 若 
aula) == на. 00) > 那 末 ,对 一 切 xe OVE, 


из, (=) — 22 (| = oG. 
Ox 


#1 14.5 UH хе Sr, wor) HEA EERE HAR 
下 列 问题 
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A yml 


U(x) = g(x), r€ r. 
其 差分 格式 是 


L,u(x) = 一 >. qa С) ш. a Ce) 


|. У) ar (Ж) AT = f(x), r€ Q, 


一 Abt ¿mas (n) = f(x), ED, 


Sauls у= glx). eels, 
BG 4 хє Г, Bj. UC) = aCe), Дт] 0; $ 14.8 vh ВУ БЕ ur BH 
[U — a|, = OC), HU — all = ОСА), Thomée (1964) 证 明了 
L, dé d ames ET I.BrELXP- хе Q, 
ма (=) — OY e| = ots). 


Thomée, Westergren (1968) 还 举 出 了 高 阶 方程 的 合子， ж 
于 加 速 收 化 的 方法 还 可 而 Марчук, Шаидуров (1979) Е. 


14.11 BARBERS Bit 
前 面 的 各 种 误差 估计 都 做 乎 过 于 悲 更 ， 因 为 即使 舍 人 误差 处 
处 加 号 ,上 面 的 估计 也 成 立 ， 假 设 边 值 是 已 知 的 ,点 xe 9, ВЕНЕ 
列 为 x0, LIN, в: = ule), ЕЖА 
(Ам) = fi, 1= 1 = V, 
жал N хур, НБТ РИКС Е КЛЕ A", 它 


AOE B Ж 
6 «Log, Sm = -*' =S py. 
a(x) 和 YCx) 表示 w(x) 和 f(x) 的 误差 。 按 通常 估计 方法 有 
[ | =< а. (14.95) 
ЖЛЕ Чё ШЕ ER HRS. GEST), BETAS 
独立 随机 变量 ,其 数学 期 望 是 Е(?,у = 0, HERO, $ 


Е о] о УУ Й, 
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WE BRANT ABER д ILI EG) =N, ENAREN, 
(ML Wilks (1943)). ЖК, ММ > 50 BF, E JU. REGE dS, 
故 以 天 于 0.997 QR ST 

N—34/2N s af ON + 3. /2N , 


或 者 -- 一 
VR (1-3 (2) cre N (a + /2), 


` 


并 由 此 得 到 Е 
c (N — 2.2) «| со (VN 12.2). (14.96) 
又 由 于 #= 477, тЫ N > 50 时 ,以 大 于 0.997 的 概率 成 立 
Willa, < мн «< noQ N + 2.2). (14.97) 
infu ETT BESS АЕ EE ME n EER, Е 


ü 一 > Ash, 

EG) = > AEC) = 0, 

FG) = > CAR' PE G = 2? (4 Y, 
v= 5 (Az Y, RA 


„р 


м 


в) = к (312) = v. (14.98) 
125 CANA CA 的 迹 ,所 以 还 有 


Я 14.6 设 网 格 步 长 hom, О, = {tlk =< x=, << = — h, 


m=1,2}, BORA 
P Aala == fx), x€ Oy, 
a(x) = 0, we Fy, 
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ЕЖЕ 9; 内 共有 (J 一 1 个 网 格 点 。 一 Ау! ВЕЧАН АЈ 
特征 值 是 | 
ap = # (cin? PË + sin? BY", азр, 45 J — 1, 
4 ` 2 2 


AR А JE, ABR 


+ в, 


1 
з = им < > 


其 中 s 也 是 适当 小 的 正 数 ， 又 有 


J-4 Lu 
P = i f me NP 
>= (tsin BÀ + 4sin? а 


容易 证 明 , 当 万 适当 小 时 ，、 
1-1 
At 
а LÀ o" 
” 2) Ка» on 
а 
> ( + gy” 
Ни, 
А ; 1 1 
| da sell | z- "+ 
maa te T (1 + 93 
1 
+ (Tis t +R, 
xm г РАР; 
X). o т 
R < ul | GET вв < 0.04620, 
vox 
EL 


lim # = 0.39862 + 0.04620 Ө, U «08 «l1, 


把 它 代入 (14.98), 就 得 到 
УЕ) == 0.652, 


Уон (14.96), om ЇЙЇ, ipi 
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RSE (14.97) 来 估计 , ШШ py = — 得 到 
tal < =F, 


因此 ,对 «和 f UI BETS MES ЖЕНЕ ЛЗ, PSS Fat JX J fit. 
Абрамов (1953) 还 给 出 了 另 一 种 概率 估计 方法 ， 


$15 基于 变 分 和 其 它 原理 的 方法 


本 节 讨 论 建立 椭 区 型 方程 边 入 可 题 计算 格式 的 一 些 其 它 方 
尘 ， 众 所 周知 ,许多 椭圆 型 方程 或 不 等 方程 的 达 值 问题 ,在 一 定 意 
义 下 等 价 于 一 个 有 约束 或 无 约束 的 变 分 问题 ， 内 此 可 雇 基 于 变 分 
原理 建立 省 种 格式 ， 本 节 介 绍 了 有 限 元 方 类 和 Соболев 43 aaa 
理论 的 基本 知识 ,它们 基 应 用 变 分 原理 建立 计算 格式 的 基本 工具 ， 
接着 ,依次 竹 述 了 基于 Галеркин 方法 和 Цетров-Галеркин 方法 的 
格式 ,后 者 开 适用 于 奇异 摄 动 问题 .本 节 还 介绍 了 广义 差分 法 和 最 
小 二 莱 法 ,它们 都 有 各 自 的 优点 .又 简 单 地 叙述 了 解 梢 圆 型 不 等 方 
程 的 Галеркии 方法 .此 外 ,还 赂 述 了 Schwarz WE, EA AIT SERT 
计算 ,在 本 节 的 最 后 一 部 分 中 ， 将 介绍 配置 法 ,边界 积分 法 和 边界 
值 逼近 法 ,前 者 往往 导致 超收 伍 性 ,后 瑚 者 则 节省 了 工作 量 . 


15.1 祷 回 型 方程 和 不 等 方程 的 变 分 形式 
BEV RR Banach 空间 , 其 范 数 是 у, KV ИЕН. 
alo, ш) RV X V НЕЕ. Fee) E V ИЕ 
ЕР. SSR TARDE 
JCU) = mm Jir), (15.1) 
РЕК 
其 中 
Ho) = i alv, v) — F(v), 
定理 15.1 жк ЕРИ, lv, w) EIRG, HAE 
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V AY), ERR ULL TETETE RENE аъ, 使 得 
абе, r) = ael. ре, 
那 末 ,问题 (15.1) ЖЕ U , 并 由 下 列 不 等 式 所 决定 


alU, w — UFw—U), Nse € K. (15.2) 
Я KE T T REAR, ШЕН FRERE U, 
[e ш) Z: Flw), ^w € K, (15.3) 
alU, U) = F(U), 
# K RAF BIE Д8 
aU, w) = F(u). swe К, (15.4) 


WES] MAHER alr, ш) EVAR, EV HEU 
性 条 侍 ， 由 它 所 次 定 的 范 数 与 原来 的 范 数 | + l|, 是 等 价 的 , ЭР Ж 
成 一 个 Hilbert 空间 .由 Riess 表现 定理 ,存在 zF € P, (B5 
Flw)—-@GF,w), Minh elo, w) 的 对 称 性 得 到 


He) = ale, 2) — (zF , v) 
= 1 ale — ТЕ, s—1F)— № a(rF, rF), 
2 2 


因此 ,求解 问题 (15.1) ИТЕ Кр, Во Мао, r) 的 
意义 , ES CF 的 距离 为 极 小 的 元 素 U, ПИ zF EK LRA 
Fals, w) ВВВ. НКУ АЈ Т, ЕВЕ, 
这 样 的 U 是 唯一 存在 的 ， 
根据 投影 的 性 质 ， 
a(rF — U, w —U) = 0, M aw К, 
它 又 可 写成 
F(w — U) = (ТЕ, w Ц) Sal, ш — U), МЄК, 
这 就 证 明了 (15.27)。 
как: АИ ЕАО Ги. Ж чек, n 
U + s€ K. 把 (15.2) PH FREI U +w, WBE 
alU, w) = Flew), wwe K, 
MENA (15.3) 的 第 一 式 ， 又 在 (15.2) 中 令 w 0, № 
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aU, U) = FW), 
HE (15.3) 的 第 一 式 中 令 w= U, MW 
alU, U) > FU), 

合 以 上 两 式 就 得 到 了 (15.3) 的 第 二 式 ， 反 之 ,车 把 (15.3) 中 的 
“ү (15.2), 

如 果 玉 是 子 空间 , 则 (15.37 的 第 一 式 对 ww 和 一 w 部 成 并 ,因此 

[e w) Z Flw), 
aU ,w) & Fw), 
PRL U W154), KZ, (15.4) H8 (15.3), 

3015.1 车 alv,w) 是 非 对 称 的 , 那 未 ,相应 的 变 分 问题 解 
HOE HE DSR БЕЛЛ, (ORR EIR}, BY) Lions, Stampa- 
сема (1967) 的 论著 。 

ТЕ К = V ВИН, Lax-Milgram (1954) 证 明了 下 列 
结果 : 

定理 153.2 LE VR Hilbert SH, ale, m) FEV X V E 
AY SER РЕ 2р, HAET PAA, Fr) ЕР, HP 
末 , 下 列 变 分 问题 

alU, w) = Fiw), X we V. (15.5) 
ЕЕ. 
证 明 BE a, с, 是 两 个 正常 数 ,使 得 
lalo, w)| < |2,11, 
Е (а) s eillvllv. 
对 于 任意 的 we V, ale, w) 是 了 上 的 线性 连续 泛 函 ,所 以 存 
ЖЖ ur» € 8 ,使 得 
av, w) — цы), M wEV, (15.6) 
Я у E V SS. АЖ 
lele = sip BEHAL < alely, 


所 以 ,er REZAT HH [Le ll < а 
Hr 表示 从 六 AVRAT, EO 
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F(w) = (т, о), Y PEW, wel, (15.7) 
EBA, (15.5) 又 等 价 于 下 列 算 子 方程 
r. U — zF. (15.8) 
现在 来 证 明 (15.8) ak— RE. 设 是 正常 数 , HE XLV FI 
FEAF e, 
ow == w — p(r ez w — tF), 
与 以 证 明 , ç 有 一 个 不 动 点 ， 事 实 上 ,由 (15.6) 得 到 
(rg m. why = arn (mw) = alw, ш) 22 в]. 
RA 


ter wily = lier ely < fe ely < allele, 
因此 


[© — orr wè < biel? — 200 of ws wy + le le 
< (1 — 2pa, + Pei |. 
今 选取 ое (o, 2? 多)}。 刚 上 式 右 端的 系数 小 于 1， 因此 “是 压 编 


算 子 , 它 具 有 一 个 不 动 点 ,从 而 (15.8) 有 唯一 解 ， 
问题 (15.5) 是 适 定 的 ,因为 
aU; (0, U) = FU) < NF ily lulls, 


所 以 
Netty < Els" 
& 


Babuška, Aziz (1972) 推广 了 Lax-Milgram SEXB. FIR 
E V, ЖИ, 是 两 个 实 Hilbert ЖЕН], alo, ш) 是 V, x V, ЕЯ 
ЖЕН, Fw) RV. БӨ PE ESE ЕЕ РН 
aU, ш) = Fw), X ip € V, (15.9) 
XH 153 如 果 下 列 条件 满 足 
G) lato, | < ellvlsllelo, vee, wEV 


Gi) inf su р mw) — a > 0, 
ње рі dpi felv lelle, 
(iii) sup lale, w)! — 0, АЁ д ae 0, wE Fis 


"EF, 


BA, (15.9) 有 唯一 解 U, НН 
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lUi», < 2 iF ivi. (15.10) 


TA KAS. 
首先 ,根据 条 件 (和 ,对 尾 意 的 ee Valew) 世上 的 线性 
XE ER. AEA FF, 到 V; 的 算 子 ,or ， 使 得 .erye V,, HA 
ale, w) = Curr, vis ИТА Say, 
其 次 证 明 , Lr CV. YAP. BER (и), 
ll. оу, = sup (С.е, )у, = sup late, w)| 


ЕЕ: МЕТ 
=L 1 ‚ жа 
еу, ИЕ, 


= agllelly,. 
假设 (ero) ЕТ, НЫ Cauchy 序列 , 则 由 上 式 得 到 
eee? — 09001, = ао a t r, > ale — allea 
因此 {2} 也 是 一 个 Cauchy Я, REET аи (Р) 是 V, 
фй Е. 
第 三 ,证 下 СР.) = V,. ЖА, MAF wer (V1) Ж Г; 
的 闭 子 空间 ,因此 存在 o € Vi, поё 0, ES 
(iat, wv, = 0, Wee Vi, 
但 由 条 件 Git), 存在 EV, EB 
LN tos ГА! = | @С гоз) | => 0, 
这 显然 是 矛盾 的 . 
第 四 ,由 于 .sz 一 Vi, 所 以 对 任意 的 mw € Vi, VR ec Vi, 
使 得 .ez 一 ш, НҢ. 
llelly, < »" laol = + [Ж 


PL EE r, EA er | < +. 


最 后 ， 根 据 Riesz 定理 ,对 任意 的 FE Fa， 必 存在 mi€ Vi, 
使 得 
(m, why, = Flew), МЕТ, 
EA жу, = ПЕ. 1Д] U = ta, ШЕ V,, в = et, 
亦 即 
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aU, н) = Fw), week, 
从 而 (15.9) 是 厅 解 的 , 式 唯 一 性 是 显然 的 . 
下 面 举例 说 明 前 面 几 个 变 分 问题 与 藉 圆 型 方程 和 不 等 方程 的 
RA. BRE те", ОВИЕ, НЭЛЯ: Lipschitz 连续 的 . 
#1151 i V—K-HX2), d€L°(2), MEB EQ ЕЛ, 
处 处 有 42-0, FELO. MEM 


alv, ш) = |, (Vz - Vw + dvm)dx, 


Fle) = , fwdz, 
因为 422 0, МЫ або, w) 是 НИЯ) "T 根据 定理 15.1, 
存在 唯一 的 函数 Ue Wa), tet 
ДОО) = min JC»), 


Zr 


或 者 等 分 地 有 


|, (VU - Nw + dUw)dx = j. fede, wé HO). 


(15.11) 

因为 无 眼光 滑 , 有 限 支 集 函 数 的 鹤 间 属于 H), AERD 

已 解决 了 如 下 问题 , 即 找 一 个 函数 UO), PRC EP Хм 
数 的 意义 下 满足 


—AU+dU=f, x€Q, | (15.12) 
TUR U, аР ШЖ, UEI ENS, 那 末 上 式 在 古典 意义 于 
也 成 立 ， 反 之 ,根据 Green AA, ПИН ЕАН (15.11). НА, 
(15.11) 至 少 在 形式 上 等 价 于 下 列 Dirichtet 问题 
m AU + dU =f, кєй, 
U = 0, x€ r. 
通常 把 (15.11) 的 解 理解 为 (15.12) УГ УЖ. 如 果 UG) 足够 
Xil BRE SH TERE. 
AE V = (Q), К = {ve H(Q), e — Ше HO) m 
Uc H0), CET ЕКА ge HIT), «Qv, w), Mw) BOSE 
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(15. 13) 


ХЕ, BB as OV BT IERI LHC?) ЕМЕ ОШ c K, 售 得 
JO) = min JG», 
或 者 等 价 地 有 UCK, 
Í (VU Ye + die dx = | | fwdx, wat К. 
a £ 


(15.14) 
它 又 形式 地 等 价 于 下 列 Dirichlet 问题 
m AU+dU={, хє0, asas) 
U = 8, x € r. 


例 15.2 i V = K = H'(Q), de LO), 并 存在 正常 数 山 ， 
TREO „ЛЕККЕ d > a, fe L2(Q), alv, w) 3H Flw) 的 
ЖАНИ 15.1 rh AAR, DROPS E ec Hm), 

ale, v) > minll, 4} |209), 
所 以 alv, w) 是 НСО) НИМ. 根据 定理 15.1, 存在 唯一 -的 函 
数 Uc H'(QO), ЕЕ ACO) LEVEE Ко, 或 者 等 价 地 有 
» (VU - Vw + 40) dz = | fede, Xo € H'(Q), 


(15.16) 
ERG EEDE ЖЖ FR (15.12). 


如 果 Uc H'(Q), ЖЕН Green 公式 得 到 


| (—AU + dU wd + | 20 45 = | judr, мє HU), 
Je On E 


if 


НИЕ L'€CO) 意义 下 成 立 {15.12), 并 且 对 一 切 we e H'(9), 


ou 
f. On wdS = 0, 
故 有 92 = 0. Ж, (15.16) 形式 地 等 价 于 下 列 Von Neumann 
问题 


— AU + dU — f, r€ Q, 
| r€ T. 


WRV, К, d, 了 和 ate, w) HERE, ge L'CP), 
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Fiw) = " fwdx + f. вй, 
BB AR x AOR) ЧЕН ВЕ RE SUE J F ЯН АНУ 
"E r€ ©, 


— = g, rer, 


# d 号， 则 同样 可 以 找到 相应 的 极 小 化 问题 ， 使 得 它 的 解 
怡 为 上 式 的 解 (可 见 冯 康 (1965)), 但 此 时 要 求 满足 补充 条 件 


n fdx + f. gds = 0, 
#115.3 AT = TO Ur” , mea r O0, Р (v € HD) 
» 0, ETP E}. v, (ду, de L”(0), HAO ЕЛ 
处 处 有 4d20,f€L'(0), 又 设 存在 正常 数 r, Guo ЕЛ, 
处 处 满足 
Ури 2 Po >, ЕЗ, 


= 


其 中 E, 是 任意 实数 .定义 


alr, шл) = NI У! Pul = oe + dvw| dr, 
фин =] і m 


F(m) = n fwdx, 


因为 meas(D) > 0, PL lela БҮТ dels. 根据 定理 
15.2， 相 应 的 变 分 问题 有 唯一 解 U € 了 ， 而 昌 形 式 地 等 价 于 下 询 
混合 边 值 问题 的 解 


一 i (om SU V+ au = 1, r€ 0, 


Imi ӨХ» 
U = 0, cere, 
до -- 0, rcr, 
Ons 


Rh -一 一 7 是 伴随 法 向 导 算 了 ， ap 
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ә ou 
U 一 тї Nm + 
8n, > dd Әх, 


Ж HAY dp = М, Lions (1962), Agmon (1965), Nečas 
(1967), Lions, Magenes (1968) 等 人 的 论著 . 
在 弹性 力学 中 ,经 常 过 到 各 种 类 型 的 变 分 问题 ,它们 所 对 应 的 
权 申 型 方程 可 能 是 二 阶 , 也 可 能 是 鲁 阶 的 ,可 参见 JJakmray, Лифшиц 
(1965), Duvaut, Lions (1972), Fichera (1972a, b) 等 人 的 文献 。 

#1 154 考虑 一 个 厚度 为 = 的 平板 在 垂直 外 力作 用 下 的 平衡 
位 置 UCx)、 设 单位 面积 上 力 的 密度 是 了 
j= Ee 0 i. Е = 8032 + 28) о = А 

121 — o uu 2(a + н)» 
Hod, ate Lamé BRK, ERMC ЛУН Young BHA Poisson 
АЖ. BEM f = О, 平板 的 偏 移 UG) = Ule, x) = 0, Ш 
oh SARE WEA EA. TH, 在 一 些 近似 假定 下 ，U Cw) 是 平板 
BER JOO) 的 极 小 北向 题 的 解 , 即 

ЈСО) = min Дэ, 


ve HÀ 008) 


其 中 
ita = ale, s) — Fir), 


Ov Pw 
‚жу =| Javaw + (1 — (2 — 
alr, w) \, { vaw + ( о) дх.9х, Ox,Ox, 
Фо Ou Oy ou |а 
m =a i Е х, 
Oxi Oxi Axi Oxi 


Fla) = Í. fads, fe L'(9), 


因为 0< о <->, 所 以 atv, w) 是 НСО) FAA. 根据 定理 


15.1, 汲 小 化 间 题 的 解 吕 是 唯一 存在 的 ， 并 且 满 足 相 应 的 变 分 公 
式 , 或 者 根据 Green AX, XX [ЛИЛЕ AME S ULT КРУГ EE 
的 边 值 问题 
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w Fa 


NU =f, x € O, 
lu - 2 a, rer, 
a 


下 面 再 举 一 些 变 分 不 等 式 的 鲍 子 ， 关 于 这 一 问题 的 系统 理论 
MAL. Fichera (1964) 开始 的 ， 
ФИ 15.5 障碍 问题 . 设 з — 2, ЖЖ Cis) 表示 物体 表 
面 。 今 有 张 紧 的 芋 障 疆 在 物体 玫 面 上 ,并 负 有 载 还 f(x)。 在 边界 
ГЕ, ИШ. UG) BRB ABR 
(002000), z€ 9, 
DG) = 0, x € T. 
Ф V = HO), K = (e€ HO) v) 2 GGOT, 


1 ?7 
JG) = f Чу» 270), 


БЯ, ARTE Ar НЕКЕ НЕ o] NE XE PR OSEE ПЕ) ЧА Е НДЕ. 
KU) = min Jie). (15.17) 


根据 定理 15.1, VO 满足 
[vU ve — Wier | Кш — Бах, wwe K. 
ERLER FAS Fen i. 83 РР Green 公式 得 到 
f. (AU + HUU — wir 20, = УСК. (15.18) 


НТ = E K ЕЕ, MAS re Q Bb, — Аб 21. RE 
(15.18) 中 取 w= G, WEB (CAU + J QU — С) 一 J， 最 后 得 
B FFI 


— АО (х) zm f(x), reg, 
U (x) = G(x), x€Q, 
(AU Ce) + Ка) (UG) — G(z)) = 0, reo, 
Wer) = 0, z€ T, 
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же о = OU 8m, 则 又 可 把 上 述 河 题 北 为 下 列 待 定 分 界线 
的 双 相 间 题 
— AU (a) = f(x), UC») = Gls), x€ QU, 
— AUG = f(x), U(x) > GG), rea”, 
U(x) = 0, xz € T, 
$1 15.6 单 向 性 边界 条 件 问题 。 设 —2, UG) BOA 
温度 场 , f 是 热源 ,热传导 系数 为 1. T 一 了 TOUT®, ETO 上 的 外 
(REE n. НАЕ РЕЧНА Е, 又 因为 材料 的 特定 性 质 或 由 于 


自控 装置 ,热量 只 能 内 流 ,所 以 -52 > 0. BRM U > p 时 ,只 


能 是 20 一 0， 而 当 20 > 0 时 , DL Е ВЕС EO PRG, MU 
U= р, KET? 上, 慨 定 有 热传导 。 于 是 ， 得 到 下 列 不 等 方 
程 的 边 值 问题 
— AU(x) = fix), x€ О, 
UG) > б), DOR 0, CUGO — n) 9000 — 
ХЕ г, 


BDU „у, MEI 
On 


ЧЕХ fe LG), a é HRP), ве EO), FOV = НСО), 
К = {о € H'(O)/s Go) по > a(x}. Mic 


Io) = i, (vel? — 2fv) dx — Í, m 
那 末 ,上述 不 等 方程 的 边 值 问题 ,转化 为 下 列 极 小 化 问题 
JU) = min Ко). 


例 15.7 ЕЖЕ ХОРЕ АВЕС 的 水 坝 ( 风 图 
15.1), ДЖАНЕТ ЕР, СПК A029 xD) 和 
z (E), ВХ О ШО ABCD, 自由 表面 CD ВЫ. 在 
CD Е, x = уха) ЕЕК. LEGE AB LAAK. WIE Darcy 
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— 


mm . № 


Я 15.1 
定律 ,压力 头 U(x) = U(x,, xi) 满足 下 列 方程 式 


[— AU(x) = 0, x € Q, 
OU) Lg, r€ AB, 
On 
U = E), e BE, 
(z) = ra EF) x | (15.19 
U (z) = х), x€ EC, 


U (x) = жа, OU) = 0, r€ CD, 
On 


U(x) = xi(D), x€ DA, 
HR @'= ABCD, HE O LER eR W (x), 
a, xr (D) ч х (Е), уба) = r, = xi (D), 
W (=) = I (U — ха, 00) ә (8), 


0 = ox = y). 
可 以 证 明 , 在 马上 有 UG >, МИ W (x) > 0. ХЕ CD k. 


w, OW 是 连续 的 ， 从 而 得 到 下 列 不 定 方程 的 边 值 问题 


On 

—-AW@) +120, W (z) Z 0, 
| (=) (— AW(x)--i)m0, x€ @, (15.20) 
W (z) = gia), T2 


其 中 
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0, x€ EC UCD, 
T (tE) — mn), x€ BE, 
gG) = IE (xz(D) — z), x € DA, 
КЕ) + ФСС) — n) — x), 
x€ АВ, 
寺中? 是 人 坝 流 量 ， 
了 一 一 (СЕУ) — (=,( D) )° 


2(z(E) — x,(D)) ° 
id V = H'(Q'), K = [s € H'( Q”) (а) o 22 0, oly = eb 


JO) = > 3» C[ vel? + 2e)dx, 


则 上 上 述 不 等 方程 的 边 值 问题 转化 为 
JOV) = min И»). 
MRA ER Же ДЕ АБЕ y(0. Ир О НИЕ: UC) 是 
ve.) = min z;| W (x) = б}, 
Q == {x/W (x) > 0}, 
UG) = x, — эк) 

fy RSI кшк RE, M 
Tü н] BE ARTS (М Baocchi, Comincioli, Magenes, 
Pozzi (1973) =). 

美 于 变 分 不 等 式 的 工作 还 可 有 而 Майа: (1931), Lions, Stampa- 
cchia (1967), Brezis, Stampacchia (1968, 1973), Lions (1969), 
Brezis (1972), Brezis, Duvaut (1973), Фикера (1973) 等 人 的 
te. 关于 发 展 型 变 分 不 等 式 ， 则 可 网 Liens (1969), Brezis 
(1972) 和 Duvaut, Lions (1972) 等 人 的 论著 。 


уса), r€ O, 


15-2 有 限 元 的 一 般 概 念 
最 早 采 用 有 限 元 方法 的 是 Courant (1943), Argyris (1954, 
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1955) 和 Turner, Clough, Martin, Topp (1956) 等 ,其 名 称 来 自 
Clough (1960) 的 文献 ,本 节 先 从 有 具体 例子 谈 起 。 

HORA (а, mn) 上 的 有 界 区 域 , 它 可 分 禄 成 有 了 根 个 矩形 
BUMI. ТЕЛЬ SBA. MATRA TRE sk Ж TTE , aÉ 
АИ. ЗВОНИТ. 又 设 每 个 
IERE ZE x» DARE hus 顶点 坐标 是 (hs Аба). ЕСА, h) 
XORADÉ {x imm Ste = (t FWA. m= 1，2}。 作 仿 射 变换 

tn =, m = 1, 2, (15.21) 
WHE Е(л, В) 变 成 单位 正方 形 Оз = 14/0 < 4, S< 1, m = 1, 
2}. ЕО; 中 可 ИЧИ DD K Cia р, Ri BAER FE SE 
EAX, 


PCS, $,) = ¿+ cË + съ + oath, (15.22) 

如 果 用 它 在 顶点 上 的 值 来 表示 e. 则 有 
PON, 4) = C1 — 2) (1 — РО, 0) 二 (lO РЕ, 0) 
+ (1 — £)£?2(0, 1) + ЯР, 1). 

Haas (15.21), 2(4,, 22) 变 成 ECA, А) CAR., ОЖ 
MASE, MESES LR 6.6). RIG Rhb6 k 
жіп V, 对 于 每 个 ЕТ, ERB e, Е ЕКА 
定 ， 这 些 值 被 称 为 广义 座 标 或 自由 度 ， 若 共有 个 网 格 项 点 ， 则 
£im(V,) =N. ХЕ АНА РЕЈА Е, рабат, ху) 
EME BAM TBA LWA EN, БИШ VC CCO),. ЖЕ, 
PFC ES3。 因 为 公 翅 顶点 上 的 函数 值 作为 自由 度 ， 所 以 它 是 一 
次 Lagrange 型 的 ， 这 类 V, WAAR RH 


pv (xu, x) = p (5 — hs Xa. is), (15.23) 
hi ha 


其 中 
(1— |4])(1— 150, 当 [21 <1, 
pth, o=] 14] < 1, 
9, FA. 
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述 可 以 采用 高 次 Lagrange ШАНИН РАКЕ Vi, 
”并 实 际 问 题 由 ,有 时常 要 地 隙 数 的 某 些 导 数值 也 作为 自由 上 旗 ， 
它 被 称 为 Hermite М. 其 中 最 简单 的 是 Adini 型 (М Adini, 
Clough 《1961))， 寻 在 每 个 ЕС, n) m, 

P(x,, x1) = Palai ху) + axle, + fxi 

其 中 sin. z) 是 完全 三 次 多 项 式 , 并 且 以 网 格 点 二 的 函数 值 和 一 
阶 导 数值 为 自由 度 ， 下 面 来 寻找 它 的 基 浮 数 ， 根 据 变换 (15.21), 
又 把 问题 转化 为 寻找 在 Оз 中 满足 下 列 条 件 的 函数 ФИФ, £2, 
¿= 0, 1, 2, I | 

G) ÆA (0,0) Е, фо, 4) КИН 1,8 Bt id ем 
НЕ, SER ЛДА... фа, 4) 及 其 一 阶 偏 导 数 的 值 全 
NE. 


Aen. . — 门 fp。 - Head. a — 


Mol hi, 1) = Ce, + cs + си) + (er — 3) 8 
+ {сш + 2)41=0, 
Poll. 22) = (eq 十 6 + сш): + (es — 3) 
+ Cen + 2) = 0, 
A a = —1, ep = са = 3, co = си = —2, SE 
poli, $,) = d — 30 + 41) — 20 t 2(8 + 6) 
+ 30238, + 2,48) — 2044, + 2,83. 
RHA 
pita, £1) = A,( $, — 24 一 £2, + E + 2214, 一 £34), 
pls £) = A(t, — 221— 2,2, + $ + 28,83 — 2,43), 
基 后 ,通过 变换 (15.21) ,就 得 到 对 应 于 网 格 点 (FA, БВ) 的 三 个 
A PHB 
gv Gs m) 一 | 
0, an, 
其 中 Elis b) ARA Gho Ыз) ЮВЕ, — H 
APT. AETHER (n. z) € V,, WA 
Palri x1) = > („б һу, hh phe? (хау, za) 


[PE 


w GU, håpet? (r, хз} 


я 
4 (ЛА hha py? (x, х:)). 
2 


容易 验证 EeNNN). 

在 实际 计算 中 还 更 多 地 采 上 用 三 角 训 分 ， 办 为 它 更 适用 于 不 规 
由 两 格 , 并 且 能 较 好 地 逼近 复杂 和 榴 边 异 . 

假设 ACM, x7. x77 是 以 xU, x7. x9) TRA = f8 
2, EVRY Wage MU, MO, M, КВ di, dn 
中 ， 三 角形 的 面积 是 已 。 设 хє ACH, х, x50) НР D, Я 
D, ЭНЕН A(xQx 78,79), Aler”, x97) 和 和 Ale, хо, 


2?) 的 面积 ， 令 ш, MJ 2,20, B + Li L, = 1. 
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FAT х 1 (La Lu Ly) 一 ,一 对 应 ,所 以 可 用 后 者 作为 * BU Es 
фк EURO IE PES, ШИ 15.2， 国 为 


图 15.2 
1 xf? 0 | Та n 
2D _| 1 ox(9 xS 2D,- i1 a xU, 
| 1 xi? xp |1 xt? xh 
1 х{0 xP 1 iP? n 
2р, = |1 жу xij 2D; = |1 xí? xf? 
1 rP x$ l x, x 


ATLA 
L, 一 55 (б? — ал) + Са? — xs, 
+ © — жж, 
L; 一 55 ((«{ — у + (XP — xiu, 
+ Gi" — Pn), 
L: = yp 一 + GP — Pa 
+ (xi?) — баз, 
以 及 
Im = Y Ll) m = 1, 2, 


X H Ж ë bis BRAK КЕРЕ Д] 
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= ар ау Әр 
os ap [= 8L, GP 


+ бю — a) г], 


o 
Ox, 3D 


— i” + (D. Vu0y _ 
(219 — xf ) an Caf x) aL 


+ P — 2) 可 -|. 
现在 用 六 表示 aD 的 对 边 的 法 向 导数 ， 由 x 作对 边 的 垂 线 ， 
Pity MU. На Gem M” 与 MO 的 代数 距离 ， 当 МО 与 z 
在 同一 侧 时 ( 见 图 15.3), & > 0; ЖИ] а, =< 0, Vida = P 类 
亿 好 可 定义 uu 和 д. РЕ 


8 di a 8 a ) 
一 全 1 1 -+F CL + zz, 一 2 — |, 
区 4D (c m) OL; ( m) 8L, aL, 
9 — 4 ( 1 a ) 
= = 一 c 1+ 020), 
On; 4D ( m) aL, ( Pa) - PL OL, 
Ө di / a ) 
2 = (1) 2 +ü +e) 2-22), 
B" 4D (‹ m) L, 人 из) OL, OL; 
(15.24) 
ЖУМА 
їду ЗОРИ Pat Ps} 
Af DD OD) | (f, o- Pa- P5 4-2)1 


有 了 上 上 面 的 各 组 公式 ， 就 很 容易 得 到 各 种 播 值 函 数 空 间 Va. 
Courant (1943) 操 出 的 第 一 个 有 限 


xU 
元 ,就 是 采用 三 角形 齐 分 ， 并 以 zt 
上 的 六 数值 作为 自由 度 的 ， 此 时 对 
任意 e € V4, x € A(xU, x03, x), 
都 有 
3 . ^ 
вах» ху) = > Liv (a), * мо MU х 
?=1 
(15.25) 图 15.3 


^ $07 = 


若 采 用 二 次 Lagrange 型 插值 ,并 以 x“? М 上 的 函数 值 作 
为 自由 度 , 则 对 任意 钧 see V4, m € AGM, 40, 209, BH 


a 
taltiy x1) = >) (L (2L — Deg) + ALL МУ), 


1=1 
其 中 L, = Li, L; = Lis L, = Ls 
容易 验证 ,用 点 次 Lagrange ШНА АУУ „< C(O) NIFC), 
{Н ГЕ). 
如 果 采 用 二 次 Hermite 型 插值 ,并 以 xn ENGR МО E 
的 D 的 值 作为 自由 度 ， 那 末 得 到 另 一 类 Va. WER we Va 


EA, rP, x0), 都 有 


E] 


Palris ху) = У! (mies +8, а (My), 


isl 
其 中 


ч = L} + а Toma)Libgy + Fm) Ln 
1 
+ 2 (2 — + 7 Higa) Ёл зЁлл+з„ 


2D 
fim Lint Lui) i= 1,2,3, 
р 


按照 上 述 方 法 构造 的 空间 Vy ИК Moe BAY, НТ 
每 个 三 角形 的 边界 , eli, x AER Ve CLO), {8 V K< 
AQ), 

还 有 许多 其 它 类 型 的 了 as, 例如 Zienkiewicz 7, Argyris 型 ， 
Hsich-Clough-Techer Zi, Fraeijs de Veubeke-Sander 型 和 Bogner- 
Fox-Schmit H, ЖЕНУ НУ] E Sander 1964), Clough, Tocher 
(1965), ИВЕ (1965), Fracijs De Veubeke (1965, 1968), Bogner, 
Fox, Schimit (1965), Zienkiewicz (19715, Nicolaides( 1972), Cia- 
valdini, Nédélec (1974) 和 Саше (1974, 1978) = A Diez, 

ТЖ IES. YE "Илл ТЕ 
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HERA (E; SZ, Р), BHE, S, P 有 下 列 意义 和 关系 ， 

(i) ЕЕ” 中 的 一 个 子 集 , 其 内 部 二 非 空 ,并 有 Lipschitz 连 
RAR. 

GD ef 是 一 组 定义 在 CE) LNRM MRAP, 
(1 1 « №) 的 有 限 集 合 , 它 被 称 为 有 限 元 的 自由 度 . 

Gi) РЕМ Е 8 A 的 函数 РС) 所 组 成 的 空间 , Ceo 是 
P 唯一 可 解 的 ,也 就 是 说 ,对 于 尾音 的 一 组 or(1 < e ND. 都 有 
唯一 的 函数 рР(ж)є Р, EB ip) =, (1 1 6 №), 等 价 
地 说 ,存在 № ТЕЖ ple P, (E$ Ae) = бы. 

显然 ,对 一 切 р(х) € 已 ， 都 有 


iva 
PG) 一 Ут guis), xe E, 


在 前 面 的 例子 由， n—2, ERS ABR. ЖИ, Е 

EAR S XU oho 一 般 由 下 列 形 式 的 证 函 所 组 成 

10р) = px, 

Ср) = Dela") + gn, 

Lip) = Врба). (ЕГ, ЕШ), (15.26) 
其 中 =, ү”Ф, "Фе E, ЧЕТА En. Ep En 是 常 向 量 或 
上 由 有 限 元 的 几何 所 决定 ， 站 wk，- тр) 是 一 个 = 阶 导 算 子 
的 了 线性 齐 式 , 即 


D'w Qm, т... ar) = П (> oa 8 =. 
zi 


qal = Ox, 
如 果 自 由 魔 中 只 包 售 c^ BAA, WREE Lagrange WAR 
元 ,否则 称 它 是 Hermite BARR 7. 
Rik ¿GO ESAR, AED A 的 插值 算 子 Ieee Р ж 
A 


Sf (Tee) = 57,00), 1 =< ! = №, 
显然 有 


Hervis) = У: Liepa), 
1 


如 果 EU 一 Е, Па 一 Tip, PU — PO, Wis (EY, 
c, pU) 和 (EW c^, po 是 相同 的 . 
ik (É, Z, P) 和 (E, sZ, P) BHM (15.26) BEL HS 
E ALEEA НО BR > 一 Fa) = Be +b, EE 
式 成 立 , 则 称 它们 是 仿 射 等 价 的 ， 

E = F(É), 

xU = F(£"5, rb = Fie), rod — Fg", 

Ep = Bel, Ep = Bey, En = BEL, 

P = (РОО) — PE (жу, ВЕ PH. (15.27) 
Bz (В, 2, P) RAME, Е, se, Po (15.27), WCE, 
s, Р) 一 定 也 是 有 限 元 . 

定理 15.4 Шш (A, 2, В (E, Z, P) 是 两 个 仿 射 等 价 
MARC. AO 是 前 者 的 基 函 数 , 那 末 poo = b, F GD) 也 
一 定 是 后 者 的 基 函 数 ， 又 如 果 ，” 和 3 ROB, HA oer, 
《 即 对 一 切 х= F(t), MA oe) = 5(#)), BH 

If ;v == Пад. 
证 明 Н (15.26) 得 到 


Hv) = У) eae) + 93 (Bola) - Ez er GO 
i Pas 


+ Убе") - GU, ED GIL, 


HERI 
MM. 又 根据 复合 函数 的 求 导 规则 ， 


Hao (к) 一 У 6(27)o;QO) DDE") - Er (0) 
H Lf 


+ DD A) En, Ears 


Tak hn 


WEE (15.27) 488. 


ans r ae Tor oa gery ae 
Паб) = Уф) + У {DaO Sh eZ) 
7 ht 
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+ SB ee) GEL 
mm 


= Hi) i). 

一 族 有 限 元 称 为 仿 射 族 的 意义 是 ， 如 果 它 所 有 的 有 限 元 都 信 
射 等 价 于 一 个 单一 的 有 限 元 ， 并 称 这 单一 的 有 限 元 为 这 族 的 参考 
有 限 元 . 

可 以 把 上 面 的 结果 推广 到 更 一 般 芍 情况 ， 有 限 元 (E, Z, P) 
НН (Ê, 2, Р) BSS SK, RE RIS 
х= F(), 

F(#) = (Eå), +, F(2)), Еи) Є É, 
使 得 E= F(É), P = ie(e)/e@) = pF“, pe B3, ЖЕНЕ 
度 也 满足 相应 的 关系 ,例如 当 (E, 2, P) 是 Lagrange 型 时 ， 
=Z = is sep = PPE, 1= = N). 

如 巢 一 族 有 限 元 中 的 每 个 有 限 元 都 等 参 地 等 价 于 一 个 单 - -的 
有 限 元 , 则 称 它 是 等 参 族 .这 个 单一 的 有 限 元 被 称 为 参考 有 限 元 . 

实际 上 ,等 参 有 限 元 并 不 是 究 先 由 所 规定 ,而 是 由 М 个 不 
HHG zt ЫЫ 由 度 来 决定 。 对 于 Lagrange 型 有 限 元 来 说 , BI 
HH F(A) = P 1 NS) 唯一 地 决定 了 F, ME 15.4, 

对 于 等 参 有 限 苑 ,成 立 与 定理 15.4 和 对 应 的 结果 . 


хб 


axo 


图 15.4 
15.3 Соболев 空间 的 插 慎 更 论 
为 了 估计 有 限 无 的 逼近 误差 ,需要 应 用 Соболев 空间 的 插值 
+ 51i . 


Wit. 用 Pt BAKOLASAMSMAWEK, ABS 
THQ) = WH9(0)/P(2), 
它 的 元 素 的 范 数 是 
рер) == int [е Река». 
3S НЕ STRE SL o | peres OLE e B ó PJ 3840 38 rh Bú Я, WA 
lalritiew = lel utto, 
818 151 存在 正常 数 (Q), ERAH oe TPQ) 
Пато са S a (O) slat tras 
WEB] Ж N= Dim), Fm М) BP, WERE 
疗 和 的 一 组 基 ， 根据 Heho-Banach 定理， 它们 可 扩张 到 整个 空间 
ИАС), КОЖ F, ， 使 得 对 任意 的 РСК) ЕР, SER 
POCO = 0 №, ДН Р.ф) = O, LSIEN., 又 因为 对 任意 的 
РС) ЕР, ВО qtx) ЄР, 89 PRO + 2) = 0, 因此 又 把 
iR RA TERA, 1—0) e € W PCO), 


оће © eC) (Altero 23 1ЕКь)| }. (13.28) 
^ tet 


SAL CUS.28 ут, ДРЕ ТЕРЕЗИ (o3, v € WACO), 


lle] piter == 1, 


ЗЕ. | 
im( 1 оз + У Ро) 1) = 0. (1529) 


FEM 
因为 (e wo) h ESO Я, quA Ио) 到 
W'^(Q) RUBRA IEEE SAY, АТВ о Y УП „А 1e) Al ое 
Ита) EE 


lim lg, 一 РЕТ == 0, (15.30) 


+. (15.291 £t 

lim ley} pitie = 0, ` 
A ИСО) SEN. UE BEI ЕЯ (15.30) ДИЙ, Ve 在 
ино) 于 是 下令 的 :并 且 对 一 切 lel = K+ 1, 
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Drle == lim Пиво» == 0. 


所 以 , 当 |а| = K +1, Ри = 0, Xp (15.29) 得 到 
F (s) = lim Fi(v,) = 0, 1=! = N, 


从 而 vlw) = 0. (ARS lle lett ea 1 矛盾 的 ， 

Bramble, Hilbert (1970) 证 明了 下 列 结果 : 

引 理 15.2 Gis Fle) 是 W*""*(0) ЕЕ, Я 
且 对 一 其 РС) ЄР, Р(ру—= 0, ВЖ.РЕЕНЖ c (Q), 使 得 
对 一 切 ve wt (ga), 

| FGOI = of QF lel ett eco, 

其 中 中 省 dean wet ce) ay shee 2 RAE, 

证 明 1—07 Р(х) Pi, 

|F(e)| = [Fle + PÓ SFI o + Plu eco, 


所 以 
IF(e)| < ЦЕ [Забо + Piet hea, 
PEP, 


于 是 ,应 用 引 理 15.1 即 得 所 证 的 结论 . 
如 果 空 间 F Ж] 3. dEXESR REA НО, ido м. 
31% 15.3 (pk WEP(00)c—>W"A(0),.ey Е ИА Q) 
到 We (QO) ERAT, RMI All П 3$ BOSE ЯР € 
Py, cx PGO 一 PCx)， 则 存在 正常 数 A0), GEEXI— 8] 
se WCO), 
都 有 
|e — el hurt SS С) — er lolo ltteer. 
证 明 设 el 一 *， 江 对 oe WACO) дЕ ВАЎ 8 CO, 
g = sign Dv — e v) Do m a e 


Шке L*(0), 其 中 = 十 5 = 1, LEEB Fe), 


F(v) = » gD'(v 一 er v)ds, 
则 有 
LEGI sS [бе — Le ez 
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ell .mssteo. 
因此 F(z) Е ИО) БА ЧЕ В, ЭН. 
[FI s Wate oll? — elle. 
MIN AM PCr) EP FO) 一 0， 改 由 引 理 15.2 得 到 
[E «сс ӨР» |+ a, E Coa Ея сот? 
一 of lle le utt. (15.31) 
HT ЕС! = De — car v) Eso. 
elus = ID" — ef Kg › 
iL н (15.31) 得 到 
[De — care hw Sz ex]! || 
并 由 此 推 得 引 理 的 结论 . 
下 面 来 估计 有 了 跟 元 插 信 函数 的 误差 .区 域 2 与 总 被 称 为 是 仿 
射 等 价 的 ,如 果 存 在 可 送 变 换 
x= ЕСФ) = Be + b, 


fit} O = FCS). 
引 理 15.4 rot OR АЕ, ME 
下 常数 et, п), 使 得 对 -一 车 eHW О) AI йе wr), 部 


“fs 


“A 
[21а Sear, 2) B TADet B| 75 - Jojka 
Lows < er, aiB Det B|? - [Ply 8), 
这 里 的 1 中 表示 Euclid #596. 
证 明 设 |а| =r, WA 
D*e($) = DACA) ` (ешь ttt ts 
其 中 ee HA? 中 的 其 些 基 向 量 ， 我 们 有 
|Dé(e) | = roca)? = supi Daa) (8, с, 8]. 
Ern 


BA. 


ind < (|, A DEUM 


< «GT, йг мае)". (15.32) 


ЖАКЕ 


又 由 复合 函数 的 求 导 规 则 ,对 任意 的 EERS 1 < < r, 

Pro (+) T (E. "`... £,) — Doe) (BE,, ME Bz,), 
因此 

[б\г ө) < 1079 (е Bl. 
从 而 
[посе йчае < pare СРС, (15:33) 
由 积分 换 元 公式 得 到 
упс оная = (Decay | Breed eas. 


因为 
Dre (x3 < etr, путах D“ Ge) |, 
所 以 
({ бое! = er, 2) ||. (15.34) 
把 (15.32)—(15.34) 结合 起 来 , 即 得 到 第 一 个 结论 ， BH 
可 证 明 第 二 个 结论 
为 了 应 图 引 理 154, ВЫ FR 25 ALK (h TF [В| 
m 18-41. JB^oX O DES, ро 表示 包含 在 如 内 的 所 有 球 的 直 
eH LWA. МЕХ ha Ж рд. 
5|x8155 我 们 有 
ИЕЛ < be s 187 = ^$ 
рд’ po 


证 明 RUE 
Bl < L sp 1881. 


,对 于 满足 [El = es ПЕНИ E, 必 存 在 b 006 0, 8: 
得 £0 — gD = s, 见 图 15.5. MAH F(a), Fien Я! 
BE = (40) 一 F(2®), PR ВЕ < 和。 从 而 得 到 第 一 式 . 类 
个 地 训 证 明 第 二 式 。 

定理 15.5 ik (2,2, P) BPA, Z, hZ # H mi 
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Па SR, * ЖП А НЕҢ Т.Е Н. 

Ик Вус „С'(Ё), (15.35) 
Witir Вус. >И””4(Ё), (15.36) 
P,cPCw 4B), (15.37) 
则 存在 正常 数 eR, 7, РВ), № 
得 对 所 有 仿 射 等 价 的 有 限 元 CF, 
LP) 和 一 切 e€ СЕ), # 
有 

图 15.5 E 一 Hee (роу =S elk, c Ё) 
hie 


- detras, 


X (meas( E) 3-1 E 
这 里 Hex) 是 vtx) 的 Ps 18. 

证 明 AP ch, 2 dE P ARR R РОЯ € Prs 
Hap(R) = POR). ШЕЕ 5 PAE 


Hj(£) — УФК) + $3 52an) - Eher) 
Н das 


TO») (DaO e EN, En pu). 
Ia 


Tw? )с СЁ), ВОИС В) ,所 以 H a ЖЫ И C CE) 
到 ИС) 的 线性 连续 算 子 . Ab, 根据 引 理 15.3, X — 
sewe E), BA 
{6 — Bgd че, < СЁ „SÊ Ё) bl + я, (15.38) 
pL 
НЕР Ё Ё НН), s — Wee = oHe, БИШ), 
由 引 理 15.4 得 到 
|» — Tye | наску S etr. DABA DerB | |2 


— Пад |у). (15.39) 
Re | 
(Ol keep Sok + 1. п) ВАН DetB | F |o |у, 
(15.40) 


把 (15.38) — (15.40) 结 人 台 起 来 ,再 利用 引 理 15.5 和 
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[рев | = meas(E) ， 
теа} 
就 证 明了 林 定 理 ， 
ABB ДЕ (Е, wf, P) 被 称 为 是 仿 射 正则 的 ,如 果 它 满足 下 列 
kit- 
(i) CEDI E: 


Gi) HET EBM ВНР Е, PI mo 
pE 


(ii) Ag — 0, . 
ЖЕ 15.6 15 (E, w^, P) 是 仿 射 正则 的 ，(15.35) 一 (15.37) 
对 参考 有 限 元 成 立 , 则 存在 正常 数 cu， 使 得 对 族 中 所 有 的 有 限 元 
和 一 动 ecw "(O), ВН 
je 一 Hae | wet) = cota 
注 记 15.2 BO (15.35) ЖАНРАХ, RIJE 
4 — E XE SEXE, НР, Streng (19722), Hilbert (1973), Pini (1974) 
和 Ciarlet(1978)5& ЛЕХ. 
等 参 有 限 元 族 被 称 为 下 次 等 参 正 出 的 ,如 果 它 满足 下 列 条 件 ; 
G) ТЕБЕ И АВ r= F), н + 
单一 的 参考 有 限 元 得 到 的 ， 
Gi) 存在 正常 数 cu 和 cn, 使 得 
cu" x JG» Sou, 
其 中 JO 是 FO) WA Jacobi 行列 式 ， 
(iti) 存在 正常 数 cs， 使 得 对 一 切 |а < £-+ 1, 
[D^ F(£)| = cah", 


ИСИС 
"EATE |w ыру, 


(iv) hs — DL 

对 于 等 参 正 则 有 限 元 族 , PARAM TIE 05.6 HER, BM 
FR ee: 

定理 15.7 Hi (Е, С, РЕ ТВ ЕЛИ, Р 21, 


&+1> 5, Ра ити, He em Pe d 


#0617, 


(i. TOK, ИЕН сз, 使 得 对 族 申 所 有 的 有 限 元 和 一 ED 
ve wc), 


|e 一 Dev | ys (E) < Ce 


15.4 Галеркин 方法 


本 有 考虑 问题 415.5)， 其 中 V, ely, w), Fw) 满足 定理 15.2 
HERR, UREA. BE V. 是 让 的 N 维 子 空间 . 所 谓 用 
Галеркин 方法 玉 (15.5) POE TER POR us € Va, 使 得 

аби», wa) = Fiw), Stee, € V4, (15.41) 
根据 定理 15.2, IE DE YEXEBU. ЖЕШ qtw) 表 示 玉 ;的 基底 ,并 令 
ua x) = M Hap; Ce) 3 


RA (15,41) GEST a. 约 线性 代数 方程 组 ,其 系数 矩阵 
是 A= (Ан), 其 中 dg = ale, pi), Ae Б, JE YE bm 
Fp), OUR або, ж) 是 对 称 的 , 则 4 也 是 对 称 的 . 

Михлин (1957, 1966) FARE h T RARE, Céal 1964), 
冯 康 (1965) , Varga( 1966) 和 都 独立 地 给 出 了 对 称 情况 时 的 一 些 误差 
(hit. Zlámal (1968) 则 讨论 了 一 般 情 况 。Birkhoff, Schultz, Varga 
(1968) 得 到 了 下列 结 果 : 

ESR 15.8 ИЖ us 分别 是 (15.5) Я (15.41) 的 解 , 那 末 

[0 m tally «A inf lU -一 vally. 


Hg VACHE 
证 明 ЕН (15.5) 和 (15.41) 得 到 
a(U — ug, ws) = 0, M. tps € Fas 
ИН] en, € Fa, 
aU — s, ||; sx alU — и, U — нь) = alU иһ, U — v4) 
= аи вО — valle 

由 此 即 得 所 证 . 

注 记 15.3 如果 atv, w) ЕК, MIJ Ca) 一 iin А»). 


[БОЯ BJ wa € Va, aQU — ux, wa) — 0, МЫ нь BURA 
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alors va) FEV, LR A 
a(QU — us, U — ux) € inf a(U — raU — và), 
at Fa 


从 而 得 到 下 面 较 好 的 误差 佰 计 
WU — wally = "EE — rlr. 

Aubin( 1967), Nitsche( 1968) ЕШ T — 25, RU fe 55 4-3 
间 中 得 到 更 好 的 误差 估计 . Ж НЖ—4- Hilbert 空间 ， 了 = H, 
МУНА А TERR ЯСО ран вн’ 相 - 牧 ， 
Jü, HRT 中 的 一 个 子 空间 相 一 致 ， 设 Рен, Д 

(Е, Dal = КЕ 宏和 由 false 了 
ВАН: Bh ec V (Fy 定义 了 一 个 元 素 Fev. 映射 FE 
HF eV 是 一 个 典 人 ,因为 如 果 对 一 切 sE V, WA (Р, on 一 
6, UV ЕН YSERA ee Ы, (Е, ee 一 0， 从 
ПП F = 0. SAEF E F 视 为 一 体 , 即 写成 
(F,e)u= Flv), МЕТ, МЕЕН. (15.42) 
定理 159 BU HORT AO Pk , MI 


(U — «ln < alU — sav (sop. inf Il — БЫ |), 


其 中 对 任意 &ЕН, pe V 是 下 列 共 疾 变 分 问题 的 解 


alw, E) =(g,), xw cV, (15.43) 
WEB] 我 们 有 
JU — walle = sap le t: 一 adal (15.44) 
res 1 


可 仿 定 理 15.2 EHR, (15.43) 是 唯一 -可 解 的 . 因为 U — cV, 
FB alU — нь, Е) = (g, U — us. 及 对 一 切 £,€ V,, aU — 
tias Ea) = 0, PLATE 

(g, U — upju = a(U — ив, E Еһ), WERE Va, 

|(g, U 一 upal < alU 一 nally in Ns 一 Eallv. 


FUERA (5.44) 即 得 所 证 ， 
在 实际 计算 中 ,还 经 常用 ate, w), FiGe) KEH al, w) 
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和 Е.С), РВЕЗЕ ЗВУ Mae Fa 满足 
aa Ca. wa) = Files), Mac Va (15.45) 
Strang (19726) 证 明了 下 列 结果 : 
定理 15.10 Bik aly, ш) 是 Vs BM HEE а, 
使 得 对 一 切 АЯП vae Va, BA Allee S< akri vh BEEE 
与 无关 的 正常 数 eu. (EP 


IU —aally<e, ( int {NU — ө]; + sup (ena) adrenal | 
| AETA ui læ ally 


+ sup Flw 一 Pape), 


ZH IER T, 
WEBA 对 一 切 v; € V, 
d] 8s 一 valli = aaa — v4, By — t4) = alU 
— v4, 8. — ty) + lans, н» 0) 
alta, ив — Vad} + {Fala р») 
— Fla, — va)}, 
因此 
aja — rally aU — easily 
+ jaken, н» — vn) — alent, — v4) | 
lus — walle 


+ Esta s) — Fda 0) < ¿JU — valle 


fac; 一 || 
+ sup [а( олу t4) — ases, wa) | 
wat VA ге» || 
+ sup | Fila) 一 F(w)| 3 
wa EA ЕДЕ 


把 此 式 与 三 角 不 等 式 
JU — salle = JU — valle + ds — оу 
结合 起 来 ,并 对 于 we V4 在 上 式 取 下 确 界 ,就 得 到 所 证 明 的 结论 . 
下 面 以 二 阶 抽象 问题 来 说 明 上 而 结果 的 应 用 . 设 Y = НКО) 
в НКО), 如 是 多 面体 ,并 用 三 解剖 分 的 仿 射 正则 谋 Oa RE 
620° 


它 , 族 中 的 全 部 有 限 元 都 仿 射 等 价 于 参考 元 (上, Z, Р), HAR 
EE S? 让 至 多 出 现 ， 阶 导 数 ,把 由 此 得 到 的 有 限 元 空间 记 为 Fa, 
Alle 表示 函数 。 在 V, 中 的 投影 ,于 是 

Пле |в == Hg», МЕЕ Ci. (15.46) 


注 记 15.4 452.8 C, B= Gea. de ei 22 o 
Pz 


等 价 于 Жапы! (1968) 条 件 ， 即 存在 负 0， 人 使 得 对 一 切 二 和 
Fetes}. ИЛА Өк > 0. Sh LE, Synge (1957) BE 
注意 到 这 个 事实 ， 此 外 ,还 有 Strang(1972a) 的 一 致 性 条 件 ，Jamei 
(1976) 条 性 等 ， 
今后 用 站 表示 max ñz, 
Весь 


定理 15.11 假设 {Cs} 是 COS fs 850583 We, 
P,CPCH'(£), H* CB) C(É), HRS 1, PRA U < 
НО) MAES $ НЕ c, EB 

[U — aluo S св IU |н. 

WES] МХ У, СК), Pe HP'CE), @ РСР, 又 因为 
H*UCÉ)C CCE), ЖЕЕ TIU. № (15.46) 并 在 定理 15.5 中 
Ф p= q== 2, r = 0,1, HBR 

Шш 一 Пе = cht QU [аруу 
]U 一 HeU |ы < сай нк, 


因此 
IU 一 HeU | at; = сл] U | atthe, 


从 而 


‚ $ 
М — Ulla) 一 | > 一 пье) 
` БЕСА ` | 


= ey i U uta, 
最 后 应 用 了 定理 158, 
关于 这 方面 的 结果 还 可 网 Babuika, Aziz (1972), Strang, Fix 
(1973) 38 AB CEA UG ТЕ LB sE SU EDR HA" CE) C£), 


* 621 * 


44> > 二 一 工时 , 它 是 满足 的 ,否则 有 较 弱 的 结果 ,例如 下 面 


的 定理 . 
定理 15.12 Bi (Care CO) Жа нБ, 
РОЕРСНЧЁ), s=0 a1, Ue V, V = BO) WHO), № 


llm Ц — манка = 0. 
m 


WEBB 记 з = Ио) ду, WM (В) СЁ), 
Wie ÊH E), WR ÉEERB 15.5 ipd p = 00,4 = 2, k= 
r— 1。， 从 而 对 任意 的 eco, 

[|> — Пее |у s cr meas( F))*A |2] нї: (вуз 
НОМ &— 0g. lle Hrzelutg; + 0, 另 一 方面 对 一 切 A3 ve 
F, 
ÑU — Iyellateoy S lU — slano + v — Пу ако, 
因为 s EV rh icd A OM, О — nal 一 0。 最 后 应 


用 了 定理 15.8. 
FEH Aubin-Nütsche 技巧 来 得 到 L PARES (8 
i. 如果 对 任意 的 EX) (15.43) Ш £ € CO) ПИ, Я 
存在 正常 数 ca, E 
УРОН (15.47) 


АДАТ ХЕ ТЕ ШИ, 

定理 15.13 假设 {Cs} 是 O ZARA EE, 
п 3, з= 0, 821, Uc H'(Q), P,CPCHY(E), WRM 
(15.43) 为 正则 时 ,存在 一 个 与 如 无 关 的 正常 数 o. EG 

(U — salio, S et TU Lytton 

证 明 Aon <3, БИ PO CCL), EER 15.5 中 

令 ра д == 2, Қ т == 1, RA 
ПЕ 一 Нынче < Coh lE ыч. 

因此 ,由 (15,47) 得 到 


кыр 一 ЕА|[нчо› = сиё ls H (G) = вас Ека, 
ЖАРА 


"aie 


最 后 由 定理 15.9 和 15.11 得 到 
Lv 一 в» llera = асасы — hj [со 
S megeen AHLU | utens. 

还 有 不 少 关于 在 LOR LO), оосо rh giri ik 
计 的 工作 ， 例 如 可 见 Bramble, Thomée (1974), Bramble, Schatz 
(1974), Schatz, Wahlbin (1977) 和 Ciarlet (1978) 等 人 的 论著 . 

下 面 更 具体 一 些 , 即 想 定 У = H'(9) ый V = НКО), 

або, ш) xm » ( M Vul ou ar) dx, F(w) = |, fwdr, 


m.-1 Өх, 
其 中 vw E WELO), fé (0), Hoh 422, &-l2 0, 
并 存在 正 数 mw， 使 得 在 @ 上 几乎 处 处 有 | 


У Voth =} = Pg > gi, 
m.-1 m=] 


在 具体 计算 时 ,用 数值 积分 代替 za Qo, ш) 和 FG). DARE 
(15.45). 

定理 15.14 假设 [C,) R: C'(9) 类 的 三 角 齐 分 仿 射 正则 族 ， 
P= P,, k>1, Ht'(Ë)c—>C'(É), U e H*(Q), # Ë rh 
用 数值 积分 ,使 得 记得 的 aslv, w) ЕЖА — VHA 2E BOSE 
PRE Pea, ROARED ВСУ IRA POUR TK 


Ui — Halako s cof LU latan 


+ D Днес Тао + өөн). 


有 关 的 工作 还 可 网 Strang (1972b), Strang, Fix (1973) 等 
人 的 文章 。 对 于 等 参 正 则 有 限 元 的 情况 ， 也 有 类 位 的 结果 ， 可 见 
Ciarlet, Raviart (1972), Scott (1973), Ciarlet (1978) 的 文章 ,在 
前 面 的 讨论 中 ,我 们 总 假定 VCV， 它 被 称 为 协调 元 方法 ,否则 
被 称 为 非 协调 元 方法 ,例如 Wilson Bg, Irons 小 块 检验 法 等 ， 可 
HL Wilson, Taylor (1971), Sirang ( 1972b), Irons, Razzaque (1972), 
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Lesaint (1976) 和 Ciarlet (1978) 的 文章 ， 近 年 来 ， Zhong сі shi 
(1984a,b) ЖЕНЕ T ҮРӘ Е ХК. ХЕРНЯ, 
BE3I—RpBEDA.RÉE UGG 25 E ka Wa НГ B|, Babutka( 1972,1974, 1976), 
Barnhill, Whiteman (1973), Nitsche (1976) A. JERSE, Babuška, 
Dorr (1981), Guo Ben-qi, Babuška (1985) 还 研究 了 A-p RUE E 
元 方法 ,把 它 应 用 于 上 述 间 题 , 由 可 得 到 较 高 的 精度 ， 叉 节省 了 工 
E. 


15.5 Петров-Галеркин 方法 


本 节 考 虑 问题 (15.9)，, 并 假定 定理 15.3 的 全 部 条 件 满足 ， 设 
У E УШИ Е, РИН Петров-Галеркин 方法 求 近似 
METER кє Ул, {#8 

alta, wa) = F(ws), XC gps € Уа. (15.48) 
定理 15.15 (Babuška, Aziz (1972)) MR PARE, 


(i) inf sup avr, wa) ав) > 0, th, 


JUAN EAE Mealy, 


Gi) sup la(s4, №.) > 0, Wane Vua, ws wl, 
PREV ay 


A 
lU — ally, < (1 + "i m inf lU — ev, 


Ty PREFA, 
证 明 由 于 Fral Fas et — 8) muc Vis, WU alU EI 
wa) = Ü, YE "a EV. 中 的 任意 元 素 , 则 有 
a(U — và, wy) == alus — ta, a), 
从 而 | 
[aus — vx, wal =< «dU — valy Деу Swe € Vua. 
并 由 此 得 到 


lakar — въ, wx) I < а — sw. 


su 
"rA PAP 


HE SUE G), 
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sup alts 一 р», ws) 2 aus == бай, c 
ЛЕТА, EALA | 


因此 


lU 一 wally, = lj — wally, + [U _ nlir, < (1 + г) ， 


x lU — eslire 
对 上 式 取 下 确 界 即 得 所 证 的 结论 . 

当 V, = V, Vaa = Veo №, Петров-Галеркин 方法 即 为 
Галеркин 方法 。 但 有 时 仍 取 Vhs е 了 sa， 使 得 得 到 较 好 的 数值 
RR. Christie, Griffithe, Mitchell, Zienkiewicz 《19767 和 Ande- 
rson, Mitchell (1976) WEET РЕЗ Н Петров-Галеркин 
HER. 

158 i$ Q = 1:|0 < x, x < 1Y, FBR PUA: 

[a teo noh rcg, 
U = 0, x€ T, (15.49) 
其 中 fe LO), а ERR. 44d RAN, CEDAR. iC 


alr, ш) = \, [Ve + Vi + dV vw lar, 


Fie) = \, Рейх, 


则 把 (15.49) 的 广义 解 间 题 转 化 为 寻找 U CHO), #3 
a(U, w) = Flew), Aw € HO), (15.50) 
下 面 来 验证 它 满足 定理 15.3 的 条 件 。 根据 Lagrange 36 T 
法 , 当 lele = lelama 一 1 ale, 9) f) EBORE Це, w, 
1, #) 的 驻 点 达到 ,其 中 


J rs wy 1, в) = alv, ш) — E Ue Mio, — 1) 
1 à 
-3 и | нко, — 1). 


它 的 Euler 方程 是 
> 625 + 


Ае — Aw — dV + ш = 0, sea, 


pw — Av Е У те == 0, x€ O, 
у = w = 0, re Г, 
|e ako = [eod gto; = 1. (15.51) 


把 上 面 的 第 一 .二 式 分 别 对 v, o 求 内 积 ， 把 所 得 的 结果 相 碱 后 得 
到 Alelit 一 wl wlio, BH А = z, 从 而 

lAr — Aw — d7 + w=), 260, 

АА — Ar +t dV-v-—0, reĝ, 

# = w = 0. rcr, (15.52) 
这 是 一 个 广义 特征 值 问题 。 可 证 明 存 在 正常 数 o, 使 得 对 一 切 1， 
都 有 i«a. Х (15.52) 的 第 一 式 对 v ЖИ ВИЗ 

go, w) = ео» = ¿= су, 


因此 满足 定理 15.3 的 条 件 G). 


XH 
inf sup ates w) _ = inf ate, o) ml 
ec KO кєнїп) (носоз lata: venta, 12 насо 


因此 满足 定理 15.3 的 条 件 (и), 
最 后 ,对 一 雪 wc HD), s > 0, WE 


sup jale, w)] 22 lalw, :w)| = lee | оу > 0, 
ve HED) 


所 以 满足 定理 15.3 BOSE Gi), 

综合 上 面 的 结果 , 即 知 间 题 (15.50) 有 唯一 的 解 . 

TARER Vay. GRADE MEAD WY, HEAR 
Ях 0 


pls (m E i. ) 
И ( y 21) ei А )• (= h }, 
其 中 


(1— 151), 当 |5] 51, 


P6) = lo, Л. 


V4, ВОЗЕ ВАЗУ | Hz А) 
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Pig, t) = (= —h ) a( 2 —h \, 

其 中 T 
Hs) = pl) + bols), 

是 非 位 常数 。ots)€ HiC— 1, 1) BREN 


kausa 
QU = — ә 


例如 可 取 
— 3s(1—s}, Оға, 
als) == 4— tt) — 1= ; = 0, 
0, Is] > 1, 


把 prio Ce), bP Cr) 所 人 下列 方程 ,有 得 到 具体 的 计算 格式 
alus, ФО) = Еф), ҳр), 

可 以 证 明 , 此 格式 福 足 定理 15.15 的 条 人 性, RE EE ARM ERU. x= 
当地 选择 5 和 ol:), 可 以 得 到 精确 的 数值 结果 .特别 当 4 洁 1 时 ， 
НО КИНА, Е ЕНОТ. Е, орлу 
Hi L-Spline РАК М Ж BAUER, SRM AHA Ye ul BL Griffithe, 
Lorenz (1977) 2 

如 果 V, 是 光 谓 程度 较 差 的 函数 空间 ,而 Va MR. [Rl 
Ei (15.9) 的 解 就 是 较 弱 意义 下 的 广义 解 , 其 至 是 弱 解 。 Tlerpoa- 
Галеркин 方法 得 适用 于 这 类 问题 . | 


15.6 ПХ 

bn (15.9) ri fie U 382 36865 ТЕ Петров-Галеркин 方法 
HB УС Eg EP ЭЕ АЧРИ А а 8] Г» ЖЕН Vi. ЛЕТ, 的 
子 空间 ,所 以 这 是 一 种 非 协 调 有 限 元 方 靶 。 适 当地 选择 基 琐 数 , 可 
使 得 格式 十 分 简单 而 又 相当 精确 ,并 且 满 足 守 恒 律 .内 此 它 又 是 构 
造 非 规划 网 格 差分 格式 的 积分 关系 法 ( 见 MacNeal (1953), Фрязи- 
нов (1979:, b) 等 ) 的 一 种 推广 ， 可 荣华 〈1982) 称 这 种 方法 为 广 
MEE. ADAH, ROA (x. x) 上 的 多 和 角形 ,了 是 分 
ВЕНЕ, dw) ec), 42 0, ЕРКО), 并 考虑 下 列 问 
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|- 26 + dU =], réð, 
U 一 0, rer, 
ic 
ale, w) = | (Vv Vw + dew)dx, 
Je 


Flw) = n hedx, 
则 把 原 问 题 化 为 下 列 变 分 问题 ; 即 找 U e HO), CRE 
alU, w) = Fw), xw € Hi(Q) (15.53) 
Xj Q 3tíT Ве, НОНА, Неї Drs 
2,=9,/Гь. E 从 是 任意 一 个 顶点 , 它 的 邻 点 0, 如 图 15.6 775, 
1<1<6. НМ, #788 OQ ÉS h R TEB OU ME ACO, Q, 
OL. JAR A qi CU n eT esha), MT Mis +, 
-Mo 4 ЕН. PRO ВУЧЕ E 
Eo, 其 面积 记 为 Оо, 边界 记 为 Pre， 对 侦 单 元 的 全 体 组 成 2 的 一 
АН), 它 的 顺 点 是 9, ç 的 全 后 记 为 O,, 4 所 在 的 单元 记 为 
Es, 它 的 面积 记 为 Dz。 上 述 剖 分 被 称 为 是 还 则 的 ， 如 果 存 在 正常 
Bea Mea, 使 得 
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№ 


av = Dg & ch, x Q c Ds, 
arab, < сої, Мас д, 
ЗИ г Е’, МЕН Green 公式 得 到 


Qr Ow | Ov Ow | Ov 
— — áx = |, — dr 一 — wd 15.54 
f. Ox, Ox, 7 Fo Ax, Ox, T ro Ox, waz ( ) 
Or Ow | Ov Ow | s 
|, Ox, Әх, m Өх, On "luos ce (558) 
| dewdx = P dvwdx, (15,56) 
2 о 


下 面 来 构造 Van WR Vay 是 一 次 Lagrange 型 的 , 则 可 取 基 
函数 为 分 片 线性 函数 фо, CWE 
i, r= 0, 
р = 
v^ lo. кєй, x > OQ, 
而 相应 的 Va 的 基底 则 取 为 Eo ПОТЕРА К dO). 用 oua € Van 
和 e? 分 别 代替 (15.53)] OHO Ae, BIER SI 


аба, P) = — | ee in 十 | 08 an | йш 
To Ox, ro Өх, p 
= d 15.57 
Í, fdz, ( ) 


НЕВЕ a 上 的 线 积分 的 和 ， 并 用 
数值 积分 来 代 葵 ,例如 


ди, x — ÍH — z - xq) — (ар) 
| Өх, dn ( Оч) "x 9) tOna) 一 “(О)” 


Ж.А (15.57) 后 就 得 到 三 角形 网 格 上 的 守恒 型 差分 格式 ， 
如 果 把 (15.57) 中 的 线 积分 表示 为 线 眉 MUM ,M46M 
上 的 钱 积分 的 和 ,并 采用 下 列 数 值 积 分 公式 


|— Он». dx; — Ou, (20 GM yt) — x Mi) (15.58) 
Нм Ox, Ox, 
Ж.Д (15.57) 得 到 
por $?) = f 0)De, WOE Ds, (15:59) 
Hi = 0, | xc Г», 
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其 中 


No _ 
ana, 62) = — 3242" (oe ( Mia) — nO D) 
Га) 


i=l Ti 


+ oe (q (z (M 1) 0м) 


+ 200)4,(0)рә. 
如果 Van 是 三 次 Hermite MAY, WANG Vaa 的 对 应 于 如 的 


HARRA фї ? (х), {== 1,2,3, 它们 满足 
Ф900) = l, 
pile) = 0, xE DUO, х = о, 
Өф (ж) | 8g$60 
On = Ox, 
ф(х) = 0, хє 02,00%, 
apio) _ 
Өх, > 
dpi) _ ) _ 
Gx, 2 
дю) _ | 
Өх» ? 


0, хе Bu. 


z€ Ó; , 


q?) = 0, x € DU, 
Y аә x € 9, 


8 Әр?) — x€0,, x= O, 


Vía 的 对 应 于 q e O, 的 基 函 数 pT) 则 满足 下 列 条 件 
pita) = 1, 
pie) = 0, хе DUG, ха, 
P» (x) _ Bete) 
^ Ox, Ox. — 


=U, re Ds, 
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Pra At RET О ЗЕ BB BOTH А 
(Ga — (09 Ga — alL“ хе Eg, 


Фо, ая) = 4 Ga + №)! 
0, mE 1€ Ep, 
Hh ра, а 0,1,2, -. ПРИ 2€ Q, 的 基 函 数 , 则 满足 
1, xe Ey, 
e = lo. ES 


把 上面 各 式 代 人 《15.531， 并 用 数值 积分 代 蔡 其 中 的 钱 积 分 ， 
就 得 到 具体 的 算式 ,因为 $900. OG) БОНН, ДНЯ 
式 很 简便 . 

FEARS ЦО 一 dalle. MAT Ape (15.57), 
(15.89) 的 情况 。 把 we Ум FE Van 中 的 投影 记 为 Yasa, X] 


Y, (z) = >; va Opa), 
ТЕ ба 
И: — g ve НИКа), 
alr, Tara) = >) ale, d$ О), 


De ty 


aslo, Yava) = > arly, df )e (Q). 


Gea, 
Wo 位 于 三 角形 单元 ACG, 0409 Я, M,, M, 和 Ms 是 
iach д, ИН 15.7. 又 定义 
Ө 


Gr, Yarn) = — mi CQ) | — om dx, — va Qi) 


Мам, Oxy 


Os 


Qı Or 
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x | БЕ dn — (QI. BE ds 
Мам, Ox, иям; Ox, 


+ "Оо; Stans + wal 0,) 


ja + a Os)| — Se de, 


iam, Ox. Mau, Өх; 
Ble, Tar) = — oc (3) G4 ONC (43) — эм, 
+ va Or) Gf) 一 san) + (03) 
X (90м) — ам) + 22. - (Xn 


xX (OD GM — M» T (QJ 
X Ем, — х(М,)) + СО) СМ») 


— n( M1))), 
Mü 


soran) = Dy Lalo, rn) + > ‚обо |y, dvds, (15.60) 


чє. 


ase, Tata) == 之 Fale, Yava) + i va Q)d( Q)9( Do. 


PT 


(15.61) 
因为 在 单元 A, О, OA, 


en 


Әх De (esl Or) ССМ) — x M3)) + #4002) GM 1) 
— xi M T #4003) C (M) — x M3i))), 

Dor _ L (корм) — S (On + nO 0h) 

Ox, D, 


— x(M1)) + бо) М») — (49), 
所 以 


Tales, Tava) = 2 ( gery + (82). (15.62) 
车 采用 下 列 范 数 
+ 632° 


leui = ( 33 ора), 
оаа ( > уро»), 


eet, 
jesin = Сев] + 12412425, 
RTI HS Цол [алсо Irala, ЖП елы Str. 因为 在 
Pak в 7 0, ЖЕН (15.61), (15.62) 可 知 ,在 在 正常 数 妨 使 得 


ERETI Yata) = >; Ties, Yats) = ре. (15.63) 
4&4, - 


因此 wltvs, Tava) E EERI. 
其 次 有 | 
Tales, Tita) — Zn, Yara) = 【zf 一 sA(O.)) 


x а ( Өг») — Mox dx; + (valO) 一 vat О,)) 
Me Ox, ax 
Ovx) _ Oe 2D a г 一 
x TNI 2 9004) дж, + (va( Oi) — (092) 
Ovx) — DS v — rp 
x PNI ac Aal) as a H Go (Q9) 一 nC) 
x Е выш dx, + (rala) — 005) 
Mr Әх, 
TAG _ anta _, 
x а с ah Әх, L) ds ху + (ex Qi) CQ.) 
x | =. ( Ör, Cx) on) ) an 
мя Ox, ax, 


Tara) == Ia(va, Taoa). 


但 当 v, € Van 时 ,在 ACOs, O,, Q.) IÑ а 为 常数 ,因此 Pens, 


另 一 方面 ,由 三 角 剖 分 的 正则 性 得 到 
> [f 14005 — «cotes Ode] 
Delal” C 4 
< сло. 
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AL) ЕЖА (15.60), (15.61), 就 得 到 
laens Tata) — аяб», Tata) | = ell valla, | 
所 以 абе, Увек) WEILEN IE № > 4 和 名 > 0, ЧЕ. 
À < ho Г, BRA 


avn, Yari) 2 Bllealitcoys Mor Vaal (15.64) 
PB ТЕЗЕ ww 是 未 党 近似 积分 时 的 解 ,如 . mE | 
alua, 69) = 0, OEO, |o (15.65) 


ALU SORU Е Va 中 的 投影 , 则 有 
IU — malaro s WO — MU lake, + EIU — urlano 
tH (15.64) 得 到 | 


[2,0 — wlio = A ПЫ — ta, YA(ILQU — нь) 
4 


= 2 (Пит — U, v (ILU — и»)), 
L 


BA 
(T.U — elu < 2 sup CU MAU Yared (15,66) 
DEZ lealea 
另 一 方面 允 有 
alU — ILU, Yar) = 9, (QU — ILU, Tata) 
4€, 
+ D (0) (za — muy, 
ced, 9 
其 中 
LU — IU, Yu) = ACO) — (Q2 | — (UH) ps 


+ (о 一 X9» c ELIO dx, 


+ (0001) 一 aC» m~ 900 — ILU) dx, 


Ma Ox, 


+ (s (9,) — 002) | a acu =) de, 
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+ Cral) — „ь(0,)) | p SEL) m 


+ (00) 一 009) | — — das, 


эЧ 11 
因为 在 А(О,, Q4, O) 内 
OU , GILU 
OX mp Oxm 
i avt 
le4(O1) — s (Qi | = e [ wD), 
其 中 GEA, 0,, 50)， 中 是 已 的 二 和 阶 导 数 的 最 大 绝对 值 。 外 此 
由 三 角 剖 分 的 正则 性 得 到 


LU — OU, rave) < В 


= esBh, 


9n] + 
Ox 


1 


вед). + |а) 


Ox, Ox, 
SvG} дел) | 
< авэр, (2909 | + |), 
类 似 地 有 | 
209), dU — IU Jdel < вно le CQ)|. 
PT 


la(U 一 IU, Yani < съ ВА vallutcn. 
A (15.66) 即 得 到 
ал — WU ни =< cu HÀ, 


区 由 插值 性 质 得 到 
IU — IL, Ul uxo) гы ВА, 
因此 
WU — ац < ca BA, 
进一步 还 可 证 明 


lu 一 Hall ator < ca Bh, 

TUE MBSE SUE RAO Ie СТИ, 
ЗЕ ЖИЕ (1982) MIRA, 李 荣 华 (1982))。 这 类 格式 还 
包括 了 Giralt (1974, 1976) 的 方法 ， 此 外 , 广义 差分 靶 还 显示 
ВЕСЕ Vau, mp Vi 的 光滑 程度 的 依赖 
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关系 不 天 大 。 


157 最 小 二 乘法 


最 小 二 履 法 也 是 一 种 Галеркин 方法 ， 其 优点 是 无 需 选 择 满 
是 边界 条 件 的 基 函 数 ， 
Оз о НЕЗА ПА ЕЕ, ГЄ C^, dale) € C(O), L 
是 下 列 2Р УНР 
EU = У (—1)y"D'(o,,)D9U), 


lal AB lap 
XX bn) Є ChAT), В, 表示 边界 上 的 pi 阶 仿 微 分 算 子 ， 
0 = Pi = 2p — 1, 


BU = >, buU, 0156р 1, 
ler bob 


РЖ 及 是 已 知 函 数 ， 今 考虑 下 列 问 题 
[0 =f, x€u, 
ВИЛ =g, «ET, Ole p— I. 
du Rd Е F = 4382 Е, PATER RIAL (15.67) Е Я A, 
G) ЕНиР AI aa, о, ERN re 
MECH", 都 有 


aël = 


(15.67) 


У) (= ға)" 


alsi =p 


Ci) 481} IER, BI РГ Bb. pp Pe. JPEDU—UJ 


xef, 


= all”. 


E 2.00 (2-у = o, 


la] mp: 


GT pc Be)? 
DAH ЕЕ 2 AO, Бор. 
Gi) Ж f= g = 0, Я (15.67) RAS. O 
Wit Ra FURS 
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其 中 


Ра 


rU = (LU, BU, s, By aU), 
EW C(O) 到 c=(Q) x TE с-г). 现在 按 范 数 的 连续 性 把 
Ва. ИАА ИЛ, ар, HE eU 是 HO) 5 
нду x TI zz КР 
ee ee 
[LU aro» 25 WU Yr he 


iS yh. ЕЛЕНА РТИ, Lions, Magenes (1968). 
用 V, (2, г) RRA PSR SHAR ARE Ai BE 
存在 亚 常 数 a, 使 得 对 一 切 ve H'CO), 
E n ile 一 vallat = eA Че yay, 
Йо ГЕ EDS kd д, НУ, Aabin( 1968), Diguglielmo (1969), 
Hilbert (1969), Schultz (1969), Babuška (1969b) i Strang (1971) 
ЛЮ, р РАВ Эе ЗЕЕ 16 АЈ Spline РАЕН. 
Bramble, Schatz (1971) ЛЕНТ Е. 
定理 15.16 # V,(g,r) WERP Ал, 2р < 2 < r, PAM 
Е 一 (1, Боз" £pi) € H'(Q) x Нг) x +++ X HXT), 
其 中 
0 < umm rop, о шт р 2, 
都 成 立 
p-i 
J it OO < o flara + D icto |all asa ), 
其 中 BS Е, А ЖЕНЕ, 
p-1 
Се) == lf Е о + 2 à tor7ni р, — Вир, 
FAS —SEÉBOK (15.07) 的 近似 解 是 指 求 使 jalv)》 极 小 化 的 
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SUE are V .(q. r). 它 的 等 价 变 分 形式 是 


pol 
Í (— Lu) ова + У аға 
M 


1=0 
x NC — Bus) Brads = 0, УЕ Vi(d. Г). 
可 以 应 用 定理 15.16 估计 计算 误差 
定理 15.17 PRE A, а, lear, 


p—1 
РЕН (а) x J] mcn). 


tag 


ВЖ, 
G) E Sr, 期 存在 正常 数 c;， 合 得当 


рте р, Weiss 


JU 一 «|| нео» s eak PU uc. (15.68) 
(ü) € wer «ар, 4p—rX Bn 则 存在 正常 数 


са BS Pr Sekt, pA: FF, 
[О — «lues m сай" UU nno, (15.69) 
Gi) 3$ 2p < r < 4p, ptt 4р т, 则 存在 正常 数 


cs 使 得 当 ржа, Hj, 
BU — ual perthi s |0, (15.70) 
# 15.5 10| ALLIS 
p—1 
ifle- + >) Пана. 
Tr 
Hi 15.6 з 4p << 时 ,可 由 《15-68) ЖЖ ЕНИ 
lU — wsdl en = сз llU нка). 


ATA ASAT AU AF PIER: 
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4р r3 р 2р, оч, Ipaaiar 
时 ， Е 
ЛО — ayllua t =< сей PU lb ato. 
9115.9 BRIDE 
А0 mj, r€ Q, 


Bn = Eis ref, 
ЪЁ ЛЖ РЕ RISE ws E Pigs r) 满足 


ING — Au A oade + AT f, {g, — м), $ 
+ en 一 бш) E 45 = 0, 
xe, € Falgar). 
A 4=4, r= 6, Vilg, r) 是 五 次 Spline ARM. SD 
S Hi (15.70) 得 到 
JU 一 в [ко < cA но 
特别 当 QUEO, 2=< oe = 4 hi, 
Ш 一 eater < са tU uos. 
BEL 4 = 4, r = 8, 则 由 (15.68) 得 到 
BU — allio < co Uy os 
ЕЯ ОО, 0= ра 4 8, 
| | — в | неко, S cw "UT ato. 
FY RE ИЕ RRA ERE. ИЯ Q = OV UO, 
MVE, ря PO, RAS PR EN 


— АЙЧ) = f, ХЕ, 151,2, 
du — npo == £1, r£ т, 
Өөп au) 
End — . = x € re 
1 an an Ers 3 
UD = р, rcr, (15.71) 


Ku 4.4 Rap A Eis U = (UY, UM), 
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用 Viar) dem HUOU) 的 有 限 维 子 空间 ， 并 假定 满足 
条 件 Aa, 即 存在 正常 数 cu, 使 得 对 一 切 єн (о) x Hr(Q'2), 
inf — [lle — eal fl < er 01, 

vat Vcr con) 
其 中 

Ше] = Ae азоо + faralari 

+ [ds — 0 ge arcs 

др‘ __ 9.2 


дп On 


RIFE) 


+ |4 


1 


+ lo 1 ео. 
今 假定 Sgar, ЖЫЖ(15.71)0Ж ЛЖ Е u, € 
а, r) X Via, r HEX 
| m (f, + АН) дах + Í а) (h + Aa Ar Рах 
9 


(в: 一 det? + uP ydus — — „445 


_ 847 os 
+ 4 ( 2, 29. + un) 
Rg 7 Bs 


Du? Ae 2 
х (4, 999... PEE) dS +h 一 
* Bn Әп i (g — e) 


-3 
atl 


X 0005 = 0, zope VPC r) ХОУ (4, +). 
定理 15.19 PIKE А, К, BES < r, r >4, 2 < 
heir, F = (hs fs Bs gx g) € HO") x Наа) x HA 
x (Ге) x HART?) x HOAT), ВЖЕ cu, {ЁЁ 
Ш 一 sali = exl ||| < ers CEA us x0» 
+ [fluo 995 + Пеана» + gall oh arn 
十 Пн). 
Я 15.10 ооо, обес, HBT MAB 
m AU = f, rco, 
U = 0, acl, 


其 中 


. 640 < 


iU xeQ”, 
0, x<Q”, 
显然 fe LO), Mii U e HXO), ZH 422, + > 4, МНЕ 


FR 15.17 1%] 
lu 一 salero = c ll но». 


Eig EXSILIO OO N CAO IRL IR 
—AUY =], reg”, 
— AUT = 0, reg”, 
po ро 0, x€ re, 
no c a 
QUT L ӨШ” _ 09, «rer, 
On Әп 
0% = 0, eer, 


HAR UP e cg) М фр 2, r > 4， 则 由 定理 15.19 得 到 
We — «А s ash Ще, 
MANS SRN BAR, 


15.8 ЖЫЗНЬ Галеркин 方法 


本 节 介 绍 解 (15.2) 的 Галеркин 方法 . Я V, P: UV BU N 3E + 
空间 , Ka 是 Va 中 的 一 个 闭 凸 子 集 . 间 题 (15.2) 的 Галеркин № 
法 近似 解 是 指 «€ Ky, ТЯ 

alua, wa MA) 22 Fw, — нь), See Ka, (15.72) 

HH v, e e V, АМТ’ Bii 8t or , 

ef v( m) aly, ш), 
为 了 估计 误差 ,还 如 同 $ 15.4 SBEE, SIAR — Hilbert 空间 B, 
使 得 一旦 具有 一 个 连续 的 榨 入 映射 r。 我 们 可 以 把 将 与 六 的 
一 个 子 空间 等 同 起 来 。Falk (1974) 得 到 了 下 列 基 本 结果 : 

定理 15.20 j РЕН, VCH, 则 存在 一 个 与 VY;, Ka X 
关 的 正常 数 co, H 

lE 一 wav = eÇ inf ПО — TID + [0 — alla} 


+ inf [и — win». 
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证 明 下 而 要 证 明 结 论 包 括 a{z ,ww) 为 非 对 称 时 情况 ,我 们 有 
all — zal? s alU — ws U — us) 
= q(U,U) + alus, иһ) — «QU, ux) 
— alus, U). 

i (15.2), (15.72) 得 到 | 
alU, U) xG a(U, ш) + F(U — w), Мо К, 
alur, нь) = a(us, we) + Flus — wa), ore Ку, 

AX K,CVaCV, PRAM — H) w e K Pe К, ee 

aU 一 ull s a(U , u — u4) + alta, wa — U) 
+ ECU — ву + Fla, — we) 
— «(U, w — w) — Fw — us) + alU, wr 
— U) — Flw, — U) + ala, — U, wam U) 
= (F — AU, U — вл) + CF — of Uu, 
— wy + alU — иь, U вәһ), 


Im, 

aM — will < IF — a Ula — wally + as — lla) 

+ alU — valil — walle. 

另 一 方面 又 有 

[U — mslu — wally < y (lu — wit 

+ qu — wall). 

综合 上 面 两 式 就 得 到 

2 qu — чы < UE — ar Ula — sala da 


— (н) + 26 lU — wallts 


由 此 即 推 得 定理 的 结论 . 
注 记 15.7 # V = K, 则 已 一 .ez ,从 而 得 到 定理 15.8 的 


注 记 15.8 AASA Н, WA 
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| 2 HMU — uli < |F — elu — wally su — шу) 
| + -# — wil 
一 般 说 来 inf lU 一 la Hc int | 一 o]v 的 阶 数 高 所 以 定 
$$ 15.20 ZB BEBE fil. 
15.11 考虑 例 15.5 НН. НЕО, H 
{Ca} RR OW—-PESERHOBR ERR. TV 是 在 如 上 分 片 线性 
的 连续 函数 空 旬 ,其 自由 度 是 三 第 剂 分 顶点 上 的 车 数 信 .用 У. Ж 


тет Ја 5, К, 一 [о € Vifes(x) 2 GO), ЖЕ El F 
ke ThE (15-17) 的 格式 是 


K - Vw, — вы) 4х > {, fle, — дах, ws Ку, 


(15.73) 
假设 p 是 K, HAAN, 
za) = M tn pie), 

把 它 代入 {15.73) ,就 得 到 一 组 关于 ч REARS, M K, 则 是 
d CB Puf. HE Kuhm-Tucker 定理 的 一 种 特殊 形式 ( 见 
Abadie 《1967))， 所 以 可 采用 此 规划 中 的 种 种 解法 来 计算 它 。 d 
可 证 明 , 若 U e АСО), W 10 — agile) = OC). 

关于 变 分 不 等 式 的 数值 方法 可 见 Баиокки, Мадженес( 1974), 
Glowinski, Lions, Tremolieres( 1974), Mosco, Scarpini( 1975), Falk 
(1975) 和 Nitsche (1977) 等 人 的 论著 。 


159 Schwarz 方法 


Ant Г ЖОН a RAT ORE НЫЕ Е, EJO 中 的 系 
RRS SrA TRAN ЭЙ) ИАЛ йт. BAAR 
会 给 计算 带 来 困难 .为 了 克服 这 个 困难 ，Schwarz (1890) RFR 
FAY k Е Laplace 方程 的 Dirichlet [8] Wi, Picard( 1890) 
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称 它 为 Schwarz 交替 方法 。 后 来 Соболев (1936) 证 明了 这 种 方 
ВЕКЕ, Михлин (1951, 1952) 又 把 结果 推广 到 一 般 的 二 阶 
# [E990 75 pk НЕЕ ds (1959), ri, ER K (1959), 
Miller (1965》 把 它 应 用 于 差分 方法 .Lions (1978) 则 把 它 推广 到 
变 分 不 等 式 ， 

现在 以 问题 15-1) USE GLBA Schwarz HK, (RTE 15.1 
A ime EE IME, EEE ВОВЕ О Са). X4B ОЕ 15.8 
Prax, T= TOUT, FO 是 两 个 足够 光滑 的 内 边界 曲面 ,并 把 由 
T^ ГО 所 围 成 的 区 域 记 为 0%. gu 

Ie) = Jale) = Jone) + Jante), b= 1, 2, 
ЗА ТУШЕ 
inf Јао (е) 


ve ot) 
是 唯一 可 解 的 . 
PRI Schwarz 方法 是 从 任意 的 ue KO) 出 发 ， 构 造 一 个 
Schwarz 序列 {a0}, THRE 
Jana?) == inf Jonke), 
ve KP): 
|» = gam, z€ O Q, 
Wapa inf Joe), 


se Kif?um (15.73) 
"c и, xE aja”, у 


(15.74) 


ror 


图 15.8 
其 中 
KPC) = (oe KC) e P E, о mt), 
К) = te € К(О) ЕГО EF, o = á, 
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定理 15.21 ”如果 前 面 的 假定 成 立 , 并 8 POCO, foco, 
Wi 
lim Jala) = inf Jo) = JCU), 
pon рє KUG) 


证 明 Ч, BP Ab PO Ш] Гоби) < J G y. ur 
ЖЕ, 


Jal?) = Joku) + Fara ) - inf fame) 
К РЯ 


+ Jo,p ОРУ) ас Дов) + ные 
== Jai?) = раб) + Jo;gco(u P) 


= inf Јонг) + Jgjgio(a 070) « Jgco( at? 77) 
s€ KIP а) 


+ Јоан 7?) = робит), 
Ti Fora) < Joni), WBRA Jo) < Jou?) Ж 
Jaa) = Joma), Wü] a? = af?) aeu. М 
Joc ai?) < Jale), 
所 以 也 有 Jofe < Joe), 因此 序列 {обу} 有 极限 . 
可 以 证 明 它 恰 为 Jo(V)， 若 不 然 , 则 有 
lim Jalu”) > Ja(U). 
SR «a0 = U, HE Schwarz 序列 {и}, W 
Jokat) < Тоби), 
而 这 显然 是 矛盾 的 ， 
根据 上 述 定理 ,可 以 从 中 选取 一 个 子 列 , 仍 记 为 {a}, 使 得 
es Ke ae ГУ. 
可 以 把 Schwarz WEE ASTOR RBA Я О 
{0%}, l</<9 Briss ЕНШ ГО, 
记 же 一 и, и = ит, ЗУ 
КРО) = {ee K(Q)/#E P? E, v — aj), 15154. 
РЕ, Schwarz ЕЙ] У у 
"e ))= inf Лоб), 


РЕК {РО gi 
aU? = ui, x€ afar . 
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a ааа i a m 


SE STE 15.21 BURR UU] CJ Cut). 也 是 一 个 级 小 化 序 
Я. ХРЕН ГНИИ (1979), Капа Lishang (1981) 
等 人 的 文章 . 


ми re 
图 15.9 


Dinh, Glowinski, Periaux (1980) 从 Lagrange ЕҢ, 
构造 了 另 一 种 算法 . Bis KO HHE] 15.9 Bras. id 
% — (W, 0) € K(O) x KODET E, a — vm), 
其 中 KO) 与 K) 相对 应 , 且 K(O'D)CV(QU), Fit, Ж 
RE (15.1) 的 问题 等 价 于 寻找 (UTD, UTI € ov, EN 
Jo QUI) + Jaa U) = inf > Joie), (15.76) 


call ye yw r= 1 


在 具体 计算 时 引入 辅助 泛 函 J, 
IC™, y, p) = У) Jos o9) + f. ul p -一 rds, (15.77) 
id 
A — (0009, /?) e K(Q9) x K(O™)}, 
F 是 定义 在 ff 上 的 菜 个 函数 空间 .如果 (UO,U9,1)€ х 
Fi HAMM O, 090, р) 97 x SP, ДЕ 
Коо, UU. н) = IU, Uc, 1) =< Жоо, v, 1), 

ИК (UO, UO, AE J BUR, We НБА , 则 可 证 明 
ZE Q^ kU STRAHU”, | 

9615.12. ik s= 2, fe L(0), ge HEC), 并 考虑 下 列 问 
题 

m AU = Í, хє ©, 
LU = р, rcl, 


记 eun, Ke (vE CO) ET E, v= a) ER 
等 从 于 оз a " 
ко) = inf Jv), 


其 中 
| i-i, (ей He) dx . . 
着 9 如 图 15.8 所 示 , 则 可 构造 Schwarz 序列 (P), EME 


— Ай ==], x€Q9, 
ui g, x€ D, 
和 . a i 
- {— A= f, ас, 
| um м, rcf. 
dui oiu 15.9 所 示 , 则 令 ZEN 


F = TCM 2“) € нхо) x EP (QU) T^ Е, p” == [4m 
F = Lif), ` 


a 
Fo, 09, н) У |. Cip — 260) as ; 
Em 
T | «ce — Dds 

FE, ot WU =U, ин (VU, U9, 2) 是 了 的 驻 点 . 

Stoutemyer (1973) № FA Schwarz УЕ TAS, Dinh, Glo- 
winski, Periaux (1980) 应 用 它 求 解 Navier-Stokes УЖ, МЕМ 
(1982) WRX TREES — S Sr AE УТАР, ВИ 
WZ „УКЖ AK. BREF (1985) 等 人 的 文章 . 


1510 配置 方法 


. 建立 椭圆 型 方程 差分 格式 的 另 一 errr а 
Карпиловская (1970) 3542 WL МЕКУ Hj # АО ИА, 
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以 后 的 工作 可 见 ho (1972), Cavendish (1972) #1 Prenter (1975) 
的 文章 ， 在 工程 中 还 常用 Spie ЮЙ ЖЕШ. 本 节 只 介绍 这 种 
配置 方法 . 

假定 区 间 „Я = 6/0 sx 1} RAs Ped, 0 < r= N. 
РАЗН РЗХ Spline MSS IT CP'S), HE (6 s< < 
su} НОР RSMAS tk. WETERANA p, sp 的 
维 数 也 不 同 ， 最 常用 的 是 Ss, НОЕ N + 3. SEF Spline Юй 
数 的 介绍 可 网 Ahlberg, Nilson, Walsh (1967), Greville (1969) 
和 Schultz(1973) WEE. 

为 方便 计 , PMR Ni = 1, s= q. I bh. 所 谓 三 次 B- 
Spline 函数 是 指 下面 形 式 的 函数 Bis), 


(r — sta)’, Sig S $ S Sina, 
A! + ЗАС — $4) BACs guy 
一 3(: — а), 9—1 =; = ET 
ABCs) = E + ЗАР Csi, — +) *+ ЗАС — £ 
— Зз 一 sy’, # = + = fies 
(stra — sy, Fiti s= + = Pitas 
0, 否则 。 
Bits) 的 形状 如 图 15.10, 3530 
Bi) 
Ffa fia 4] fi diga г 
图 15.10 
, d Bils) тә ФВ (>) 
B; L a’: ^. B; жып ---.--- 
(9 ds {s} FE А 


ДАЕ АБА sy ЕЗЕШ ИШ 19.11 所 示 、 可 以 证 明 , (8.09, 
Bits), “ Вун) 组 成 了 5, М НЕ. | 


* 648 • 


图 15.11 


在 实际 应 用 时 ,还 常常 需要 著 虞 
Se [p/v E S, 000) = v(1) = 0], 
可 以 证 明 , 下 面 的 函数 序列 (Bols), E.G), ---, BSGO) E iin 
— 8% 
Bas) = Bots) 一 4B aC, 
BG) = Bals} — 4В(5), 


ВК) = Bs), 2чу —1, 
Ё (5) = Ba) — 4Вҗ_\(+), 
nle) = Buls) — 4BuaG). (15.78) 


于 是 根据 图 15.11, Bos), ÀC) 在 端点 附近 的 秆 分别 由 图 15.12 
和 15-13 所 示 。 | 
类 似 地 可 以 得 到 D, (G) 和 Вы(5) TERR = 1 — 5, 1, 
ЕН. 
FRE ARS RRR. Uk 9 = (2/0 < n, <1}, 
іє CR), ЖЖ РЯ 
LUG) = — AU(x) = f(x), xcd, 
luco =o, rer, (15.79) 
设 NA=1, WAN (Mñ, ht), HOUMA rs OD, 


Нн 
tale) = >) yia Bi Gn Bia). 
0 


ПЕРЫ 


因为 已 的 边 值 为 零 , 帮 在 四 个 角 点 《ji h = 0, N) E LU = 0, IN 
此 无 法 配置 ,但 可 令 ， 


* 54, 


Dug) PUGO- 


(15.80) 


OxiOxi AxtGx? * 
H TEJ E, 
HU) a a 946) 
a Oxi0ri ax? > 
MARSTERS = | 
(LusChh, В) 一 ый, B. 在 非 角 点 上 ， 
sues Ga, ih) = — ОО, А), ERE. ап) 
ADRES Eo, 的 方程 组 。 BISA h< N — 3, 
则 о | 
LusGhh, hk) = 一 5; Ya, A BEB (bb 


РЕ 


+ ВСВ О) 
А А 6 M 
= — р> B (ish Vie — 29,9 


+ нь) -s$ BGA) 


amg 
x CEP Tc 2¥ ad, T Yun) 
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12 
= ri 一 Ni iua — Yos, — Yi uda 
Via: — Ўы, 


— Yiehaa — Yin — 


一 Уны) == КАБ, hh). 
因为 Bs) же Bas), ВС) > Bits), Pred Sate = 0,1,2 


N 
Luj(0, hÀ) = 一 > У.В. (0) Bol jh) 


m, Bm 
36 < A.G: 
=- > (Xo. + Yu BC) 
h =p 
36 . 
= y (9o.j, 二 нь + 4%ы, + uu, 
十 Vos + Ya) Ко, 1). 


在 角 点 上 的 格式 更 特殊 些 ,例如 有 
А 
(0, 0) = У? y, ,B7(0)B 70) 


Oe, 
Oxi 0x3 ГА) 
1296 . 
= = (У 十 Yon + y, + уа) 
eu 
一 — (0, 0 
21 (0, 0) 


把 以 上 各 式 综合 起 来 ,并 消去 uu (5. h = 0, М). Mid 
у = (Yias ias `". Yau)”, 
则 得 到 计算 y 的 线性 代数 方程 组 ，As7 一 法 中 5 由 + 所 决定 ， 
可 以 证 明 [45| ЖА НЯ, y 是 唯一 可 解 的 ， 即 配置 格 
XX (15.81) 存在 唯一 的 解 ， 
FRR. JH ILU 表示 的 三 次 Spline HBR, ДИ 
ШИ) = №) 9,8,0.) В, (aa), 


DTP 
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CAE 


[ema jh) = 0020, hh), iE Е, 


д t 
ERG (лё, RÀ) == Эхх 2 (A^, fa » ДЕЯ. (45.82) 


Ф UGO c C(O), ПЕНН 931 
ECHU — бо = OF’), 


EE 
ІП, — иь) = OCh’), 在 非 角 点 上 ， 
OCILU m Wi) = 
PUL о, жар. 


国 为 147 o8 & — RAH, ВУ 
12,4, Ур = OG"), OSA, h< N. 
但 当 |= — Л 2 2%, |z, — hhi Z 25 В, Bj Gn ) Bi (n2) = 0, 
因此 
(MaU Cx, zi) — wale, х,)| © тах | 


[NO 


N 
— »,4 21 Bi GB, G)1 = OCF), 


从 而 得 到 lU 一 | 一 OCA), 

为 了 提高 格式 的 精 府 ,可 以 把 配置 点 选 汐 Gauss кщ. ОЕ 
RRR Rak Hermite SYR, MESH) BE (z/ 
inh < хы = (j, FDA, m = 1,2} APRA (^, 
xf), 1,7 21,2, Km 

x8 = PARA ( 


$7 "zi 
1 


ie = inh + à (= + m= 1,2, 


> "i 
AT 置 法 和 最 小 一 GERM 的 联系 痛风 Ciarlet, Raviart 
(1973). 


15.11 边 腊 积分 方法 
众 所 强 知 ， 许 多 物理 问题 可 以 归结 为 边界 上 的 积分 方程 的 向 
ZET 


题 ,市 且 在 某 些 实际 问题 中 ,人 们 也 只 于 求知 道 某 些 物 理 重 在 边民 
Efi ,由 此 求 出 区 域内 部 的 值 . 边 男 积分 法 的 基本 思想 就 是 应 用 
基本 解 或 Green 函数 ， 拒 一 个 区 域 上 的 积分 转化 为 边界 上 的 积 
分 。 这 种 想法 起 源 于 Abeti(1823) RE. LA, Helmholtz (1859), 
Kirchhoff (1882), Rayleigh (1887), Fredholm (1903), Proudman 
(1925), Kellog (1929) ЖИ Купрадзе, Алекотидзе (1964) 等 都 
作 了 论述 .但 当时 的 主要 动机 是 推出 解 的 表达 式 。Fricdmen, Shaw 
(1962), Jaswon (1963), Symm (1963) 则 把 这 种 想 社 应 用 干 数 
值 计算 ，Brebbia (1978) 把 它 称 为 边界 元 方法 . 

根据 积分 方程 的 不 同 归 化 方法 及 所 含有 才 知 函数 的 性 质 ， 可 以 
把 近 界 元 方法 分 为 机 大 类 .第 --- 类 是 直接 共 , 此 时 未 知 函 数 正 是 所 
ЖЕ PARR, CBA BABI SE 
区 域 上 和 边界 上 的 误 美 与 某 个 权 函 数 构 成 数量 积 ， 使 得 误差 按 一 
定 方 式 分 配 , 从 而 使 其 尽 可 能 她 小、 第 二 类 是 阅 灵 法 ,例如 在 位 势 
理论 中 ,应 用 基本 解 推 出 边界 上 的 Fredholm FH, MHRA AR 
MEARDERE R REER. AHHAR Fre- 
dholm 积分 方程 的 位 势 积 分 来 表示 解 , 因 为 此 时 可 用 Fredholm 定 
理 证 明 它 的 解 的 存在 性 ，。 但 是 也 可 以 把 问题 归结 为 第 一 类 Fre- 
dhom 积分 方程 ,而 且 有 时 更 为 直接 和 便于 数值 处 理 。Hsiao, Мас. 
сату (1973), Hsiao, Wendland (1977), Nédélec (1977, 1982) 等 
WITHA У RES R Fredholm 积分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 

这 界 元 方法 的 第 二 个 关键 问题 是 求解 所 得 的 积分 方程 的 数值 
解法 .最 常用 的 方法 是 配置 法 ,也 就 是 说 ,把 边界 剂 分 成 许多 小 单 
元 之 和 ,在 每 个 小 单元 内 ,根据 描 值 条 件 确 定 一 定数 月 的 节点 ， 然 
后 在 节点 上 配置 ， 最 后 计算 每 个 小 单元 上 的 积分 ， 并 由 此 得 到 一 
个 以 节点 上 有 关 物 理 量 为 未 知 函 数 的 代数 方程 组 。 Zienkiewicz, 
Kelly, Bettess (1977) 等 则 把 有 限 元 方法 应 用 于 边界 积分 方程 .此 
Jh. Hsiao, Kopp, Wendland (1980) ЖЕ T Галеркии 配置 法 ， 
它 兼 有 有 限 元 方法 和 配置 法 的 优点 . 

边界 元 方法 的 主要 优点 是 只 要 求 计算 边界 节点 上 的 沙 数 值 ， 
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从 而 大 天 节 洽 了 工作 量 ， 还 由 于 逮 近 误 鞋 仅仅 来 源 于 边界 ， 因 此 
提高 了 计算 精度 ， 边 界 元 方法 还 可 以 应 用 于 强 疗 断 问 题 ， 自 由 边 
界 铅 题 ,特别 适用 于 无 限 区 域 问题 。 边界 元 方法 的 评点 是 它 对 变 
系数 契 非 线性 问题 的 通 应 性 不 如 有 限 元 方法 .又 由 于 积分 核 往 往 
是 奇 性 的 ,而 且 所 得 的 线性 代数 方程 组 的 系数 策 阵 是 非 稀 足 的 ,所 
以 数值 处 理 必 须 十 分 小 心 ， 

边界 元 方法 已 广泛 应 用 于 各 种 实际 问题 ,例如 电磁 场 、 流 体力 
学 .十 力学 . 断 列 力学 和 板 壳 等 问题 ,这 些 可 见 Nédélec, Planchard 
(1973), Kleinman (1974, 1982), Nédélec (1977), Brebbia (1980, 
1983), Wendland (1981), ЯЗ (1984, 1985) 等 人 的 文章 . 

从 某 种 意义 上 说 ，Ying Long-an (1978, 1983) 所 提出 的 无 
限 元 方 祛 也 是 一 种 边界 元 方法 ， 

例 15.13 (CHSC (1985)) 28 15.7 中 的 问题 (15.19) , 令 


, = 1 n 3 . 
бох, €) x [#— x V 
它 是 Laplace 方程 的 基本 和 解 。 若 rer, ШЕН Green 公式 得 到 
Ах) + |, U 564, = |, G SU as, (15.83) 
n 


其 中 Ge) = L (1+ SG), «Go des Z 两 侧 的 法 向 类 
p. ЖЯ е ЕГ LERRAM ai) m 0, 

现在 把 到 分 为 了 一 U T^, го ЖЕ +» 和 хо, 
KO ую, жук UQO 和 VG) = 2 Gom pum a Bo 


函数 oC) 和 va GO, ENE кө ES m x0) RE vale), 
把 它们 代 人 人 (15.83) 后 得 到 


N 
A Ca Sues) + > "PE 24, == У {on Gvsds, 
j=1 


这 基 一 个 关于 ma) m s (0?) 的 线性 代数 方程 组 ,并 由 此 
得 到 и» (>). 
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在 具体 求解 115.19) 时 , 按 下 列 步骤 进行 : 

G) ЖЕ С 点 的 试探 点 Co， 并 构造 连接 CU, D 两 点 的 
试探 让 直面 979: x; = yr), 

(ii) EY" p, nG) = 0, HAAR CARRE, МИ 
界 元 方法 得 到 e 在 se) reg. 

Gi) 假定 Eb EAR EAR, ШЕ 


max [u$ (x) — y? (м) | > e, 
хе 80 


ШЗ ТАН SO, JEBUBDASNR GOD. 
如 此 继续 下 去 ,直到 


max si? (v) — у | « s. 
xe tk) 


在 构造 C 久 时 ,可 用 gU? PRR CO! КА 
AKA. 2843 C» 的 奇异 性 ( 见 Aitchison (1972)), AIR 
FAT FA 


(СФ) = Y (4^— #1 аб) i (Co) — x) ) 
Mo] 
aic) — xj? 


` * 
1208 AP — ai? 
vk 


这 里 iU 是 sr 上 最 靠近 COO 的 三 个 点 。 

为 了 造 免 奇异 积分 ,可 以 抬 基本 解 中 的 * 到 在 互 以 外 。 

还 年 来 、 冯 康 从 Green 函数 出 发 提出 了 一 种 新 的 上 化 方法 ， 
ВТЕ ШИЛ ce (DL Feng Kang (1982))。 因 为 由 此 得 到 的 边 
界 积 分 方程 保持 了 原 问题 的 一 些 特性 、 且 可 与 有 限 元 方法 自然 地 
结合 起 来 ,所 以 更 适用 和 于 数值 计算 . 

Bu О 是 * 维 空间 中 的 有 界 区 域 ,T 相当 光滑 ,ws 是 常数 , 工 
ШОРИЯ | 

од (= aD tol), 


ЖЕБЕ 


与 它 对 应 的 H'(Q) x HCO) БАЕТУ Ж 


x 


е 6 


ale, Ф) = >) | 2,5D"v ` Do dx, 
fall Bi P 


如 果 +, we C(O), Mh Green 公式 得 到 
alv,w) = |, шайх + У) n BywAydS, — (15.84) 


1 =0 


其 中 Bi XD КЖ CRSA р 阶 偏 导 数 ， 
b =< 2р — 1, 
而 A № 2p~p—- 1 Brya att AT. ШЖ L ЖЕЕ REST, 则 
有 IE 
| (whe —vLiw)dx = Ул | (Вели 一 Biwdv)dS, 


i=o 


(15.85) 
现在 考虑 下 列 边 值 问题 
(pue —0, €O, 
BU (2) = gi), x €T, (15.86) 


MR (15.85) 中 令 =U, o HEA, We 
界 归 化 方法 。 在 正则 边界 扫 北 方法 中 , Hiec? Green HR Сх, 
y) 它 满足 
[Fees y)-8(x,») x€, yeğ, 
BiG(x,y) = 0, xeT, ye 8. 
FAM LEBER Cle, y) = Cy, х), АН (15.85) 得 
到 


一 上 


UG = — y вида, yds’, х0, 


其 中 BL, AUR S' 表示 是 对 变量 y 而 言 的， 从 而 
-i . А 
AUG) = -X| А»: 6 (и, у)ВШ GAS, +68. 
у Уг 


把 AAG, у) НГ ХВ ХНУ, ike 趋向 于 边 
界 , 则 得 到 下 列 正则 归 化 的 边界 积分 方程 


B-3 + 
AUG) = — 2. (A,A;G(x, y); BUG), 0= í р 1, 
TT 
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Жн X, Ж ЖГ EE En EDI MEE be 函数 的 数量 积 ， 
AAG, у) 表示 当 x* 趋 向 边界 时 的 极限 值 , 它 可 能 不 等 于 在 T 
上 直接 计算 4.4:G(x, y) 所 得 到 的 值 . 

Feng Kang, Yu De-hao (1983), Yu De-hao (1983, 1985) 应 
FH Green 7708, Fourier ЗЕ, Fourier 级 数 , 4+ Ba 28 i: T 
SLADE SA SET Р RC Br RR fr BA SB, ЗУ) 
和 典型 方程 (例如 Laplace УЖ, Helmholtz 方程 , 重 调和 方程 ,二 
维 弹性 问题 ) 都 得 到 了 正则 归 北 的 边界 积分 方程 ,并 应 用 于 数值 计 
Aa. 

01154 i$ Q = {r= (e, q)/Ox < 1, 0 < фа 20}, 
g€ HT), У ЕЯ Von Neumann 问题 

— AU(x) = 0, x€ 9, 


90 (=) = (+), жє. (15.87) 
On 


应 用 Green ИЖЕ 


= 1 [> (1 —e)U(1, Ф) d D «1 
Ulep) 5. | Ш Zocos(p — p) $, Op ; 


| [aux 
90 (1, 9) = — i| QUOS) ag, 
5 tie in TI 


于 是 ,把 问题 归结 为 寻找 Ulp) = U(1, 9) є HAT), #8 
: m — _ 1 [> > U(s$w) 


g .. 
sin’ 


2 
Wee AL), (15.88) 


x bu, у: fh, Фо == Фм 以 及 


| | 
4 p Pim)» ф < pj 

Ap) = Gin Ф), Q; S p € Qiu, 
0, £ NB. 
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MOU 
dp) 一 2 nAG), 
了 一 1 
BRA (15.88), RBI EA 
AR =b, 
其 中 R= (ris “tts гм)“, Ё = (4, >ra КАЗЫР A= (А), 


b= lao) GM, 


Ay = 18, > 3 ein! e cos (uh || — 115. 
in О(ф) єн(Г), 
N uu q)dq = NOUS 
则 有 
П 一 sls < AT lea, 
lU — sooo S eb ы. 


15.12 WAM 


Tenue TÓRSI—TYAGEEIEDBXPA E. ИП 
РЕ РЯ] 2p Eris ES ae [Ip] Es 
{5099 = 0, red, 
BU (х) = g(x), z€ T, (15.89) 
其 中 工 和 B, ES SZ IF] § 15.7,B = (Bas tts Bra)", 
g= (go, coc Esa)". 
我 们 假定 满足 $ 15.7 中 的 条 忻 A, H E (15.89) Я ЖЕДЕ FF Я] 
ie Gol. ВР 


м 
v(x) 一 >) Apike) 
2-1 
的 函数 的 全 体 记 为 Ух, (15.89) ADERIRE н(е) € Vu, B 
满足 


| Bay — gi — аа Be — gilr, 
ee Vy 
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Hp ieli $e xem. = | 
RET AIBA {912} "IR је, —O— DT 
. РТМ, Fox, Henrici. Moler (19672, b), Davis, Rabinowitz (1969) 和 
Barrodale, Young (1970) 的 文章 .例如 者 
"US LU — — AU, BU = U, 
АЙ P: DEAR ETE 
max |U Ge) 一 GOD = < min n max |e Ce) 一 ESL 


, + Mathon, Johnston (1977) РЕ 1 -种 新 的 方法 ， нан 
是 同时 选择 特 解 序列 . (iC). ПЗ A, PRIMES ERE 
为 方便 计 ， RMA AE PFU ol 

LU = — Au — 4 9€ — 5, 8U L ap =), ze 
Әх, Óx |. Т 
U=g, обе aer, (15.90) 
Hh, Md RBM, d> 
PEZA y€0, nx, у) wk y ———" 
FE Br, y) № 0. A ` . 
Yr, y) = lr, У) log Нея + #05, У, 

EBA (x, y) 在 点 x 一 》 具 有 对 数 类 型 的 奇 妊 , Garabedin( 1963) 
МЕНА, ЕЩЕ 8G), HUE rC, y) АЖ (15.90) 的 
基本 解 ， 例如 当 总 一 点 一 4 一 8 时 ,可 了 又 C | 

rlr, y) = — ор |а yleni” 
а b, = 5,7 0, d > 0 Ei, Wh. ass 
| r(x, y) 7 |е y| “Kiel a be у), 
Heh Ki 1 阶 修 正 的 Bessd БАЗ. | nous 
lg A Gs S An)", У = (у®, y9, +++, yt, 把 形 


如 S) iv C, y?) 的 多 项 式 称 为 N 阶 7 多项式 ,其 全 体 记 为 Vw， 
I-1 ` А 


(15.90) 的 一 种 近似 解 是 ww Vu, "CUR 
= 659 « 


Fr 


flaw 一 sln = pti — glano 


ЕР» 


= inf | > Airla, y) — g 


а 
根据 7 RRS Bnet (NL Hobby, Rice (1967), De Boor 
(1969), Mathon (1972)), с АПИА MUR ЗЕ A AES 但 一 
般 不 唯一 。 | 
TB ERE. 为 方便 计 , 设 bh = b, = d = 0, r 是 单位 
„г Йе See Holder 连续 的 , 它 的 Holder Же, 0 < 
e < 1. i| z = atin, РАЗА UG) ЗУМ Jp (e) 
的 实 部 。 令 wlr) 一 ехр[ф(#)], И Qe) ATOR, 它 的 
ЧИЗ thie Hilder 连续 的 :并 且 有 同样 的 Hilder 指数 <。 适 
当地 选择 分 支 后 ,还 可 得 到 | 
Ux) = Rel log w(2)] = log | w(x) 1, 

用 pwCe) ЖЖ н(е) 的 最 佳 N REZA, Riiie 
(HL Curtis (1936)) 得 到 
Ребят) pD EAN Weel, 

其 中 2, 是 复 平面 上 与 如 相对 应 的 区 域 ， Mini N RAAR, 
£x) 9e 0, 


ТЕЛЕ ED, +18 

. N 

Px Oz) = an П (2 — 2), 
i-i 


MOE IER S, [5 
| le(s}l 2a > 0, (ръб) | Z c, > 0, Wee &,, 


ivi 


Дое — 21 log |e — «9| — log [ак] 
= | log |w Са 1 — log lov ON < È lw)! 
СО 1G) — pale) | 
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mc. AUR Ë 


< A Noto, (15.91) 
Ci 


现在 对 任意 的 =< O, WARM Rs. ELER e GO 


eu (9) = logos + Sx D — log [= — алва | 
м 一 ME 


T7 log |2 一 Bu!, 


ДЇ Bw 充分 天 时 ， С 
| log lau] 一 ex CO] < Ае, 
现在 用 ow Cr) 代替 (15.91) 中 的 1sx| ， 于 是 可 知 存在 六 十 2 
PATY 多项式 加 Hz Y, 4)€ Vyas 使 得 
1070) — pests, Y, A)| < e ae, 
但 在 Рк Ф, вн ER U RUN ЈЕЛ, At 
IU (x) 一 wpfzyl < cv Vx c ë, 
Yb BOB УВ BB. 


$16 线性 特征 值 问题 


在 物理 和 工程 等 问题 中 ， 经 常 需要 数 信 计 算 线 性 椭圆 型 方程 
的 特征 信和 问题 ， Richardson (1917) 最 早 计算 了 薄膜 的 特征 信 问 
题 , 较 早 期 的 工作 是 南 Courant, Friedrichs, Lewy (1928),Collətz 
(1933, 1938, 1949), Бфименко (1938), Courant (1943), Саульев 


. €1954a, b, 1955, 1957), Люстерник (1954), Pólya (1954) ЯП 


Forsyth (1954, 1956) 等 人 发 展 的 . 

由 于 特征 值 闻 题 有 多 种 变 分 形式 。， 从 而 可 基于 它们 构造 种 种 
算法 .本 节 中 介绍 了 Rayleigh-Ritz WHE, Pélya HH, Галеркин 
方法 和 加 速 收 全 方法 ， 还 介绍 了 基于 Rayleigh 比 的 差分 方法 ， 

计算 特征 值 问 题 的 另 一 个 途径 是 直接 建立 美 分 格式 ， 本 节 介 
绍 了 这 个 方法 ,并 用 离散 Green 函数 的 方 靶 精细 地 估计 了 计算 误 

计 个 特征 值 向 题 的 第 三 个 途径 是 应 用 Green 函数 ,把 特征 值 
问题 化 为 金 连续 算 子 的 特征 值 问题 , 关于 这 方面 的 工作 可 网 2.4 
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和 Keller (1965) 的 文章 


16.1- 线性 特征 值 问题 帮 其 变 分 形式 C 
QUOI К" НЕ ЕЕ. ГЕНА 
БЕЖИТ НОК S DEB. SR TRU 
ge = 40, r€ 9, 

0-0, rer о (16.1) 
ЗУЕВ СЙ, Courant, Hilbert (1953)), (16.1) 有 正 的 特征 值 序 
列 {2o]}， 并 且 没 有 有 限 的 极限 点 故 可 排列 为 

0 < AUC = AU = „++ = 34) = +» = +з, 
今后 用 (U0) ARS 70). 相对 应 的 正 交 规范 特征 函数 系 ， 
问题 (16.17 有 多 种 变 分 形式 . 首先 必 存 在 定义 在 НКО) х 
НКО) БЕЗНЕ НИЧЕ У al, w), EA recon 
Ca) Hj, (Lv, "pon = atv, =), 并 且 在 在 正常 数 Gos Fry 使 
得 ve bus s | ` 
edle laco) < av, 7), | Ne € Hi(2), 
[alow] < allatus, Ve „w € нй), 
于 是 得 到 下 列 第 一 一 种 变 分 形式 : | 
定理 16.1 #00) єс Can cC», nj 
aU, ю) == AQ, ЭРТ . Wwe HIO). (16.2) 
下 面 用 R(v) 表示 Rayleigh Lk , 
Riv) = DM v) 


А p (ay 


显然 有 ROO) 一 1^. HERR UO, -UO BREF 
空间 ， i2 1, 并 记 E, == HG), He Ej, iESE MIA #1. 
Eia. . . 

定理 16.2- 在 前 面 的 很 定 下 ， 
А 一 min Rte). . (15.3) 
. Ej 


E" A RUE 征 信 及 祖 应 的 特征 函数 ， s 是 实数 , 则 | 
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alU, U) + 2ea(U, w) + ваб, m) 
ШО liso, + 2800, wren + 62||zo | iro 


=R(U) +26 Шш} оу УИ wr 


ЦО ај c f 


R(U + £e) — 


+ ERN 
由 (16.2), 上 式 右 端的 26 项 系数 为 零 ,所 以 2 RU +80) luo =o, 


Aku Е Ro) mma. 
反之 ,车 可 是 RO) 的 驻 点 , 则 上 述 28 МОЖНО. 4 
260,0) 
IE lt sco" 


则 alU iu) = АСЫ yw) 270). 
现在 进一步 证 明 
AUD 一 minR(v) = R(UM), 
显然 有 R(UT)—2i90, XXAHEAH) vc Es, 


N 
р == У! bu” + ми», 


rel 


mF s(UO, UO) 一 1O(U, Бо 一 1056 所 以 对 一 切 
IN, 


N 
2009, eo) = o Q9, 0) — aU, >} iuto) 


ret 


: N 
= OUO , „узш, — А (0°, У моч) 


тз Lum 
= A5, — 1b, = 0, 
Ня 
N N 
M 105i + a (yO, port) > 1581 
R) = ^ >= 


24 24 

1-1 imi 

Ф N> co, B 19 Rv), BATTER ¿O — min R), 
1-1 
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i> 2, 
Н 5 x H (Q) 中 的 任 一 7 维 子 空间 ， Poincaré, Courant, 
Fischer 证 有 明了 下 面 第 三 种 变 分 形式 (网 Strang, Fix (1973)), 
定理 16.3 在 前 面 的 假定 下 ， 
4 一 min maxR(v), (16.4) 
证 明 对 任意 的 ,设法 选取 065, HEB PLE, ВП 
(v, UP Jina, = 0, 1=<;j=1—1, . 
因为 这 是 一 个 含有 i 个 未 知 数 的 7 一 1 个 线性 代数 方程 组 ， 所 以 
这 样 的 # 一 定 存在 ,并 由 定理 16.2 得 到 
: AO <= RCW) = maxR (e), 


因为 与 是 任意 的 , 故 得 到 定理 的 结论 ， 
例 16.1 ian = 2, rC) € CO), 0 < >, < vx) = и, dx) 
JR 3E A XE ЖБЕК, 3528 A [B| RN 
ye = — V (PVU) + dU = AU, x€ a, 
U — 0, x€ P. 
JCE, L Е РАН ЕН, KE EAA 
{a} (BL Tamarkin, Feller (1941)), i 


als, w) = n (r(Vv - Vw) + Чтв) ах, 


зи U € CON CCO) Bb, 1 和 5 由 变 分 形式 (16.2) 一 (16.4) 所 
决定 ， 

WP tA Re ASR AEE MARTA. AK 
材料 还 可 见 Gould (1957, 1966), Канторович, Крылов (1962) 
的 文章 ， 此 外 从 各 种 数学 或 物理 原理 出 发 ,可 估计 AO RS ESTA, 
п, Вана (1937), Duffin (1947), Pálya, Зхерб (1951), Redhe- 
ffer (1957) 各 Protter (1958, 1959) 等 人 的 文章 。 


16.2 Rayleigh-Ritz 方法 和 Pólya 方法 
Rayleigh-Ritz 7j iE BJ ABE НСО) BJ T Si Pa Ree) 
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的 驻 点 sP 和 相应 的 pg 六 , 且 把 它们 分 别 作为 DU 中 和 4 人 9 的 近似 解 ， 
ЕЖУ, Е НОМ SM, CBRE (er), WER 
s € Vas 都 有 РА 5 Аи Pi. td Ар = alps, Ф,) ‚Ви = (oi, 


paon WA 


N 
абед, ta) == > Ai ы» IF L'ig) 77 2i Bith it Aes 
al 


фи 


Riv) 在 Vi 中 的 极 小 信 为 min Rex). SIA Lagrange № 


TAA ome 
子 Fas 并 记 
F(v) = aiv, s) — palle llita 一 1). 
А 
DEG), OF lon) 0 
OW as днл 

则 得 到 下 列 线 性 代数 方程 组 

| N N 
D Aine = нь Ў) Biter, 11 N, (16.5) 
rm] om] 


lela) = 1. 
因为 4 = (dn) 和 в = (By) 是 正定 对 称 隆 ， 所 以 上 述 问题 有 
N 个 正 的 特征 值 ,它们 排列 为 
O< |? = а. «zou О PM 

而 相应 的 特征 向 量 是 uD = 73 eh, + M 

ia? = > 4 名 pi。 则 可 证 明 

(ul, uf?) = u$] “ [+ соу = ng 5 
o a? 恪 为 问题 (16.5) 的 驻 点 ;而 wf? 为 极 小 点 ,因此 可 以 把 
O р a 分 别 作为 1 和 U'9 的 近似 解 ， 

e WR 19 和 UQ 的 近似 解 , 可 以 根据 定理 16.2, BAR PA 

极 值 问题 


min R(v5). (16.6) 


DREAM Legi pa aye 


à 
1665 


至 次 应 用 Lagrange ВЕЛ FARR 
F(v) = a(v,v) — pal Пе о — 1] — 2p , toos 
4 
Firs) .. 0 
де 


即 得 到 
м i 
M (alpe фг) 一 al pes Фа) ви == баби}, PFO. 
r=] 


Я и, ЕУ 求 和 ,就 得 到 


x 
D == 之 Гаф,» #50) — pales, u$? uolo, 


i en 


= Bau. ug ira, = Hs. 


НЕЕ 
alp u$) = aCe, ф,) 一 рн, pire 
= EA qus u$! уау» 
Brel 
N 
D = >11 Сф, ч) — ua pus HP OOo ы, 
Fel] 


= (ai? — uva, НО) зру = 0. 
这 说 明 pa = 0, B (16.6) Bib RRE ЭЕ F. pi 的 
展开 式 的 系数 , 仍然 分 别 是 (16.5) 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 商量 
EE. BP „о < jp 各， 所 以 可 以 把 ej? Rue 分 别 作为 1% 和 
UD 的 近似 解 ， 
类 似 地 可 以 把 pj? Aa? 作为 xn 和 Ut 的 近似 解 ,并 有 


аир > к) == нр, ws)» Wa, € Fas 


uP = min max R(vwi), 


БАСРА ДЕБ 
AB Sau ЕТ, BJ 1 维 子 空间 . 


Poincaré (1890) ЖЕН, Swi, a7 « ub. 
Таж ШЕВАИ Е, TT, АШЫҢ 2&-> 0 BF, e$ 
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49。 我 们 假定 , 当 A < UNE. Uy CV CAC), 
定理 16.4 ШЖ {TV} E НО 的 完全 子 空间 列 , 则 


lim Be = yo. 
+o 


证 明 4a 0 RF, (u$?) 是 不 增 的 :而且 a 2 a, 所 以 
Em PREFER. 

Ay {Vy} 在 НИЯ) PRES ЛЕ 2> 0, 都 可 找 
Bho, (IRM A < 加 时 ,存在 nac Va. Ем 


le, —UM aay S 5. 


由 于 
&(w5, m5) = a(UO , UT) + 24(U , e, — UP) ; 
+ alwa — UY, wa ШЗ), 


所 以 

alwa, wa) SACOM, UT) + сув, 
类 似 地 有 | 

Ша ау zm IO | щру 一 ee. 
itu 
R(mw,) s A + с. 

又 有 

te = RP) < Rwa), Wane Va, 
所 以 


4% = nu = д0) + GE, 
ib e 一 0， 即 得 所 证 的 结论 ， 
在 实际 问题 中 , 一 般 很 难 计算 Re), RRA Roe) ЖЕ 
B. На 和 有 表示 R, (e) 在 НКО) 中 的 第 工 个 驻 点 和 相应 
RS BERE. ДН FIR: 
定理 16.5 is Riv) 满足 下 列 条 件 
1К.60) — R(v)| < 8,800), Vee H(9), (16.7) 
ЧА О, в, 0, We 


lim m = 1%. 
kri 
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证 明 我 们 有 
BY = R (us?) < R UV) « АФ + e RCU™M), (16.8) 
因为 R(UT) JT RA, IH aoj, s R(Um)— 0. SUR 
Куб») = Rv) + (Rafe) — RW)) 
> (1— eR), Vee НО), 


所 以 
n Grp) «ЕЙ, 
因此 RGD), Si RGP) 也 是 对 上 一致 有 界 的 。 此 外 , 还 有 


49 一 R(UT) <= Кошу!) = R, CaP) + (В) 
— REPY) — AP + ARG). 

A A OK, RP) — 0， 所 以 结合 上 式 和 (16.8) 即 得 所 
要 证 的 ， 

定理 16.6 设 {Vs} E HO) 中 的 完全 子 空间 列 , 条 件 (16.7) 
成 立 , AY R (e) E V, 中 的 第 7 个 驻 点 值 , 则 

lim A 一 29, 

JETER 4 à — ORT, BP Д0, 

例 16.2 PTE 16.1 >) = 1, dx) = 0, Q in] 16.1 
Bras. RV 为 由 фа) 张 成 的 子 空间 ,其 中 , 妆 x, Z x; Bj. 


x 


(-1, D (1,1) 


ао 


B ist 
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. qux) = x,(1 — aK + n) 
Ж zi < =, ВЕ, НЕЕ, ТИК, 
可 得 ( 见 Forsythe, Wasow (1960)) 
1 <a < Кр) = Pw 12.8, 


WTE WE EE a, 取 为 下 列 形状 的 函数 的 集合 
all x)(1- mv + vam + taste bes 
Moxy Z= x) 时 . 
Birkhoff, Fix (1971) 介绍 了 各 种 高 精度 的 Rayleigh-Ritz 7j 
tE, 
Pélya (1954) 把 V, 取 为 分 片 线 性 的 连续 函数 空间 ,这 实际 上 
就 是 一 次 有 限 元 空间 ，Garabedian (1965) 等 则 采用 Hermite WA 
PR CSE 1, HNE PR RTE [a — x01 = 005), 
A 16.3 MILAM 6.1, „(жу = 1, d) 20,0 dixe 
为 站 的 下 方形 所 组 成 ,7 是 一 次 有 限 元 空间 。 于 是 在 单元 正方 形 
Qy 一 {x/0 内 ,于 任意 vae V, 都 有 
vale) == ACE x) — x)v4(0, 0) 
+ mA rv 0) + (А — х1) 0,00, 5) 
经 计算 得 到 


|, A004 = E AC, 0) + 0800, A) + A0, 0) 
+ AO, h) + 0500, беда, 0) 
+ 0300, 0)e,(0, A} + valh, Oeral, A) 
+ (0, beh, В) + £ (»4(0, 0) 
X paths k) + valh, 0)e,(0, A) 


| EA Vaz то, 0) + 0108, 0) + 0300, А) 
Ry Ox, | 3 


- sS, А) + (0, Oval 0, A) 
+ ralh, 0)e (5, h) — e, (0, ralh, А) 
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— valO, b)os(h, 0)) 一 2 (2509,0) 


| X valh, 0) + v(0, h)e (5, В)). 
类 位 地 可 计算 » (92) dx, 并 有 


j. Iwo, [222 = i (0300, 0) + (ñ, 0) + vÀCD, B) 
+ VR A, ё) — rall, Desik, 5) 
— 94(h,0)05(0,4))— + (560,0) 


X valh, 0) + fh, бе, А) 
+ valh, hva D, 5) + s (0, A)e (04 0)), 
拒 吕 内 所 有 单元 正方 形 的 顶点 记 为 @,, ДИЗ 

j, ра (хул = 去 216 + Arale — hey) 
+ vale + hei) + 4va( x — he) 
+ tival + fez) + v (x — he, — hey) 
+ oalr — he, + Ве) + var + her 
— hei) — rala + fe, + fea) ], 


|, [Venda 一 i D> naD [8р (9) — vale — he) 


PEN 
— vala + Ве!) — vale — her) — vals 
+ hey) — wale — he, — hei) ра 
— he, + Аса) val x + Ae, — hey) 
— vstx + he, + he)l. 

把 以 上 两 式 代 入 ‘ 


1, 
Riv) = Tria, 
Це „Ціхо, 


并 证 Roy) 在 уь sa, 时 达到 定 驻 值 ， 于 是 得 到 


ET (Bu (=) — ua(x — he) — ax + hey) — uan 
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— Без) — uy( x + Беу) — uu (x — Aer hea) 
— nale — hey + Bei) — ng x + he, — hes) 
— uy x + Аа, + Añe,)) 

== m (l6u,Cx) + 4dus(x — fey) + 4n (v + Be) 


十 dua x — her) + iule + hes) + ax — Be, 
— йер) + ua( x — Ae, + дс) + uut + he, 
— рез) + uj x + Ae, + hei). 
由 此 即 可 得 到 近 慨 的 特征 值 eP PR и. 


16.3 Галеркин 方法 


通常 直接 从 变 分 形式 (16.2) 出 发 来 计算 特征 值 ， 郧 求 a Qr) 
€ V,, SE 
aly, a) m alts, walay Were Vs, 
EY eS ЕЛ), НЛ, Cowper, Kosko, Lindberg, Olson 
(1967), Lindberg, Olson (1970) 和 Strang, Fix (1973) 的 文章 ， 
Fai it TF Rik Ж, 正如 Birkhoff, De Boer, Swartz, 
Wendroff (1966) НВА, STARS, BEA Ae 
16.3, 设 VV 是 N 维 的 多 次 有 限 元 空间 ,了 表示 按 alo, m) 定居 的 
ЕР.) ve НОО), 
afe — Пи, wa) = 0, Међе Va, (16.9) 
换 名 话说 ,车 
atv, ш) = (f, white, Wwe НИЯ), 
则 По £829 e АЕБ, Аим ve На) Bi CUL 
Strang, Fix (1973)), 
tle 一 Helga < ИВ Ph ue] tea), = (16.10) 
318 161 Шо БОЕ, 中 的 单位 向 量 的 集合 ， 


af? 一 max|2(v, v — Hejo — le — Hofii«ol, (16.11) 
M i na 


4 cf? «1l BJ > "m 
a< AN 
Е = - 

A бщ l о? 
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证 明 空间 HE, E 2 EDU. BARRE ФЕ En dels = 
ji ,并且 Ho = 0, Ain 
op = (2p, o — ipro — lip — Hollis 
= [фо = 1, 
而 这 是 与 e$? < 1 FEN. 因此 ,由 定理 16.3 得 到 


alle, Hv 
md < maxR(v) = max тте), 
因为 HH 是 按 alr, w) 的 投影 算 子 , 故 (Пе, Пи) Sale, v), 
另 一 方面 ,对 任意 的 cco, BA 
[Delo = üsllixe — 2(,#® — Пи 十 le 
一 Tv liye, 1-2, 
所 以 


ate, г) __ 10 
Т 


ні? «max 


ved; | — of Ы 


Па 


SIM 16.2 ix vee, e = Say, д] 


i=l 
(e, v — Hv)rio 7 DE pa (UO — ПОФ, о — He). 
i=l 


证 明 DU 是 村 在 函数 ,所 以 
(UV, y — Tv ino) = P a(UP, y — По), 


Xp (16.9) 得 到 
(ПИФ, о — He) = 0. 
TED E PSOE ЛА E 
(UO, v — o) 一 E «(ИФ — HU, о — П>), 


Ha; BEA Е} KORI, — 
定型 16.6 БИ У, 是 下 次 有 限 元 空间 , AA), 出 存在 各 
数 5, 使 得 
ні? = 1 + ВАО AH 
证 明 ige inal 16.2 所 示 , 则 有 
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- Н 
2] Ce, v — Ile) a | = ap o Qe — ПИФ, v — Пе) 


2а, (1 一 Zi go 
< ^| ( п) У = nid на 
| | х " 一 Пек саз» E 
ЕЖЕ ME REN ^ 
_ ñ 24 2; pp 
| 2|(v,v | Hven < суй Eam MITT 
tiun. 


A” L 25 ЗЕЕ, 
lU Platt, < с, Inu UP lise, (А9) PU P 
Mf 
219, е — По) осоз| SALAM TE, (16.12) 
另 一 方面 ,由 (16.10) 得 到 
le — Hw |o; s eje? очко, 
EEKMA (16.12) ЖА (16.11) 中 , 即 得 到 关于 of mihi, X 
应 用 引 理 16.1， 就 有 
ый < (1 + 202) « 300 十 2848( AM) AH, 
下 面 估计 UO —ePlao. 假定 {UP} (D) 都 已 规范 
4t. 
5133 16.3 RHE 
aU — ap, UO — uP) = дороо — oP, 
+ ad — ao. 
征明 ”可 直接 验证 
a(U? — «fh, UP — ui) а, pu) 
— 2a(U'^, af) + ala, ub 
= 2) — 2400 (UD ui, + ul 
m AP[2 — 00%, uj yey] + mu 一 1% 
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e OT Оа + pi? — 1%, 
51m 16.4 
Cap — 10) (HU, uP уңа = ACU 
一 NU, e$). 

证 明 RIER GP GIU, oP ira m МОС, uu. 
因为 U 和 e$? Sy HE RAR ADL LA SE RS epp fep. ALA ХНА 
为 证 明 aU, oP) = (UM, u$), ЕЖА. 

定理 167 ЕУ, АОН ЛИЗ], 9 和 DU 


Tua 一 ка < анкау, (16.13) 
a(U^ — aP UD — “Ру яш a| t| amen, (16.14) 
其 中 < 是 与 了 有 关 的 平常 数 , 但 在 不 同 的 地 方 可 以 到 不 同 的 值 . 
若 4 中 是 十 1 重 特征 值 , 1 一 … 一 491, 则 可 选择 规范 
化 的 BO, Laici tp, EA (16.13) 和 (16.14) 仍然 成 立 ， 
证 明 ”由 于 <D... 2 组 成 Vs МНЕ, FAIL 


шуо — У) WU, wom? 
j-1 


35 aO Ең ДИМА А УЛУ АНУ, 1—0) ; >= 1, 


qi 
aj 一 10 
记 в, = (10, «Puy, WA 


[mu — бан coy = > CHU, а“ уй ау, 


= e (16.15) 


又 有 
ВОНИ ноу А9009, uiro 
= (ПО, uP) — 2(U, oP) = 0, 
所 以 


(uj — YU, aie — КОСО — HU, "уша, 
因此 


lU — Bye? о» 77 > ( Y (UO — HU, uiua 
it ` 


di yn/ 
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Ae 
eM E UU m п , afl 3 Tos 


i*i 
< «О — HU linas 
和 
IU 一 | sz UC — HU Bs оу 
+ [HU — выра S CI + eut 
uu HUE y, 
ЕН (16.10) 得 到 
EO 一 DECORE Cape E = . (16.16) 
勇 一 方面 有 
IU | oy 一 LEM — Bui Merce, ex ||#м eos 
s dU lio, + lU? — Bre? lec», 
假定 已 适当 地 选择 DU 和 «PP 的 符号 , 使 得 8,270, FERLA 
得 到 
i£ — 1| < US — Bun lle, 
Ma 
[UC — «Pino < IU? Bye lico, + TCR — Dui rico 
< 2'|U — Вмро. 
把 (16.16) 代入 上 式 即 得 (16.13), 21H85] 16.3 Е (16.14). 
# А? Er + 1 BEA, HU (16.15) 仍然 成 立 ， 但 其 中 
j= -i 二 ps 
Hü £45 (p + D x (p+ 1) MER, Жл faa = (UY, 
us), Sr sb, HIE 


> Ba suu Quen — porn 


因此 可 选择 UUTO, (gd 
[peto — a? | оу < ей Anc yay? 
注 记 16.1 Вайникко (1964, 1967) 也 普 得 到 过 类 似 的 估 
И, Bramble, Osborn (1972) 还 进行 了 相应 的 数值 工作 ,这 些 结 果 
. 675 * 


K+) 
= e SSO Ed 


Lo) 


aH SIE BRB SRY ee. SiR 
ЖЯ Ж AROS L Kellogg (1970, 1971), Strang Fix (1973) 的 
文章 。 对 于 系数 光滑 性 很 差 的 情 现 , 则 可 见 Nemat-nasser (1972, 
1974) 和 Babuika, Osborn (1978) 的 文章 。 


164 pom MAH 


В OCA IR лз] Beit BE, SA RE ЛЕН 
Ж. ORBEA (1981) 提出 了 一 神 应 用 低 次 有 限 元 计算 的 加速 
Wik TE, MLLER ВИЖУ, СИТ 
及 其 相应 的 规范 特征 函数 分 别 是 4 和 D， 在 边界 上 U — 0, ЖЕ. 
已 用 其 种 方法 得 到 近似 解 na 和 ws， 作 辅助 函数 p, 
t = gay, FEO, 
-p= 0, x€ T, 


3 


一 一 下， By RB), 
Rep со 


Em 16.8 4 |i— 4| = 007), liU — има = OCH)» 


An 
йл = 5 + OCH), 10 — ilg = ОС). 
证 明 AX 
LU — gp) = МИ — ux) + СА — nius, 
所 以 
ЦУ — plato = afla] — agli + lA 
— в | [мар < «^. 
及 有 
|1 — lielam = Elea — ello 
< JU — plir < ek, 
因此 


[U — # utu == 5; Melun? 一 pllaka 


Ime 
676» 


Ul at 
Wiss (le — lako 


+ ИСЕ — ipler насоз) = eA 
HF Uu, 部 已 规范 化 ,因此 (U, xpyl <1, М 
B, — А = рь — 24 + A (LU a. Baron 
一 2A(U , Haeo + (LU, U haio 
= (Lus, Ham 一 2ULU , $84) + (LU, Up 
= (LI, — U), нь — U ua S a |U — ино, 
=< aeih, 
所 以 
Въ <А + OCF), 
如 果 1 的 最 小 特征 值 是 AU. WU 
aw = gi = 1" + Oca’), 
注 记 16.2 在 具体 计算 时 ， 还 要 用 二 次 有 限 元 计算 中 的 近似 
№ p+:， 并 由 此 得 到 相应 的 д, 和 条， 可 以 证 本 
B, it OCA), E sso = OCF"). 
Lin Опа, Liu Jia-uan (1983) ДЕН ГА Ape RI ЦУ ФЕ 
的 方法 。 为 方便 计 ,考虑 下 列 间 题 
" AU = 10, x€ Q, 
U = 0, cer, (16.17) 
Ek а, Жи, АТОР, НОЯ иь ЕЖЕ. TE 
辅助 函数 p， 它 满足 
r Ap-5, XED, 
p = 0, x€ P, (16.18) 


HE в, = 一 一 一 一 f#E25 DREE. ЕН 
(ил, pjero 
E, 使 得 
(Vo, унш») ау 一 Bab. uso = Eo 
一 ила ко» УВЕ Vay (16.19) 
$ = mp + $, (16,20) 
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最 后 把 fa 一 -一 作为 的 新 的 近似 解 . 


lg о 
定理 16.9 ША (16.17) ЖИА, ЛЖ 
0 =< E, — 1 < ИИ — alii, (16.21) 
WU — «slo s a (PIU — наказ + 1U — ноу). 


(16.22) 
证 明 用 天 表示 微分 算 子 一 公 的 逆 , 也 就 是 说 5 一 Кг 满足 
(V2, Vu) == le, шир, Yw E Ha). 
MAU RROPHR ERT 
(уе — s), VUalU "= 0, Ме, И», 
Int 
ite 一 elero < сз ево. 


RA Bid STAIR, (16.17) — (16.19) я dic p 


U = АКО, [Ulo = l, (16.25) 
p = Ku, lea == 1, (16.24) 
(I 一 mK )b = ANK (ap 一 иь). (16.25) 
Fel (16.24), (16.25) { А. (16.20) 后 得 到 
(I — g,IK)Z = g,(K 一 HK Jay. (16.26) 
首先 证 上 明 
|K — НК] = eM. (16.27) 


ЗЕ, w = К», № jeleo < око» Witt 

IVC — m Ke) = | Саг — He) Ir) 

= ph ко s cresk le llera 
Wea Nitshe 技巧 ,对 一 切 v, we (Оу, BA 
IG П)Ке, wal = (СУСС — ПК»), у Ки уг о | 
= (01 — mEv), УС — 1) 
X Kwea & оно Паоэ» 

由 此 即 可 推出 (16.27), 
其 次 来 证 明 (06.21) 成 立 ， 根 据 U — АКО 和 п, 的 定义 得 


到 
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Ba — А = АКИ, Uren — (Kua, ta ros). 
因为 


1 
(KU, U), = i, (Киз; us )ricoy = — 
4. fe 


Mice, MU ica, Пп НК ХА ЕН ШЕ 
Ba 1 = B,ACICRU Ш), ҷор 2CKU, чье 
— (K(U — ка), CU — а, tay) 


一 ij 2. (1 — QU моче) — (KW 


一 us), (U — us) ана | 


= EU 一 мао 一 BA KU 
— uy), (И — u))ixoy < ШАҢЫ 一 salto. 
下 面 来 证 明 (16.22)， 为 此 先 考虑 下 列 辅助 问题 
U = MIKU, xeQ, 
{р =), хЕГ. (16.28) 
我 们 把 (16.25) 对 Ú 求 内 积 后 得 到 
(Ф, Uira — ga (IK p, Duta — gm GoIR p 
— ПКи», Uero 
ЊН (16.28) 和 上 式 得 到 
(X — pa) (bs Uero 一 Bal Bap — чь, О). 
因为 (gap — tes tr) rte) == 0, Brel 
(X — fall’, Uea, = 天 [ip — иһ, U — в )eray, 
或 
(Ф, Tita 一 i fa (Бур — из, Ü — uio 


Ë; 


=O (Gs Ea 一 Пар — ино 一 solle ). 
А — fin 
因为 一 A(R — U) = пли, — AU, МЫ 
[жыр 一 nalis SU озо t Vae 一 Uira 
< [И — slo + elata — AU lico 
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= 10 — «Miro; + eul laa — MIU eo 
+ NU — ису) 
= OCU — ини), (16.29) 
因此 


(Ф, U)u = О (-E— IU 一 «lll! 一 ulita). 
Я — By 


今 假定 14 gs) > cull — иль, 其 中 co > 0， 则 得 到 
(Ф, Dime, = OCU — allow), d = OCIU — wil». 
PEAR (16.29) RA (16.20) 后 有 
£ — U = рур Ut ф = (ip — ux) + (a, — U) + ф 
= OCU — walle). (16.30) 
ЕН (16.23) #1 (16.26) 得 到 


U — плк) — U) = Ё®— v + рик — К) 


X (U — sn). 
НИНЕ Е RM (16.21), (16.30) 得 到 
U — АКУСЕ — U) = (1 — g,IK)(£ — D) 
+ (ПК — АКСЕ U) 
= (1 — ПКЕ — U) + (АПК 
— R K)(Ë О) + (na 
— 1)к(ё — U) 
= ОЦК — ПКО — silio + 10 
一 salis) = OCF IU — sulleco 
+ vu — и.о). (16.31) 
XH (16.23) 得 到 
(I — AK)CE — (£, Пани) == (1 
— AK)(E — U), (16.32) 
LAW Жи 
(Ë — (EU Datta s U Jena = (CAKCE — (Е, U ra), Vee 
+ (Cl — KDS — UJU Jeon 
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AY ЕА 2032, И 
(CAKE — (E, U):xa U), U)r«a, = — CU — 2K) 
x (5 — 0), Uero» 
Жүн (16.31) 得 到 
CAKE — (Е, Ui), Wey == OCU 
— мы емо, + IU — мо, 
因此 
AKCE — CE, U) U) = OCH NU — uro 
TU — «р. 
再 结合 上 式 与 {16.31)] ,就 由 {16.32) 得 到 
£ — (EU) о + ОСИ — suuin 
+ [9 一 2 人 se)， 


以 而 
Eliza = ТСЕ, Ue? + OCB IU — salen 
TU — По), 
并 由 此 推 得 
no TM =U + OG? |U — изо, + TU — и). 


412163 如 果 Ps 是 一 次 有 限 元 空间 , 则 

[2 — pal = ОСА), TU — vali = ОС), 
Mitt 

(a — gal = ОСА), MU — glo = OCA), 

Pr Re PAE PH, BE P S Se eR. 

FRR ХКУ ОЕТ, DS AAAS CR ВНЖ 
FPR vu. Rin, HBS ë ROME LIRR {ДА 
x. 


16.5 Weinberger 的 差分 方法 


在 前 面 几 节 中 用 协调 有 限 元 方法 计算 特征 值 ， 所 得 到 的 帮 扎 
ERT, Weinberger (1956) 则 应 用 古典 差分 方法 得 到 了 下 界 
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fib. ME s — 2, 9 和 T йй „3Р7 Fin] g! 
— AU = 2U , x€ 9, 
Ww =o, re T. (16.33) 
fE-Tik ОН ЖО X ® 
68， 它 由 边 长 为 的 下 方形 № 
AM, FAME ARR 
x, BE vu. OR Yun =< h, 
549 
r+ түе, + re € Q. 
(М.Я 16.2). 50, 是 总 上 
RAR КАЙЧАК. ВЕ 
Газ id 
Div) = Р у, Gs OY + PT, 


хел 
并 作 下 列 Rayleigh 比 的 差分 模拟 
DAC) 
Rite) 一 一 " 
| MN: 
id e = {хе Os}, № Dile) 是 v(x) ИОН, RISK 


vt Ay 
Ж 


图 16.2 


Dem = рео, Rae) = 


3 


其 中 4 SOK ESE RE, 因此 Ritv) 的 驻 点 信 na 520 A BUEY 
征 值 . 又 可 证 明 Arle) = 一 Awla), Bill ea ДЕ PU 
E 
r A, (x) == nans (x2, x € Os, 
us (x) = 0, x€ TD, (16,34) 
定理 15.10 jk 20 ЖЕНИЯ (16.33) 和 (16.34) 的 
最 小 特征 值 , 册 и’ < am, 
证 明 НАНЕЛЕ UY) НО Я. Rid 
Ure) = U%(x + rie, t Те), OS, Ya A. 
WBE т», HE U,Q [RA R (e), РЕ 
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eh? >) Ue) SP 2 (Ut. (X) + Ut Qe). (16.35) 


re DO, 


Hm pXxup AE (v/0s v, vas A) 内 积分 , 则 (16.35) ПЖ 
积分 值 是 


ape У) | | ата, = ael. [UG Pdz, 


red, 


(16.35) 式 右 端 第 一 项 的 积分 有 下 列 估 计 式 
в >; NNI = р j. [UP (жу Pax 


TEGA 


A a 
= р? Í, (ie (x + gei) do) dx 


= {, Ë |, Е (x 十 ea) ‘dat dz 


5 f auam 1 90% 3 
== р INC Өт, ©) i hk N EP Vee 
2 DL He RT £8 Ж] (16.35) 式 右 端 第 二 项 的 积分 的 估计 式 ,从 而 有 
BB Í. [0% (=) ах = А? n | vu |222, 


所 以 


РТ = Jus ШР = FS 
JU lis; 


Weinberger (1958) JB LRAT ARABS TM 3: 
高 阶 特征 值 的 估计 。Hersch (1955, 1963), Hersch, Pfluger, Schopf 
(1956) 的 工作 与 Weinberger 的 工作 有 关 ， 此 外 还 可 见 Synge 
(1951, 1957) 的 文章 ， 
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本 地 讨论 高 阶 和 多 年 特征 值 的 计算 ， 所 考 志 的 问题 仍 是 
(16.33), НН г ge BB ВЕ db £x rZ R, E £8 Е, Р 
于 x。 此 时 ,特征 函数 UO) 有 良好 的 性 质 , 列 举 如 下 : 

引 理 16.5 UG) FOE x, BIETER. 

5138 16.6 ЖАА, UO) 在 T 上 是 处 处 解析 的 . 
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$88167 ipf a CT, KAR, e > 1, W 
SPU) __ Р 
Әхздтр 
其 中 p — pit р, mban (а) 在 点 ЕИН, 

引 理 16.5 的 证 朋 可 网 Bernstein (1950) 的 文章 。 引 理 16.6 
的 证 本 可 见 Morrey, Nirenberg (1957) 的 文章 。 引 理 16.7 可 用 
Lehaman (1959) 的 方法 证 明之 。 根据 前 面 三 个 引 理 还 可 得 到 ， 

引 理 16.8 РЖ 

9х1 Oxi, Ox, Ox Ox, 


ЕО L Lebesgue BUR, PER E bu PUV ÆT E Lebesgue 可 


Ax, Oxi, 
积 ,其 中 m= 1,2, | 
Jj r R x, ЩЩ ES P 的 切线 的 正方 向 之 间 的 交角 , 则 二 rls) 


EILE s 的 逐 眉 连 续 可 微 函 数 ， 由 引 理 16.7， a Er LEX 
续 的 . іа 


2 
F(U®, 0%) = -L | 
I2 473 


一 prr Go, 


PUV guo 


2 я Әт T 


HI au) aut 
12)г дп Әя 


由 于 在 角 点 上 Эра = 0, Ait 


sin?Zrdr, 


gue Fu 
210 Өх, Ө, 
1{ 00% aut 
12 |, On On 


2 
F(UM, UW) = L Í dx 
1 


sin'[2r(«) 174+. 


| (16.36) 
假定 U(x) 已 规范 化 ,对 应 于 重 特征 值 40 一 чө = ..., 
AL UPC), 使 得 它们 在 LO) 内 积 的 意义 下 是 ТЕ Ж 
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№. A DERLAM, ИЛ da 一 F(UT, UU), ХЕХ 
实数 序列 {71} EAO 是 一 ААУ АННЕ, у: dus Ж 
"2 = An m o... шш qieti-y 

是 了 ERE, ДРЕ ҮЕ Уры 2... Yuea 是 口 的 相应 的 

PREFA (de), Ejs =l tpl 的 ?个 实 特征 值 . 
现在 按 $4.6 中 例 4.10 的 方法 松 造 О, 和 Ta， 并 用 A 表示 

Shordey-Weller (1938) 昔 分 算 子 ， 由 于 一 А, APRA 4 + 

是 对 称 的 .因此 不 能 招 一 As 的 特征 值 简单 地 等 价 于 一 个 二 次 型 的 


BA. 为 此 引入 算 子 一 А,, SR ERE i (4 + 
A*), А, ШЙ ol? 则 是 下 列 近似 Rayleigh 比 的 驻 点 值 
т У (х), (ж) 


R,(e) 一 一 — E 
r 

FRAT eP 一 7|, AERALA, 
5158 16.9 E (х) € C(2), HET E 

Ov . Ov 
Ox, Өх, 


g m 


= 0, 


P Уі о(а) 一 , vde + oli) 


PPTP 

证 明 жх STAB ñ BJ, eaol < e, RES 
上 面 的 和 式 时 ,可 以 不 必 计 人 Г, 附近 的 不 规则 网 格 点 ， 因 为 这 些 
项 的 总 和 不 会 超过 obs’, RL KE. 

用 0, 袁 示 这 长 为 上 的 正方 形 ,其 顶点 为 *y*Y 十 8cis x + he, 


和 x t+ hey + hep. 用 x^ REN IER > ох) 表示 
` DA 


v Cx) 在 四 个 顶点 上 的 平均 值 ,于 是 
ES oe) = Pelz) + Ë Alah) + о(5*), 
4 o, 8 


| (к) == Во) + Ë доа) + o), 
Oa 24 
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Wit 
= > v(x) = ao + P доа) + ol’). 
LA O, 中 的 一 切 О, RAM, me Green AAAI RSS 
BS ole) = n (удха Ë УП Aula) + о (М) 


x€ DA Т Pen, | 


= I, таах + m an Av(x)dx + ofA?) 


= " vu(x)dx + o( 47), 


引 理 16.10 
POS UO (DU (x) — вы + 047), 
rea, 
WA 2 els) = UO QUO QD, Mer Е (а) = 0, fH 
当 * 趋向 边界 时 ， 


Ve = QORU + пог — 0. 
从 而 由 引 理 16.9 和 (UP) 的 规范 正 交 性 ,得 到 所 证 的 结论 ， 
Рз 16.11 jx |0,|<1, m= 1, 2, 


8»(x) = > os (x + Өле), 


Шы 4 — 0 Bf, 
和 Ung + UM BUY) = F(UO, UM) 十 o(1), 
| (16.37) 
其 中 和 式 L ЛЕН ЕЖЕ «DMA RRA, 
证 明 根据 引 理 16.8，Lebesgat 收 敏 定理 和 Forsythe (1954) 
Ei, TTA VER (16.37) Кул 20 


5 >|, (vo SE Өш - + UO en ) dx + oll). 
Xm 


24 mri 


因为 


go L AL 


DUS = nes ov) _ 90% aye 
ax 


Oxm m Ox, Ox , 
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公 A ПРА 


故 和 根据 Crees 
уу (are pue 
245, Joh fy, Ox, Ar, 


再 次 应 用 Green А, НЕЕ 


QU IE iuo 
Әх} 


2 зру) дарго 
1 | BUY PUN ү 
a 


12 = Ax, Эх}, 
其 中 
Өр PUW 
В NI Ox, Oxi Өх, 
au PUR 
NI ax, Axi + 
因此 义 把 问题 妇 结 为 证 朋 


BU Wt? mpm 
Ox, Әх 


8p» gun 
В = 2 | 一- 
r On On ° 


т 


B + oft), 


90% puo 


Ori ) ^ 


in?2rdr., 


DU) as (Г). 


з» 


(16.38) 


BARR TAA h UO 在 马上 是 解析 的 ,并 满足 (16.337， 所 以 


ax {43 
в | FU (20 dz, + 
r 


Oxi Әх, 


| fu (a dz 
r 


ET! Ox 


mut 表示 UT hF 


ayer au . au EI 
一 一 ”一 一 -一 sinr = 
Әх, On , Ox, On 
因此 
+ л {i} 
м = — a 一 学 T'cosT 
х п п 
тч w 
= i sin + ou cost, 
Or, 1 
А ах a 
1907 = 209 cost — 9U + sin z 
Ox, an п 
гү 1 РАТ] 
Suo ora PUP uns. 
5 GENEES Ox} 


(4) 
22 a za) 


Xi 


au ) 
ах. |. 
* Әх, ? 


(16.39) 


a 
cost, (16.49) 
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ey eiue 
8 г 改写 为 一 On” 由 由 上 起 得 到 


атту ay ч) 
Y 一 E sin 2r + E T'cos2Y, хє T. 
Е п л 


国 为 dx, == созт, бк = sinrd:, Hees (16.40) 得 到 


2ryUM у TORY a ay 
| 90 (SU, | өй as) | (20 ine 


ax Ox, Ox, On 
(D (A 
+ 8и rcos27) (20 cos 2r \ ds, 
On On 
类 似 地 有 
ous (907 Qut» ) | во“, 
ах, + dn) == ( 2 
f, д4 Naa Bm 7)" hN 8n о 
Gr {i} 
+ PUT reos ( 20 cos2z) ds, 
| . On On 
把 以 上 两 式 相 加 后 得 到 
. 1 
РА (y f. r 
EZ A) sn2r- cos2rds. (16.41) 


应 用 分 部 积分 可 将 上 式 的 最 后 一 项 化 为 
T әрә 900 


. T'* cos4rds, 
г On On 


考 志 到 cos'2: 一 cosir = sin'2r, i'd; == drs), ВЕН (16.41) Е 
gi (16.38), 

引 理 16.12 Дл, BRAN ERE, G= AB, € 
们 的 特征 值 分 别 由 小 到 大 地 排列 为 {oP}, {8} 和 Ph ЗВ 

а) -= pi = gh = a) = 8m, 1 =< 1 = N. 

证 明 В 一 FOI 是 半 正 定 对 称 阵 ,所 以 po 一 po > 0。4 一 

(B — 891) WRIA O 十 8， 它 不 超过 xs， 因此 
gi = a? — gu. 

类 似 地 可 证 朋 a — 800 < 20. 
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2|28 16.13 (Rellich (1953)) Yee BHM, Ale) ЮМИ: 
对 称 阵 , 当 je] ЕАН, Ale) ЛЖИ, ДЖ, 它 的 
特征 值 (s) Æe = 0 是 解析 和 的， 此 外 ， 可 选 出 特征 向 量 集 合 
{ne)}， 使 得 л (в) ЖЕ в == 0 是 规范 解析 的 . 
根据 引 理 16.13, 两 个 不 恒 等 的 特征 值 te) 和 ehl fE 
e 一 必 附 撑 鞋 多 只 有 孤立 点 的 重合 .于 是 ,除了 在 孤立 点 外 ,不 是 
恒 等 的 aC (s) 的 规范 特征 向 是 条 (pCO). 除了 符号 外 ,可 以 唯 
НЕ оне DIR Ay А ЕЕ Е CE). 
引 理 16.14 Bie «7(00) 是 40) 的 之 1 重 特征 值 ; 相 应 
的 不 变 子 空间 是 图 ,向量 i.v. 4м 组 成 名 的 任意 一 组 规范 正 交 
Ш, MEM OOH G = (gu), HER ga = 414'(0)4,. BE 
的 特征 值 记 为 #9, 1616р, 于 是 ,在 适当 的 编号 下 ,? 个 特征 
Е (e) 在 8 = ong SRA 
. a (0) = g^, 1 = i = Р. 
证 明 适当 地 选择 (e) 和 w(ts)， 使 得 它们 是 规范 解析 
的 。 由 于 Aler (в) = a (ey Ce), 因此 
A(0)59 C0) + 4'(0)50(0) = a'?'(0)4/(0) 
+ a? (0)4 (0), 
用 P*O Е ХАЙЯ 
a (0) = nO 4'(0)5 (0), (16.42) 
+ 8 和 ay (0) 与 座 标的 选择 无 关 ， 如 果 e) ЕР 重 的 ， 
则 必须 选择 (16.12) 中 的 个 向 量 (0), 合 得当 一 0 时 ,它们 二 
(=) 的 极限 ， 今 假定 座 标 已 固定 ,并 使 得 4(0) AMA AM, 
JtH P REE eo (ORF A HALA OH 于 
ЖЕ TEAR Р SA fir EAT A. 
根据 Taylor 定理 ， 
Ale) = A™ + g4'(0) + OC’), 
ACs) 有 所 个 单位 特征 向 量 Yo(e)， 根 据 引 理 16.13, 4 6 — ok, 
eM 9-е — 0904, (в) 的 后 面 N 一 z 
AAS BRAS. [E l) 的 所 有 分 量 都 是 s 的 解析 函数 ， 
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因此 这 NN 一 小 分 量 必 定 是 O(a), 
现在 把 Ae) 分 块 为 
fal CO) + edn 十， Bd tee Cp) 
" 


EXIIT 


Ча n Ар teda to- hey -— р), 


Des dee (P) 
T — 3 9 
qs) or +... (N — p), 
ав) e OO) + ea (0) + eee, 
根据 以 上 三 式 即 得 到 | 
| a' (0)! + s (Aui? + a (0)g) +... 
Чу == 
енко) = (др Аў и?) + --- } 
oO) af e (a OJ tal On) + eee 
ea? (Oni? + --- n 
比较 上 面 两 式 中 关于 。 的 同 次 之 项 的 系数 ,就 得 到 
Ai? = at (Ө, (16.43) 
TUR. mu (e) A PTS ROTER W, KEE 4% 的 一 
Аний, Ки du НЕВЕ КИНЕ G, 因 
№ 3000) 一 lima (8) 的 后 面 N 一 个 分 量 为 零 ,所 以 | 


і 
д 


HeJ Ple) = ( 


2 == 1, 
从 而 得 到 
AO DO) p D AnD = A Gy 
= жо? = g^, 

ERA (16.42), ROR SRA TC. | 

定理 16.11 150, T, О, WT, REKTA, 20, ug 
和 vi 的 定义 如 前 BBR 

aj? s< И” — v + of A), 
WA BA. ФЭ DEHH 


hi У vr) Аль (хх) — д? > (<) A, va) 
Bale) mT TP i 


(16.44) 
而 иу 是 R,( e) ВЕЛИН. 
根据 Collatz (1938) 的 思想 , RR БЕЗНЕ DO HH. UG) 所 
SÉ RBI = [B] 9t RO RE RU 


(«у = У 209008), 


Jmj 
其 中 w 是 实数 。 用 局 表 示 Ra Co) EMR, ATER 
AP < gi. 


现在 把 RíCo) 由 的 和 式 改 为 = „И Ө, 中 的 规则 网 格 


ARM, 从 而 Ritz》 变 为 相应 的 EG» 它们 的 差 只 是 off’), 
由 于 在 规则 点 上 
AUP (s) = AUP) 十 i QU (x), 
所 以 
-E m (Z wawo ) 


Rv) = hia 


Xo > U^ (Uv) ) 


w= is 
> 


-5 n (22 ye (ашт BUM? (к) » 


Suo (x BTR) 
Бр 
BP AUG) = ^v^ Gn, МИ 
> Ми 


Rie) EL, 


>: Bijvivi 


PLI 
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其 中 
Mi = Ми = (3 + -之 > PUP (UP (к) 


E А 51 F(U^G)8U'?G) + 09009 (у), 


By = B; == Б > UO GUY (к), 


由 引 理 16.10 和 引 理 16.11 有 
By = 8j + o( №), 
Mi 一 = м8; _ PF(UO, Utm 十 olh?) 
= 48); — Edi + ol) 
现在 改变 {or}, 使 得 Rilo) KBE RE ВР, WA 
De(M — 8$? B) = 0, 
其 中 M= (My), B = (By), BIA ВР ВЕ Btw Bt 的 特征 
fA. 由 引 理 16.12, BAAR, AM BI 的 特征 值 都 是 1 十 
olk), 所 以 
B-4M BT} = (Bua — Ра; + ol #)). 
LASIA 16.12, бран PCA?) 的 特征 值 加 上 off?) 项 ,其 中 
Ру = (84А? — xdi), 
fx = okt, POP) 的 特征 傅 为 40。 

由 引 理 16.13, PC). 的 特征 值 >) (в) TE < ПО. 
对 于 ? 重 特 征 值 4 一 АЧ =... О, ДНО 16.14, 
YO) = А0 — y, (ау + OC), 

其 中 一 v, ЖЕ 
(Puts) )= C an 
的 主子 式 的 合适 的 特征 值 ， 这 个 矩阵 有 包含 在 重 等 征 信 中 的 惩 阵 
(ё?) 817 =] ,特别 当 ХО 是 单 重 特征 值 时 ， 
у (e) = 10 — 4иа + О(а?). 
综合 上 面 的 分 析 就 得 到 


1:692 = 


— vë Ë 


AP < pj « BP. + от) < тә) + (р) 
« 10 — ив + off), 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
注 记 16.4 MR очай, NL 270) 20. 又 对 于 
不 完全 为 零 的 任意 实数 序列 (r), WER vG), 
o(2) = У) OG), 


jag 


则 有 


| | 1 P гоу, 
2 duvjv;j = F(v,v) = i Í. (=) + (5) | dx 
1 Oe? 24 
+ | (2) sin!2rdr > 0, 
因此 户 的 上 拇 个 主子 式 都 是 正定 的 ,从 而 y, > 0, REP, 者 
存在 一 个 AU), EH AS (р) 时 ， 
ві? xz AU. 
T 3X JS HN CHA Forsythe (1954, 1956) 和 Forsythe, 
Wasow (1960) 的 文章 ， 
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Bt ii JUR phi aB RE РУПЕ fL RUE EX, Bib 
"ID ESL З EM, Б] UL Bramble(1966b) , Кашег (1967, 
1970), Bramble, Hubbard (1968) 等 人 的 文章 。 

Mik 4 是 ” 维 空 间 中 的 有 界 开 城 , 了 是 适当 光 请 的 边界 ， 

pe | (x) € CUD), v» e C"CD), vy) > 0, 
ЖРА BUE FT, 


LUG) = D 2 (male) P- uc) »couco, 
m £ 


m,h-l 
HAE F FS TE TÉ [B] RUE 
idi = Мм), “x€ Q, 
U (x) = 0, aes, 


= 693 + 


EBA Mp BARRERA ТЕРЕКЕ КЕР (0). {0} № 
ARS {АЭ p 相对 应 的 规范 正 交 特征 函数 系 . 

设 хь 方向 的 网 格 步 长 是 ,是 网 格 线 与 的 交点 的 全 体 . 
ОНИ RRA Qu. dx) 表示 x* Г, КЕМ, п EE 
ER, 0, = {xe Of dla) 2 nh}, OF = O,/Q.. RAIN, МЯ 
N* 分 列表 示 On, Q, 和 OF 的 网 格 点 总 数 . 

Kuttler (1970) 2688 f ВЕ 

Lux) = > Alr, y)u; Gy) = gau (к), z€ Q4, 
nalr) == 0, zre, (16.45) 
HETO, Е, (LU — LU| ЖРО) ИУ, HABE THR 
ËF: 
G) Alr, y) 是 实数 ,并 且 当 [x — y| > п! Е, 
A(x, y) = 0. 
(i) 存在 正常 数 o, 使 得 对 一 切 z€ 9,, RA 
в У NAG Yl <a, 47 (ах, к) ел, 


Ale, У) | = e 
A(x, x) uu Le 


es 
(i) 矩阵 .er = (Ax. У)) уво, 是 连通 的 :也 就 是 说 ,对 任 
Bix, УЕ Qs, Вр а — r, a, "t =D, x жш y, E 
A(x), uU xg, 1) «M — 1. 
(iv) .oz ЕН У BID — E) x€ Ол, BA 
23 ide, ) < AG, а), 


ТЕ 
并 存在 非 空 集合 OF COM MERC <1, BM хе OFF M, 
У) |4(х, y)| «&0A(s, z). 


yet, 
уф 


(v) 对 性 一 点 xE OF, ФЕ x mm x, Dee = у, 
fei ye OFF, Ma 
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-m 1A 


< ами 
Ax, x) > 

EHM 5 à XX. 

(vi) ££ Q, Е, bs BIERMAN x € Q4, z< у, b 

A(x, y) = 0. 
(vü) FEO, FE, L, КЕЈ, ВЧ xz,yE Qu, Wl 
Ale, y) = AG, x). 

此 外 还 假定 , 当 # > 3 В, .er 是 对 称 的 ,此 时 (16.45) AN 
个 从 小 到 天 的 实 特征 值 ид’; 3 n = З, . r 不 一 定 是 对 称 的 ， 
但 总 假定 

Rea «p Ведя, 1616-1, 

用 e 表示 与 ni? FED BZA APE ЕЕ ER ЖК, 

许多 有 效 的 差分 算 子 都 满足 条 件 G)—( vH), Ер, Bramble 
(1963), Bramble, Hubbard 【1962，1964a,b， 1968), Bramble, 
Hubbard, Thomée (1969) 等 人 的 文章 ， | 

为 了 估计 计算 误差 ,需要 了 解 L, 的 离散 Green ЖЖ — 26 
ВЕД. ЈЕ Е РУ ВРУ К Green 函数 G, (х, У), 

[aes у) = Aplr, y), “€ On, VEO, 
Gite, yy = (к, y), x€ OFUT,, ye, (16.46) 

根据 条 件 Gii), (iv), (vi), La TE 0, 上 是 单调 的 ,因此 Gs(x, y) 
РЕЛЕ ВНАЕМ, BERR ФЖ хє 0,, 


Фб) = а" №, GY, С.Ф) + >, бу, DPO. 


ven, veORury 
(16.47) 
в] 3 16.15 存在 正常 数 eue o, ВН x, ve Gu。 
> Gx, у) <1, (16.48) 
тег, 


ез| log ef 1x — y| +l п == 2, 


Ir ` = 
0 = Gite, y) us vl + Aye, "gm, (16.49) 


+695. 


p Doo... 


IGT, x А 
ИГА єз! log А! 1 g = - 7 а (16.50) 
k п —2 


Cos > — 2, 


A" Grir, у) (у) =< 
> * yon NR а = — 2. (16.51) 


ren, 
证 明 E (16,47) 中 , 令 etx) 1, W] Lip) 2 9, ЖН 
ШЕШ (16.48) , 应 用 离散 基本 解 的 性 质 可 得 到 {16.49), 从 {16.49】) 
出 发 ， 经 过 计算 即 得 〈16.50)，(16.51) 可 由 Bramble, Hubbard, 
Thomée (1969) 中 的 引 理 3.6 得 到 ， 
今后 把 max | p(x) | 简 记 为 maxlel, 等 等 


引 理 16.16 存在 正常 数 co, 使 得 对 一 团 pr), 
maxi e| = emaz] L 4g | + max|@), (16.52) 


A axur, 


max |p| < < ee pae] Midi iA * max | pl). 


(16.53) 
ШАЙ 应 用 (16.47), (16.48) Al (16.50) (о = 1)， 直 接 得 到 
(16.52), XERRI хє OF, 


Laole) — 24 A(x, pO) 
plr) = Ale, х) > 
从 而 由 条 件 Gi), Civ), (у) 得 到 
max | p| < eM max | Lap| + (1 — "(1 — 0))max|@|, 
oF of Dy 
EAS (16.52) 结合 起 玉 ,就 得 到 (16.53). 
再 考虑 另 一 个 辅助 的 离散 Green PAM Gil, y), 
[e ^б%бх, у) = A” 8(, у), xe 0, уе 0, 
Gilx,y) = 0, ЖЕ QEUT,, ve Q,. 
id УЭЛ = (Ax, у) уюу ол, N= (ACx, ))seol» ye Qr, 128 
N* x N* 阶 单位 隆 。 FRR {°бу к, 0 oco; 和 (ОУ, 
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mn ‚ | 
Dere, ELIT 86 B. 


mM- — MR 
| "um 
ВНР х, ve Q, PF, Gair, y) = Субх, y), БА (16.49) 一 
(16.50) 对 Gir, y) НЕ. 

由 于 R 是 对 称 阵 ,因此 GO, у) = GOs a). EINA 


шахі" >) Gala, y) =< eh, (16.54) 
2,* yea’, 


其 中 
Q,* = {xe Q,/ А(х. y) 3 0 BE A(y, x) 3 0, Y BOF LE 
些 点 }。 事 实 上 , 设 
p(x) = à >, Сх, Y), 
ye, 
如 在 0, Е, Lol, MEUT Ep = 0. 今 考虑 辅助 函数 
P(x), 
[29 =], rea, 
$(x)—0, хЕГ. 
因为 和 工 的 系数 充分 光滑 ,因此 
[oen =] + O(h), хе, 
$(x) = Otk), z€ OF Ua, 
从 而 在 9, E, |ф— Ф| = O14). ХМ), ЕО 上 
p = O(h), 
由 些 即 可 得 到 《16.54) 。 
L, 的 离散 Green 函数 是 Cu(x, y), H 
[poses у) = #7"0(х, у), ХЕ, УЕ D, 
Сбх, y) = 0, хе Г», УЕ Q,. 
213% 16.17. ЕЕ с, 使 得 对 一 车 w(x), 都 有 


max А” > |(G,(z=,y) — Grle, yw Gl 
а ye Ds . 
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< з Í Аспа + max А" Gx, + 
c ( mel p 2 „©?! 
证 明 Bit or = rk LAERA BALES 
wy) = wy) + sien Gye, y) — Gr УТ, 
plr) = 4" Ў) (GG, у) — Gale, y)) Cy). 


yet, 
国 为 在 Q, E Lip = 0, MET, Е ф(х) 一 0， 因 此 由 条 件 GD 
Я (16.53) 得 到 


max|p| = cah max] Lag 
2, ож 


= су | Алаах || + max 
ож glk 


5 


S (х,у) |. 


, 
yea, 


引 理 16.18 存在 正常 数 cw 和 co EGET E хе 9, BA 


Cus 1 = c < 


5 
一 2 
加 S |G,(z, y)]° < ^ 
y ED co | log Al, с = , 
п — 2 
(16.55) 
如 21 Gales [4 < [fe s> — 2, 
ZA сю] log |а = — 2, (16.56) 


max |G4Cx, DI = gel leg], n = 2, 
x ye Gy 61082", n >= 2, (16.57) 


max hs > 1Ga(z, yl = сй, (16.58) 
хей# OP yen, 
д" > С.С, У) = суй? (16.59) 
yea* 
证 明 ”我们 有 . 


EPER y)! < G(x, у) + iGs(z, y") -= Giir, y). 
MARAT (1649 的 式 子 估计 上 式 右 端的 第 一 项 , 又 在 引 理 16.17 
中 令 Су) 一 As)， 由 此 即 得 到 第 二 项 的 估计 。 把 这 两 个 


= 698 + 


信 计 结合 起 来 ,就 得 到 了 (1657). 
又 有 
(и 916,6. 517)" (ве Xe. nr Y 


YED, ety é 


Уса, у) — ва, у} 
*( ) 


УЕ О, 
ЕАН ААВ (16.50). Kitr BO, 中 的 任意 
一 点 ;并 存 引 理 16.17 PS 
wly) = Gal, y) — GSC. у) |", 
于 是 可 结合 (16.57) #8 (16.55), . 
应 用 一 个 与 (16.51) 相交 似 的 估计 式 及 引 理 16.17, 其 中 


" і, ve Q,, 
eG) = Х(у) (у), ZG) = lo. n 
WYO] EH (16.56). 
最 后 在 引 理 (16.17) 中 分 别 令 ie Gy) 一 1 和 
wy) = Е — X(y), 
就 可 由 (16.54) SIFE (16.58) Al (16.59), 
我 们 还 要 用 到 Wielandt 的 一 个 结果 ( 见 Householder (1964)), 
引 理 1619 Mik AM BEN X NBR, а КАЈ, ДВ 
FEE б Р NSB 45| 196? — z| < A — Bla} 之 内 :其 中 oem 
АВЕ, TR A 一 B| RO RETI A P NOR 
的 .如 果 有 区 个 加 与 其 它 的 圆 相 分 离 ， 那 未 在 这 不 个 区 中 一 定 含 
BBW A PETES. 
证 明 假定 与 的 特征 值 8 НХ АУДУ ЕЕ ЕП Ж w Ine 1, 
Ям а EY BRAY , BUA SF ZEEE AAP EER 0127). id 
N 
n= Ў) me, 


ial 


WA 
П — Bl; Z ne — Bowl? = lAn — Bulle 
= | s (ma — gy)? | 
j £731 


Es u) — jM А А 
SÒF lule — 81 ) 2 minja” — al, 
这 就 证 明了 引 理 的 第 一 个 结论 . 

MSRM 4 十 r( 了 一 4)， 它 的 特征 值 连 续 地 依赖 于 т, 
ШЕК 一 0 时 , 它 的 特征 值 趋 于 e2， 从 而 可 推 得 引 理 的 第 二 个 
结论 . 

在 证 明 烙 式 (16.45) AU БЕС B. SCRE e F P ШЕЕ 

fro = Yanar), re 0j, 
vai) = 0, хе QFUT,, (16.66) 
由 条 件 (уй), EUR М 个 正 的 特征 值 , 依 天 小 次 序 排列 为 


WP < y <... cry, 


Mid 
(ze, ЭИ =A" >` wix)o(x), IFTE аут" (№, ws,» 
xe 2, 
并 假设 (16.60) 的 特征 函数 系 (e) ERAR (m. voy 而 规范 
正 交 的 ,从 而 对 一 切 p WA 


lel? о, = 91 Co, ooi. (16.61) 
=? 
RARE E. SUED И FERT ISO 2 2c щл — 0 B, 
Ir? 一 221 — 0. (16.62) 


特别 ,由 于 ATP 没有 有 限 的 极限 点 ， 所 以 除 与 重 特征 值 17 相对 应 
НУР LAN EAR BO ур 都 会 一 一 分 岗 开 来 . 
定理 16.12 чл ову, |? — 1| — 0, 
证 明 根据 (16.62), REIER 5 — 0 B+, 
П — ws] — 0. 
MAA Can)" RÓBPE F = (А"С,(х,у)) уво, MAMET, i 
(э)! 是 对 称 阵 S? — (AG (4,9) veo, 的 特征 值 , 其 中 有 N* 
个 特征 值 为 零 , 所 以 ,根据 引 理 16.19, 内 要 证 明 当 一 0 时， 
|e 一 &"' ||, — 0. 
先 假 设 ,ez 是 对 称 的 , 则 多 也 是 对 称 的 ,并 且 
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П — S'la = e(t — £^) 
其 中 pt.4) AmE a EEE. 由 Gerschgorin 定理 ,51 理 16.17 
ЯП (16.54) 得 到 
| b < max à" > 16,(а, y) — Gils, у)! 


ved; 
<eu( i? + шах А” >; Gils, »)« сый, 
du ved), - 


# m3. и 不 是 对 称 的 , 则 有 
Па ej = СС — ee — 9") 


= A "max У! > [Gales у) 


Da уЄЙА '3'€g 


— Gile, y [GG 9) — Gay, У). 
BEY > — > 时 ,上 式 右 端 达 到 最 大 值 , 记 
абу) = sign $) [Gr , — GG, YIGAL, У) 


DEP 
— Gly, У)1, 
并 在 引 理 16.17 中 令 
w(y') = В" ЎЎ (G,(y, 3 )— GG. eG), 


veo, 

则 有 

lie — es as ome 3 eGxXGiG, x) 
0% 'yen, 
— буу, 2) | + "max | У GG y) 
g,* y' e, 
x Jo [Galy у) — Gs y | 
УЕ» 
. <= E, 十 Ei, 
其 中 


E, = cuf? max laity, х) — Gis =)|, 
Taye Oy 


E; = ¢A"max max ( M G(x, y Gat, y) 
xe dut ye Dy y «0, 
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一 Ga(y， I). 
H (16.57) 和 一 个 奖 似 于 (16.49) 的 估计 式 得 到 
Е, < pr log hl, n= 2, 
ell у n = 3, 
MESH 16.17 中 令 (y) = Gils, у), WS 
Е; cy max à" №) Gale, YG, Y). 
mye Ort 
ia = 2, H (16.54) 得 到 
E, =< cah | log. _ 
Ж # 一 3， 刚 依 次 由 Holder 不 等 式 , (16.54 M BUF (16.49), 
(16.50) 的 两 个 估计 式 得 到 
Е, = eymax "m >) Gila, y» . far M Gi x, y) 


*ж L 
mye D y £8, y єй, 


* ы 
¥ ею, 


x GG, УУР" < cash max [i 31 GLC, У) 


rye tp 
^ »€D2, 


x GG, Y) < e^ may fat 22 Css yy] 
ved, Y €, 
= enk" l log Al, 

这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

TR ERE. GE РАСЕ) 是 一 个 实 狗 项 式 , 它 的 系数 可 能 
与 有 关 , 并 假定 

ILU) — LU GO | = OC”), piel, хє Q,, 

|L4U Cr) — p LU Ce) | = ОСА) s Z 1, єє О, 

[L,UCx) — ВАСИ (ж) | = OCA), 5,2 1. x€ Оў, 

定理 16.13 (Кошег (1970)) 如 果 UP € CuO), WEE 
ЕЖА, Я a, 使 得 当 ASA Br, 

|a? — PACA?) | m сай“, (16.63) 

并 且 春 在 相对 应 的 特征 向 量 U”, 使 得 
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max | UO — ui | < ch'a, (16.64) 


证 明 定理 的 证 胃 是 十 分 细致 的 ， 它 由 下 面 九 个 命题 所 组 


成 . 
命题 16.1 对 一 茹 !, 有 
wil < a, (16.65) 
max |ui] < а, (16.66) 
pan. m < eh. (16.67) 


证 明 EA 16.12 ЕЕ (16.65). AS Fb а 的 逆 ， 
所 以 


ui (x) = ph" M С.х, Y)ui (y). (16.68) 


ved, 


Z ps ау Halder RR, (16.65) 


Ж (16.55) 得 到 
max |a | = г; пахв" M |Ga(x, Y)" |Q 


ye Ü, 
dd D pope 
yet, 
чї 
= cr | max || e- tA" >> КОШЕ 
25 


"LIC 


їе і ic 
ey ip * тах| 07| = , 
D, 


由 此 即 得 到 【15.567. 
最 后 应 用 (16.65), (15.66), (16.68) Ж (16.58) 得 到 
max |а | = ei max À" >> Gales У) S ей. 
oF ua) oF TUR 


Ж 162 я тр = pm — LU, WA 
|КР — pA?) GP, UM) 


= ai max [IU — wi? + max ñ” >) Gaix, y) 


,or 水 
“了 BL 2, yea, 
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x IP + kmax | vf ). (16.69) 


WA it LE E L, ERES 
wis) = № AQ, rey), 


уе» 
WA 
(a, p (L YU) -一 (Laup, Ud 
= (uf, ps LYUD LEG) 
py т?) + (uf, Lu — LIU) 
= (aP, ri) + (ut? um p, LU” — Leu) 
+ Cy, LU) — (L4U, Ug) 
= (и, єў?) + (aip — Un, L, Ut E Ф) 
— (uU, v) + (rv, uw). 
FRUIT ERM. BEE OL/QP 上 上， 
L IU LXUD = 0, 
mE ouar 上 则 有 
|? — LEU) < eh max jue, 
ажо 


= {н 


因为 Ше CWO), HEME Хе, ЯТА 
max | | s сй, 
оолу 


因此 
а 一 Ut L, UW — LEUT)| = ci max IU? — afl, 
ажо, 


Ey, Н (16.67) 得 到 


|( p, т) |С, PP) OL + сайтах! eh ar 
ut 
£ 


ЧЕН (е), 
wit urls), ЖЕ о, 
= xe СГ, 


Bb 
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(P, т) ар ры 


уеп, 

一 如 人 то (ууд PD) GLO. x) Law GO 
vel, кє, 

== j^ > vP* Су)А" > Galy, Би (x) 


veo, кей, 


— 4" > c*(y)h" M GLU, z) 


yea, se DAE 


x > Ate, y)uiPCY') 


ye OF 


= Эд” > и Суй" > Gi x, yr D*O) 


TA vel, 


— h^ У > Ах, ун? ( y уд" 


ХЕ pu venr 


x > G, (<, DTP Су), 
TTA 


故 由 条 件 Ci) Яп (16.66), (16.67) 得 到 
|050, TR ol < on di 之 Gilx, YIP), 


2, veg, 
WHER (UP, P| = 10050, С), БЕЗ pci Ай 
的 证 明 . 
下 面 设 Mn 一 4 一.… 一 ДӨ РТ RAE, oP 
是 (16.60) 的 特征 函数 . 
$4163 if 


1+0 
54? 一 >) (uP, oor, eg. р-р, 
rel! 


uy — oP ga сем, 
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ERR РЕ АЖ”, 1 j= i + b, 
fae) = D, ХЕ G, 
PPC) = a(x), хе. 
ЕН (16.52), (16.67) 得 到 max [f^ <ch, МЫТ 


p — 0) = — рый, кє Qs, 
ft — ий = 0, xc Оў, 
因此 

Сау = af? Ce) — à" >, eG, (x, nme 


TTA 


(FP, oS Dora = Cui, "а, 


— i (и $^. д" > Gir, POD), 


TTA 
ON — ru a {s} 
= (0, oP 04 7o (ui, of o; 


BEA - 


(iY pin oo 
(у 3 Jo; e L *—5 


(fe, Рау. 
н (16.61) 得 到 


t+? 


hug о, = SGP, vP Jat |? + >) (CH, PR 
ray rr BE - 
у? | 
= (ume > mous 0 
кїр! ҮА à 


Hop АОН, щ?-> 00, ур — д, ВТ 
» 
uod csi L shy reg I+ p, 15511 + b. 
HAM " 的 正 交 性 和 (16.61), 就 得 到 
lu — zig e, = llt o, — Cul, BP) 0% 


«eco > 0P, oP uP? 


PE FRE 


. « 


* ci Suo, TAFA 


Fel 
= el? РҮ = с. 
命题 16.4 设 UP, ..., UDO 是 关于 49 的 特征 子 空间 的 
EZAR 


rep 
= > wu, Ui Pjort, L= = 1 + ?, 


FET 
则 有 
15% — slo, < ch. 
证 明 ЕЯ ВАЛ”, PPI +p, 
(ar = 0, r€ 0, 
К (ж) = UP), x€ Qh. 
ЕН (16.52), max] | = св. 又 可 利用 《16.61) 和 类 似 于 证 明 命 


题 16.3 的 方 沪 得 到 
RU? — PHP o; = NUP o, — СОФ, пзш 
i 


——— d (— gp 
PP нау T 


ml ITP 


3 
БҮ) 
Ш РЫ] ^. Fk 22, 


id 
o Сх) = А" M Gils, 3$ (у), 
ye 25, 
i 
TP, ео =A” > тї? (у) =? Су) 
vee, 
=т Юл" 2 т? Су) > G,( y, хә? (бє) 
yen, xe, 
= v У ред >, бы, DP) 
TTA yea, 


= rp, ГАРИ ` 
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因为 batt PACL) AOL WE EL ВЕН АО, ДЧ & — ОЧ, 
pala?) — AD, 


从 而 
< Cis sted, e-e, i + p, 
Ir—p,(aP)| 
并 且 由 此 得 到 
WW? 一 Pi esa № И + fe oil. 
f FR... НР 
最 后 ,由 (16.52) 和 相 容 性 条 件 得 到 
UP — оь < «ФФ; + M?) < en. 
命题 165 ТЕ И? 的 特 焉 子 空间 中 ,存在 特征 酌 数 
i+f 
0% 一 Ура), Ls; ie p, — (16.70) 
ta; 
使 得 


(U'^, WP) e (ui, уе, P<, ce ER p, (16.71) 
rm B. ue BS Se BR et А -AR ALAS uo, б» џе+Р 有 
X. 
证 明 ”为 了 证 明 (16.71), 只 要 征明 (p + 1) x (p + 1) B 
矩阵 p = (CUP, 0$2)9,) RSE APSR, НАЯ, НУ 
向 量 是 线性 无 关 的 ， 攻 不然 , 则 存在 实数 or, ---, ore, 使 得 


fen 
Уи, Wo, 0, «seid p. 


jad 


用 a, (U®, oo, В; 个 方程 , HM MAR, dE P 的 
ERNE] 
0 一 2 aa UP, BY 04 


Гар, НР 


к= У ща, [ (0%, U'?)g ША (uo, poo 一 IP) or] ; 


Гар, kasi p 


故 由 命题 16.4 和 Schwarz 不 等 式 得 到 
>' aja UP, UM) ch № ою, (16.72) 


Яр faze RiP 
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由 于 Ue CeO), HET LHS, A 
(CU, pma, — (UP, umo e eu, pj k S< 1 + b. 


(16.73) 
SES (UU 的 规范 正 交 性 ,就 由 {16.72) 得 到 
Dy lesa D, dp 
Гер I< REAP 
i+? 
< ep 1) $ ls, 
OB ATE, of = 0, Ae e» ЗЕНА. 
下 面 来 估计 范 数 
lUe = >) 14,0) |2. 
` га ў 
ЕН (14.73) 得 到 
IE Phen PP 2] < с;й? >; | d, Ch)! = e Pl DP a5, 


X, EH (16.71) 和 Parseval 等 式 得 到 
[| Юг, — [ый — | > 1009, Pal 


sirip 


一 (CaP, vy 


再 次 应 用 引 理 16.3, 16.4 的 证 加 技巧 .可 得 到 


[NEON og — MPI og | < ok + em 之 CACIK 
= rh + сүйө» ТТЕ 
此 外 ,由 (16.67) 和 fle? = 1:3] 
| lu DI or — ls ck. 
把 以 上 各 估计 式 结合 起 来 ,就 有 
Е — 11 = Y di(A)— i ch 1 = jS 1 + p. 
此 外 
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Tug ite 


Ari q 
QU Dx) _ У) а, OUP) | 


Әх, ЕЕ Эх. 
FFE 
BU (| < OU? (а) SPP 
aC | «ms | 0 Мрт (> аыр), 
由 此 下 可 得 到 命题 的 第 二 个 结论 
xb nf ENA 
(WFP — 11 = nr. (16.74) 
命题 1&6 HWM 上 宏和 上 十 户 都 有 
He? 一 - FP || xz ch, (16.75) 
Cal, С) >> 1 — e, (15.76) 


证 明 由 Parseval 等 式 和 (16.71) 得 到 
la? 02 а де > le GO — DO (2) |? 


№ 
ЕЯ, 


+ M IC 一 ov, wf 04173 


та еы xp 


由 此 就 可 推出 (16.75), М.Н (16.74), (16.75) 得 到 
Ca, ПР)! = MM 0%) 


= — = CP, UU + (Um, avy) 


- `. а> + [Юз — yug 
— Uo m 1 — cil, 
IB EEROR BLA À (16.69) 就 有 下 列 结果 
命题 16.7 对 一 切 [x =< I+ p, Ma 
|0 一 pCa) | = a( max |30 — Ui 
gig 


+ max b° DY G, Gy) | РО) + Pmax Lr] 小 (16.77) 


«60, TA 


其 中 
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г? == p (L )Utb 一 Lu”, 
命题 16.8 ЖШ! Si + p, RA 


max] as? — DP < eiC — OP 4 | aP 
D, 


+ max 之 | Сх, YEP) |. + Вах |2) Pls 


B 


reo’, 
(16,78) 
max fait? -一 UP xe Griki _ U| Аир 
офор . 
— РАСА) | + шах й" >, |Gsx, у) 
2s TTA 
x IPG] + aan ein .) (16.79) 
证 明 我 们 有 BEEN 
а (x) — UP (x) = А" >J Gale, XY Lauf! Су) 
rel, 
— 1,0% (y), (16.80) 
因为 ieeid p, BEA | | 
ыр» Lupe [н  —рЬ„(34)| | в | 


+ PAP) 一 OM + LEP, 
ЖИ (16.55), (16.59) 和 (16.66) 得 到 
max | uj" — U'^| Se, (max в" GG» bs) 


УЕ; . 
— EHO)! + eP — РЫА) | 
+ max 各 1G,(z, ПЕРО + Pax [ер ). 
РА yen’, D. H 
(16.81) 
又 有 . 
4^ Sig, у) ә — TPG I 
ye Oy 


„71! = 


< (4 55 aalr, у чь $1 luly) 


ytB, vid, 
_. 2» X es) Җе=1) 
— UV (yl y * s eui? — U^ м 


сіу 


2е.(а — 1) 


ag 


— Bo al? — 0) max| м — Ф|, 
m di, 


-—. ize 
ñ max 4l? — Фр» =< Iu 
ws 


Еф «a> 0, 1жо = min (2, 一 — •). Hee ЕЩ Ду, NEM 


把 上 式 的 最 后 一 项 移 到 (16.91) 的 左 端 ,并 由 此 得 到 (16.78). 
АБВ, (16.80), (16.58), (16.59) 和 (16.66) 推出 
(16.79), 
$169. 2 jx) c hy 


lu? 一 U^ | < а (malayo — EP) + |a — ма) 


+ maxi" 3 бк, DEPON ) (16.82) 
sen" 


2. 


19689 HH (16.71) 得 到 
[uj — U^ 2, = У (Qu? OD, „рур, |2, 


рр 
ЕЯ гл, 
Lif? (x) = 0, r€ 9», 
ИК = ux) — UP (x), x c О}, 
则 
тах |7 | = cjmax | ug? — U|, 
p* 
X H F | 
Lif? — аф + OP) = — Бир + L De 
= — пішу + p (p UP — ғ), rE, 
f? — ыр + D = 0, z€ 9}, 
办 此 
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f? — ul — р д" > с’ nox, y)y(— aal Cy) 


vel, 


+ ИР) — £0) 


和 
ge, PH = (uf? — Bo, ош, — E: Cul, о 
Pa) ИИ 一 È (e$, 
+ ro (Ú Jos a (f$ Pa Jay 
А < у _. i) 
= (м — UP, opo — Gs P 
TA 
. Я DU? И 
х (аў, of? Ja, — PE quip 
уб 
— U^, Yo} 一 =. (GP, v$ Jot, 
Ta 
ВП 
Yi (ЕР, OL os — Yi Cat? — ue, vi Jah 
— (ui? — p,CAP)) Qu, oP Joy 
— p, (9) (uf — TY, oP Yas 
ait — (EP, Poi, 
L^] 
Gf? п) (ар — FP, wh ) os = CP, veo; 
+ ( ni? 一 PAA (и, OP )o, + (ri, sk oye 
id 
qx == й" 2) Gx, УР»), 
TTA 
ERI 


EP, oo = LP, ias. 
iweb, 5 A BSD WM 1 t; St 1 + pp， 都 有 
rj 
| v? — piP) 


Se, 


I mo. Г Ë+ p, 


vy Psa?) 
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所 以 


[uf — Зе У) ИО, Pal + Lai? 
р 


— Pal A> 1 (и, oP Dag l? + |С, 2222,11 
= oet If? ie cda РСА) | led ШИРА 
+ 1991,1, 
rh CBR ТЕ Н dr BOE ie. 
最 后 把 (16.78), (16.79) 30 (16.82) 代入 (16.77), BRT 
定理 16.13 的 证 明 ， 
212165 ЮЖ aO 是 实数 ,所 以 尚 有 
‚ [Refah ) — РАСА) =< сре. | 
YE 16.6 车 20 Н, О ИО UP, 否则 ui? 
WMA UP, гау Р, AH 4.08) 5 A 82 ТЫ UP ik 
赖 于 4， 并 且 不 一 定 是 规范 化 的 。 若 把 (UU) Be MIC 
为 {OP}, 则 可 得 到 | 
max | i) — HP] = ОСА, At). 


在 前 面 的 证 明 中 ， 都 假定 了 vua GO € CD), (х) € C7(2), 
ГЕ, BS EAL ЕПА Е AE. 

16.3 (Æ (16.44) 中 的 系数 vu 一 Valmis Pas 09 是 常 
JG XM z€ ОВ, | 


Lyn, (x) = — > DA ht rn 8) + вошь); 
m=] 
XP хе OF Rt, PAUE r + amh ent Ty, (0 Sa, < 1), x йем 
ЕЯ, 则 令 


— Y LË ee ale — hens x); yu; 


mei LI 


AG, y) = 1A — t к) ут Om 
IL Ate — hems х), у = xc apims 
lay ` 
E 否则 ， 


2714+ 


则 可 证 明 . 在 2 | L, BURN, EO, LARARE OW) 
OF 上 是 OC. 因此 ,定理 16.13 的 结论 对 s = 2, РЕ) 一 上 和 
Е n Hop ar. MAL = — AW ix BE RE Bramble, Hubbard (1968) 
的 结果 ， 

164 wv = 1, 15 тп, НА S 14.4 中 的 其 分 算 
TEF А. THEO, ELL AWRY HERR ДЕ OCF), 
在 OF +L, ABE, PRE OCA). MAE 16.13 的 
结论 对 s 一 2, РЕ) = Е, п 2, З 也 是 成 立 的 ， 这 就 包含 了 
Саулев (1955) 和 Moler (1965) 的 结果 ， 

例 16.5 i$ я = 2, >, = l, n= 0, 

О, = {хє O/5 x ХШ ЖАН 26 RUNDE ОР}. 
34 хе а, Е, 


10 
34" P = х, 

2 

AG, у) = ETE |x—y| = А, 

1 EM 
wa |е y| = V 25, 
9 EP 

д? 


于 是 在 gs Е, L, 是 对 称 的 ,并 对 工 一 i L' Пон ЕЕЕ 
OCA"). E re or Br, ДЖ x + amA tm Е Vas * 一 h Cm Ë By 
x — hem € ©, | 
Ws v 
| 1 x33—a, 
pa y = т. 
— 6 
Ba, (a, + Г) (аи + 2) 
A(x, y) = 4 Ifan — 2) 


im 7 2 y =r — hes, 


y =a ashes 


Ba, + 1)” 

1 — a 

ёт _ y = x — 2he 
Plan + 2)” "> 
0 ， EP 


* 715 * 


于 是 在 08 E, Ls 对 L — OD МИННОЕ OW). 因 
此 ,根据 定理 16.13 得 到 
А? 


mu — РА + 1 (Amy = och’), 


ЗЕРЕН A RE A+, TL Hubbard (1961) 的 文 
Zi. Bramble, Hubbard (1968) 288 T Ø 16.4 的 一 种 特殊 情况 ， 


其 中 = 2, vo = 0. 他 们 证 明 , 如 果 边 界 上 的 内 角 为 —, = > L, 


2 
则 有 
| az? — А] = OCA + A), 


max | «i? — D] = O47 ° + АТУ, 
Р» 


其 中 8 PEREX. 
ШК Moler (1965) 讨论 了 > ТН. Fox, Henrici, Moler 


(1967а,5) 和 Fix (1968) # Та 一 二 时 的 情况 。 


$17 非 线性 椭圆 型 方程 


本 节 讨 论 非 线 性 桶 贺 型 方程 的 差分 方法 ， 第 一 部 分 是 半 线 性 
方程 的 计算 方法 。 首 先 以 单 请 型 方程 为 例 , 介 绍 了 基本 研究 课题 ， 
即 格式 的 构 井 , 解 的 存在 性 ,稳定 性， 收 全 性 和 计算 差分 格式 近似 
MARIE. HTC THUR, URI ROSA 
条 主要 途径 ,其 一 是 应 用 线性 主 部 的 Green BH, PRIA 
全 话 续 算 子 方程 的 分 歧 点 问题 ， 然 后 应 用 $4.3 中 的 方法 条 处 理 ; 
其 二 是 直接 应 用 差分 格式 来 处 理 . 本 节 中 介绍 了 后 一 种 处 理 方法 . 
在 本 节 的 第 二 部 分 中 ,介绍 了 生物 数学 中 的 离散 模型 ,着 重 讨 论 解 
的 些 质 ， 个 数 和 分 丢 现 象 ， 本 节 的 第 三 都 分 是 定常 流体 动力 学 的 
差分 方法 ,叙述 了 定常 涡 度 方程 和 Navier-Stokes 方程 的 守恒 型 格 
式 和 逆风 型 格式 ,并 应 用 能 量 方法 研究 解 的 稳定 性 和 牙 敏 篷 * 世 介 
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绍 了 计算 近似 解 的 选 代 方 法 ， 此 外 ， 还 略 述 了 定常 流 间 题 的 稳定 
化 方法 . 


171 EHE TIMES E 


JE X FRA Ee SL ROSE ER ERR, ADE 
PJ, 4r #1 ЖБИ ЧЕЙ PE [n] ER B] e ARTE 
jk Q = {1/0 < x, < 1, lam sn}, FSR ГУЛА 
m AU + g(U) =f, z€ Q, 


U = 0, «rer, (17.1) 
其 中 ge CORY, g(0) — 0, FRE TA AMER E 
Celt) — g(U;). U — Uy) 1004 = 0. (17.2) 


我 们 总 假定 【17.1) 其 有 古典 解 ;: 从 而 可 由 《17.2)》 {ЕШ ЕЕ 
的 ， 
用 g,Cu) 来 通 近 (U), 其 中 e, (0) = 0, 并 满足 
(алб) — galta) ва — ui) z Oy (17.3) 
| (U) — g(U)| = 0(37), 42 1. (17.4) 
计算 (17.1) 的 差分 格式 是 
Г Аи + gfe) = f, x€ Os, 
и = 0, хЄ Th (17.5) 
今后 记 
т, = wp- 一 上， 
вор + Sle, v) 
定理 17.1 格式 人 17.5) 有 唯 … 的 解 ; 并 且 
luli SCw, а) = mfi. 
证 明 35 2 是 边 值 为 零 的 网 格 了 区 数 的 全 体 ,其 内 积 为 


(v, ш) = i 5 Ire o Wan) + (ve, we dt 


+ Sie, w), 
id Mle) = — Але + gilr) — f, WA— EERS A, P(e) 是 
一 个 连续 算 子 . 5188 4.1030 (17.3) 得 到 
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(Dove > Lela — lol > Welle — mfra. 
若 lele > тїй, MJ (Po, ole > 0. 根据 引 理 5.4, (17.51 
BDA и. 31 (17.5) Чи ЖА, Е 
ИРЕНЕ ЯРУ 
hifi Walle < mlll. 
# ty ЯП и» 部 是 (17.5) 的 解 ， # == u, — th, WT 
仁 Asu + galm + Sg) — gal) = 0, x€ Os, 
й = 0, x€ Ta, 
可 仿 前 得 到 Hale 一 0， 因为 在 Pa E = 0, HOG = 0, 
定理 172 假设 和 4 分别 有 误差 和 名, 则 
М: 5(й, ORE) m. ПАР «ms. 
证 明 此 时 有 
Г Aye + galu На) — p (u) = 1, x€ Qs, 
# = 0, x€ FTD, 
把 上 式 对 立 求 内 积 后 得 到 
l| SC, а) < ПНА =< mB FCI? + SCH, 8))8, 
由 此 即 得 到 第 一 个 结论 ,并 由 此 可 以 推 世 第 二 个 结论 . 
根据 (17.4), (17.5) 的 通 近 误差 是 OCH 4 加 )， 根 据 $3.1 的 
理论 ,直接 由 定理 17.2 得 到 
la — UIP + je — UijiidsSi&—U,u-—U)sm a (t + АН), 
如 果 geo) 对 5 的 偏 导 数 s (Co) 对 4 一 致 有 界 , 那 未 
r Asle —U) = b, жє», 
#— U = 0, x€ ГА, 


其 中 
Be = (CU) — g,(U)) + (8,00) — gi()) 
= O(|[u — U| + 4*5, 
Mfag35] 88 4.11 得 到 
le — Ulis ela — U |Ë + #9 Sea + A), 
尚 可 仿照 s 5.3 中 的 差分 方法 , 证 明 (17.1) 的 解 的 存在 性 - 
也 可 以 采用 不 同 的 方法 求 《17.5) В. Я ИЯ Kuo Pen-yu 
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(1977) Both cla LE 
«0*0 = aD rage? — g (y +P), 1220, (17.6) 
其 中 a0 表示 第 ВА, TRS. 记 87 — иди, 
于 是 
BOAO — go 一 LAGI — gu C9) + ваи). 
Bk || < Z. EERS a0 求 积 后 得 到 
|| telj" —- lr |2 T тео |; + тъ, with) 
< grizla], 
因此 
(1+ Z — ec) emp < (1 + E) ur. 


取 ex, 则 有 


emp < оор, 
其 中 
1+ TE 
2 
Ө = — , 
1+ 7 — 4% 
Mo 2 


dong cilm Ө <1. 
т 


定理 37.3 如 果 z< 则 选 代 过 程 (17.6) 至 少 按 上 几何 级 


PAY RE. 
LIRR aB ОВЕ S uf 的 选择 无 关 ， 
ЛЕН Keller (1970) WARK, ЖОН F Fl 
Neutoa ЕЕ 
gU zs uy — [ert (O0) [I (a), ¿2 0, (17.7) 
成 者 简化 的 Newton ЖИ 
a6 m D Lg CaM) Je Qu), (17.8) 


Aw 
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— Aye + gle) — d, reba 
Lv " x € P, 
Se B: AY Fréchet Б, Вр 
vw) r A, + (в), х6 Ay 
. V, x€ D, 
下 面 记 в = foul = | — Age + 2,0) — fl. 
定理 17.4 ”如果 "ba" oL. WAG (1727) 和 
(17.8) 都 是 收 语 的 ,其 中 是 galr) 对 v 的 二 阶 导 数 绝 对 情 的 上 
A. | 
证 明 只 要 验证 引 理 3.2 中 的 条 件 满足 。 取 该 引 理 中 的 S. 
AO, 上 的 阅 格 函数 全 体 ， 多 :是 边 值 为 去 的 网 格 图 数 的 集合 ,其 
TAREN 上 4。 显然 ,对 于 固定 的 4, а. A 
ЖР] «n. ws Hi, 
Ма (n) — "Car = рг i l|— A, + gi Cuv 
+ Aye 一 гал)» < Ë "len — wall. (17.9) 
所 以 可 以 选取 道 当 大 的 正 数 e. 使 得 在 球 
Sa, р) = {uf l]a н < ol 
rh, ASE (17.9) ВУ Hee) £E51EB 3.2 RB, 
Ж PR FE [pl ER 
r Aye + (ить 0, xe Q,, 
р = 0, rcr, 
FHS HE (17.3), 20, Bie = 0, CRR LO) 是 存 
在 的 ， 
又 对 一 Я ve S. 
jell? s mot Ie + (о, 92] S mle, — Asc + gal a9 9o) 
= mlel- Ase + и) ||, 


Bp 
lell & оо Age + gale ell, (17.10) 
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& к= < (9), WEE 
П G0) E|] =< m! ||, 
因此 [Se (at9)] то, MAT ez E 3.2 中 取 b, = n. 
iE (17.10) 中 令 e = Eg (93) er (a), MB 
no = 9 (а) 0 Ce) moll se Ce) | 
= т || Ал ви) 一 Ң = тосо. 


”根据 定理 的 柔 件 ， 


” 1 
g = Боб лу 一 Ор” < PE 


1—4/1—2a 1—4 1— Imag” 2 
Ро D md P> 


所 以 引 理 3.2 的 条 件 都 满足 . 
在 实际 问题 中 ，g(U) 不 一 定 满足 (17.2)。 例如 在 生物 数学 


中 会 遇 到 в 一 UCU — 1)(U — 2), Jeho <а<-. 计算 它 的 
格式 是 


r Aye + gla) = f, x€ 9,, 
и =й, . xer,. (17.11) 
id P(e) = — Aa + glr) i, MH 
(Fo, e) 2 joli + SQ, v) + Jolt — (1 + ale, 2) 
+ allel’. 
由 于 
(1 + а) [боз 921 < [ө] + go let? = lelit 


— 2 
+ ае + C= up jolt 


一 一 2 
+ allel)? + = sine 


x (lel? + Sle, 2), 
因此 


CPO), 0) > {1 — CO P ols — ЛИ, 
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Ж т< Gp MA lille М, мд, (P0), 


v) > 0， 因 此 根据 引 理 5.4， 此 时 至 少 肝 一 个 解 x。 尚 可 仿照 前 面 
的 方法 估计 Iele 和 讨论 解 的 唯一 姓 , 稳 定性 和 牧 但 性 ， | 

VEZ WR. (sy He 925 [R] ЕЙ КЛ TRO YE REAR, f brat 
Hl Bers (1953), Гельфанд (1959), Joseph (1965), Joseph, Spar- 
row (1970), Simpson, Cohen (1970) ВУЛ. Simpson (1971) 
WEBB, 如 果 (17.1) dui МЕ, PRA ENB 
的 , 那 未 它 也 有 唯一 的 正 值 解 . 并 且 可 以 得 到 了 最 大 模 的 估计 。 

эс ЧЕ APE A ER, МОЗ] UL Bers 
(1953), Parter (1965), Mcallister (1969) 和 Ciarlet, Shultz, Varga 
(1969) 的 文章 ， 


17.2 X qe PRAM a W 
Simpson (1972), Meyer-Spasche (1975, 1979) 等 研究 了 半 
线性 方程 多 个 弧 立 解 的 计算 方法 . 
设 吕 是 二 维 空间 中 的 有 界 开 域 , 进 界 工 逐 段 光 消 。 
f(x, Vue Со х 28), 0 < = < 1, 
邻 考虑 下 列 问题 


LU(x) = | 


一 AU (x) — Кх, 0} = 0, xe Q, 
Uta) = 0, r€ P. (17.12) 
id 
| , — (х, И) 
f(x, V) ov ^ 
Г’ RAR LE Frechet 导数 , 则 有 
А — АЙ (х) — f(x, О) И (к), =€ Q, 
L'Y Ce) ye, rer, 
我 们 假定 U< Ср) Æ (17.12) АЯ, ig L'CU) 是 非 
ARP OU RAR. НТ f(x. Ре Са x R), AY 
IL'QU,) — L'QUO| SP, 01) — FG, Ul, 


ЕТ. L' 满足 .Lipschitz 条 件 , 故 根据 定理 3.8, 0712) 的 孤立 解 
Ute) 也 -… 定 是 稳定 解 . | 

假设 O,, OF MT, TEST S 4.6 中 的 例 4.10， 

Q,—20,/0; 

М 表示 D 内 的 网 格 点 总 数 ，As 表示 Shortley- Weller (1939) x 
分 算 子 ,并 用 下 列 关 分 格式 计算 〈17.12)， | ; 
— Aux) — fix, u(x)) = 0, x€ Oy, 

Lat) — {, (x) = 0, W r€ Dy. (17.13) 

为 了 分 析 格 式 (17.13) POR ND TE TE PERIS PE, 先 引 和 一些 记 
= ESSE Bramble (1966c)), 

(p, d)u =H оффе», Yel = Ce; eos. 


ЕВ “л 


318171 假设 a(x) ARAM, |4] 54, ЯН d 
不 是 下 烈 问 题 
[- AW + (4 + d)W = IW, xE, 
И = 0, ` `  ЖЕК,. (17.14) 
的 特征 值 , 那 末 , 对 一 切 函 数 p, | 
Mpogll s «(| Аир + dolo; + 122. 
证 明 F (270) 表示 (17.14) WEAH A 883 
MAOH EERE (ww). dm (17.14) 离散 化 为 
r Аме»бе) + (d + d.) Ce) = "UMOR r€ 0%, 
m (z) = 0, xe Of, 
则 它 也 有 相 度 的 由 小 到 大 排列 的 特征 值 { 和正 交 规范 特征 范 
数 系 Be. 1515 М. HES 16.7 HAAR, MA 0 Bj, 
и Д0 эе dy | 
我 们 还 有 | 
lel? 2 = У СФ, LAE 
up, wi) = (Gp, — Au? + (d + dw). (17.15) 


ТЕШ vGO. UE 
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| r Davla) + (4+ hoe) w 0, 2605, | 
rix) = pls), xe ОЎ. 
显然 有 
PO, w Pos == (p — >, — Ду D+ (4 + 4) ar 
+ оо, wh Jot. (17.16). 
因为 在 97 Е, р – о = 0, BIA Я | 
(9 — e, — Аме? + (d + d) )o, = (— Ase 

+ (d + de, wh Jo, 
PERRA (17.16) 后 得 到 

(и 一 dq. ио) о = 一 Asp + dp, wos 

в, ш и% 9) 25, 


从 而 得 到 
D Цф, в) о 
i=l 


_ > (^ Asp + dp, wa, + wo, «Ру 


pu — d, 
<2 E — Car ap UC Ane + dos wh Jo? 
im] py 
+ PY, м?) о? < с |-- Ааф 
+ 2410; + [| о). (17.17) 


RAY 
te, os S leian S plant 
A PELA, (17.17) 后 即 得 所 证 的 结论 . 
引 理 17.2 t d, 4, ini] 5| 17.1 所 未, 适当 小 , 则 有 
po! A S = cs( l- Aap + dg lle, + #2 |— Амр 
"del, olla. 
证 明 FH Gyr, у) 表示 Shortley-Weller BTR BR Greco 
РАЖ, S| BE 4.25 得 到 
eG) = # >. Gilt, y) — Aue G2 + 94} 
TEMA 
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— р M сих, у)аф(у) + У; Galt, eG), 


yea, УЕГА 
(17.18 
因此 

/ 2 i ， 
С) < (E: E би, D) O- Ap + do'a, 

` veo, | 

+ 4191) +a У, вх, У)01— Ал 

veoe 
+ dell. a + Зы] 
+ > Сь(х, yiglar, (17.19! 
yer, 


故 由 引 理 4.25, 4.27, 4.30 和 引 理 17.1 得 到 
llla, €E 1 Ap + delis.oz + Pl- Arp 
+ deleat + ellas + plur). (17.20) 
MHS UB 4.25 和 4.29 得 到 
dell. o7 s esCll— Амр + dello, + В%|— Asp 
+ афо + 1. + Alla). — (17.20 


Е л < I. 并 把 (17.21) ЖА (17.20) , 就 得 到 引 理 的 结论 . 
ats 


定理 17.5 Bue co) & (172) 的 孤立 解 ， 则 存在 
(17.13) ЗК в, 使 得 IU 一 all, = ОСА). 

证 明 应 用 引 理 3.2 XEWEBH. 设 多 ,是 可 上 的 网 格 函 数 的 
4, F RECO ИГЕ RRS RM hene & 

L = L,, 
其 Fréchet SHES’, 于 是 
, 一 Аве) — Р(х, wlx) jel), z€ Qi, 

Owe) 一 oo. хЄГ,, (17.22) 
ЖЕ ЕН А, we) 是 连续 算 子 。 807.12) 的 解 己 选 为 
e”, p=1, WHER S(U,1) A, 

vat (un) uni & Cl * lif Cx, tn) 一 MER wn) la, 


р " 
Es Call u^ — НИ, 
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从 而 可 以 把 引 理 3.2 ay k, В №. 


今 考 虑 下 列 问题 
r Aarie) — f(x, Uje == 0, хє Q,, | 
v(x) = 0, rely, (17.23) 


yu Fe (17.12) 的 孤立 解 ,所 以 下 列 问题 
t AW — f(x, UMW = 0, x€ Q, 
W = 0, | oo x€T, 
ЯН. id F = max|f'C€x, II， 则 了 不 是 下 列 问题 
" AW + (Ff — Р(х, OW = iW, x< 9, 
W = 0, ХЕГ, 
的 特征 信 ， 所 以 根据 引 到 17.2， 下 列 问题 i 
| r Али — f(x, U)w = 0, x€ Dy, 
EE w = 0, 7 хЕГ,, 
也 只 有 零 解 ; 故 L'U] 是 存在 的 ,并 且 
lulu, < с [Аль + f(r, И). + Е Ао 
Ра, от). 
$ ¿ë = se'(U)e, М 
ПС CUT" Elsa, = СЕ, o, + юй. 5%). (7.24) 
ЖЕ а =< 1, 则 得 到 | 
lige Gayi 8 2, < 2611}. 
内 此 可 以 在 引 理 3.2 中 取 & = 20. 
X4 o = ГСО) (0), Wit (17.24) 得 到 
m = 11 (0217 E leona < 2EC AU + f(z.U 69, 
+ ANAL + Ке, е leo) 
=< 2e,( BU 一 人 Do 十 PAU — AUS o2) 
= сай, 
因此 当 去 适当 小 时 ， 
- 1 


i= IL NUM = 2 r cyca h = P 
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^ HE 


1 —/1— 2a 
р = м, о 

综 台 以 上 分 析 。 即 知 引 理 3.2 的 条 件 全 部 满足 ， 固 此 存在 
(17.23) 的 解 u€ SU, а), BD м — Ulloa, = OC). 

从 定理 的 证 明 过 程 还 可 短 道 ， 如 果 选 取 初始 值 yo 与 上 充分 
ЗӘЙ, Hj Newton 迭代 法 或 简化 Newton 迭代 法 都 使 wm ШС КЛ 
U. gl 35 E (17.12) 的 正 值 解 , 则 当 虑 充分 小 时 ,也 存在 根 应 
ЕЕ и. 

与 定理 17.5 相反 的 问题 是 是 否 存在 


(17.13) 的 解 的 序列 ， 使 得 当 上 一 0 时 ,， 它 的 ° 
极限 不 是 (17.12) 的 解 。 对 于 一 般 的 非 线 性 广 © 
程 。 并 没有 表 定 的 回答 。 但 对 于 (1212), ` 


(17.13), Meyer-Spasche (1979) 得 到 了 在 某 种 
意义 下 的 肯定 结果 . 8 a 

作 包 含 互 的 正方 形 区 域 О, 见 图 171, CHO IS BRA 
行 ,并 与 工 的 臣 离 不 小 于 2。 把 与 9 相对 度 的 两 格 内 点 集合 记 为 
ГЕ 

ФИШ 171 (к) 满足 (17.13), 并 在 0/0, E o = 0, BB 
末 存 在 正常 数 <*， 使 得 

10120, coh? Dy (уб, v(x)). 


7 = 
ШЕ RNA 
lello < 22 №1 #2) (— AG»). (17.25) 


х €, 
HT хе ©, 时 ,一 六 sy 一 — Ay, THe Oai Qa PY, o (x) = 0, 
所 以 可 证 得 
POS oC) (Awl) — AwG)) тор YEL 


= 0(4?) spl, 


x< D; 


ERA (17.25) 后 得 到 
орь S< D ra Aw), 
rely 


TET 


由 此 即 得 所 证 的 结论 . 
设 Us) 是 步 长 序列 ,并 当 )— co hf, à — 0. MR {ш} 是 
(17.13) 的 对 应 于 步 长 各 的 解 ,并 且 对 一 切 碳 满足 
lelen, < cu. (17.26) 
现在 用 零 值 把 Ск) 扩充 到 整个 О, BARRE ATTA 
ВЕЕР 0,6), FÆ (17.26) 对 U, 依然 成 立 ， 由 命题 17.1， 
10111,0. 对 h НЯ. ХХ Vili S cal Urii CUL 
b ue (1969)), FALL Оо ЮЖН, паат 
` lao» 8188869 СЛЕ UD. |: око» RS FE 
un Ux), 
MiG Ra Кг, U,(x)) | «04, HEAD BRR FB 
在 每 个 以 x'€ Qu HAD EL b 为 边 长 的 正方 形 S) n, 
Е = f(z',U,(z')), 
而 在 Q,,/Q,, A, F = 0. 
命题 17-2 щі co Н, 
ПЕС UD КВ) 77 9. 
证 明 RA 
IFC, UD — ЖК, U Hero m FG: (UD) — fi. Uo, 
+ ПАС UI) — fs, 0) озса). (17.27) 
若 =€ Sls), хе бу, WA 


x dana [OL | 
F(x, ИК) ) — Fa, U,G)) ха, 6). 


+ fy, £) 207 901 10| (ty — xn). 
жє о, MURE OU: 0, 或 者 OU 一 (0)... Ж 
Or, Ox, 


x'€Q,, ME LAPIS OCA) 的 项 ， 总 之 , 当 & — OFT, 
ПЕС U2) — fC UD > 0, 
MAF fe CU X 22), НОЧ 二 一 0 А, HU,- Ullzta 0, 
所 以 还 有 | 
* 728 + 


ЬЯ 1 


ЫС, UD — К, Was > 9. 
下 面 作 辅 助 函 数 wu). УВЕ 
t Ани (x) — Kx, U,(x)) = 0, =€ Ол, 
sux) = 0, хе On,/ Qa. (17.28) 
命题 17.3 当 z€ OF, B), . 


Anw) = О (+). 


ШЕЕЙ № Gu 是 离散 Green 函数 , 它 满足 
[. А, G, (x, y) = йү*8(х, y), хє Oho y€ Qas 


Ga x, y) = 0, TE Q4/ 05, уе Ол, 
于 是 
w(x) = № >) Gan, DIO, Ui). (17.29) 
y€25, 
可 以 证 明 , 著 z+' 与 9% MERAH us WA 
0551 > Gu, у) < сай. 00 (17.30) 
уеп}, 


LEA х0, №, Сы, y) = 0, DLR FW т єй, 
为 了 证 明 (17.30) 成 立 , 作 三 个 辅助 函数 VG), v GO М 260, 
它们 满足 
m AV =1, €Q, 
У = 0, x€ F, 
r Aye = 1, x€ О, 
#== 0, хе OF, UPS, 


一 A,p(x) = l, rE 站， 
р(х) = V(x), xc Qj, 
Р(х) = Ü, z€ Tu. 
首先 ,由 引 理 17.2 得 到 
[V — Elleg, «© ев AsV 一 Аьр | „оь, 
+ НАУ — Asl vip) 
+ 720 • 


= с. ТАНИ — AV |...» + 512,07 
一 &wtls o5) | 
=< саб + hi WAV — Aple. 5). (7.31) 
TUR r€ OF,, BI x+ he, Qu, x — AmhriemE Гы, TSA. 
FE OF Ur, b. VOO — 2) = 0, МЫ 


AQV QD) — A, p (x) = (V (x + де) 


i ee 


1+2 
+ hes) — SC + » (17.32) 


因为 x + де, tx 相距 为 An MA |vlio, 的 一 致 有 界 狂 得 
到 : 
| V(x + Aven) — Pir + Вет) | < | Vlr ве) — VO) 
+ jee) — s(x + Aes)! < сый, 
SATA (17.31), (17.32) 得 到 


Ir Bll gg, S ел (17.33) 
下 面 来 估计 de Fle, ВВ 172 得 到 
le — Ellery «с Aye 一 Анино. (734) 


假设 re OF, Uni (17.32) RO 则 有 
Te 人 + ме) 


Auro) — Ан) = E 2 1—1 


— pla + Aye) + (elx + Аде») 


К 
~ fl 1 
— ie ha) + (444) ve]. 
й ay 
Bax 
|g(x + hiem) — 26 + Ае) < ax + Ве) 一 etx) 
+ 15 + Aten) — $630] FLV C2 | Reps, 


所 以 
PA, 2 一 人 6.ox = сыйр» 
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КА. (17.34) 后 就 入 到 
ни — vi P, * сөй, 
从 而 结合 (17.33) 得 到 
Пи — veo, сай. = (17.35) 
男 一 方面 ,在 T 上 一 0, Re’ 5 Ot ЕН А, WJ 
V(x’) = Оби), 
ЖЕ (17.35) 859 le") | = OG). ЖЕ (17.28) HS [= 1, 
WA wk) = e. БАНН C17.29) 得 到 
vlr) = AP OS GG. y) < сый. (17.36) 


3624 


XJ GR RE (17.29), (17.26) f (17.36) 得 到 
|а) | = M, GG, YG Uit») 


, 
YED y; 


= Сый! > G, (x, y) < Calis 


FED, 
所 以 当 тє OF, 时 , Аб) = О (+). 
现在 仿照 把 f ЧЕН FAK, 把 witx) WADA PRA 
kk Wis), | 
命题 17.4 4r со, Jae — Utili > 0. 
证 明 我 们 有 
Г А,,(а — up) = 0, ЕЯ, 
fU; — u, = 0, r€ Г. 
Myre OR, — Алик) = f(x, и(х)). БЕНЯ. 另 一 
方面 ,由 命题 17.3 得 到 , 一 A, mix = OCAT). 所 以 贝 引 理 17.2 
得 到 
|, — Uil = le 一 unless, = Olki), 
由 此 即 得 所 证 的 结论 . 
FR Gir, y) Ba — АН Green Ж Fic 
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w = | ci. КУ, ау, 


CT HEN E. (17.12) Bod RC Sattinger (1973)), 
$175 г», IW — Wille, — 0. | 
TES ”按照 把 + 延 拓 为 的 方法 把 GG. y) 延 拓 为 分 片 党 
РА G,,(x, y). TH 
Wie) — Wh) = Í. [G,,Gz, y)F(y, UG) 
一 Gix, yC, соя 
= Ë, + En 
其 中 
E, = | Gules EU, UG) — fO UOM, 


E, = | Enl, y) — GG. УИ, UG. 
ANE UE HH 
E, =< 1С, оо ДЕС. UD — fC, Ceres, 
从 而 由 引 理 4.30 和 命题 17.2 可 知 , 当 1 一 oo BF, Е, 40. 又 可 
证 明 ( 风 Bramble(1969)), M Z —> со |, 
lGa — Gliro — 0, 
因此 E; — 0, 
综合 前 下 的 命题 ,就 得 到 了 下 面 的 结果 . 
定理 17.6 假设 当 > co RF, А9 0, [йш ДЕ (17.13) 相应 
的 解 ,并 满足 (17.26)。 那 末 ,可 以 利用 双 线 性 插值 把 为 连续 函 
MU), 使 得 它 的 任何 一 个 收 伍 子 列 的 极限 函数 U (х), 都 是 
(17.12) 的 古典 解 ,并 且 ПО < сз. 
Simpson (1972) 讨论 了 f(x, 0) 22 0, Р(х, V) > 0 的 情况 ， 
此 计 对 总 的 要 求 较 弱 ,但 仍 可 得 到 与 定理 17.5, 17.6 相同 的 结果 . 
Guo Ben-yu (1983c) 还 直接 应 用 5 3.2 中 的 理论 ,研究 (17.13) 
的 路 化 性 ， 为 方便 计 , 假 定 8 = {0/0 x, <1, m—1,2], 
fix, V) e C(Q x S£), 
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并 且 对 一 转 * AV, Р(х, И) > 0, В (17.12) AA RPE [9 
Al 
р 一 AV Ox) — pf (lx, ШУР Сау) == 0, x€ O, 
LOWY (x) = о =0, r€ T. 
(17.37) 
Я W) ЕН. BE Ue cD) (17. 12) AOD 
ҮА TB, СЫ) = 1, 
i ЈА == 1, Qa = Дај = inks 1 Sim < ] — 1, m = 1,2) 
E (17.37) AS MAS ЕК |] EL Ж 
一 Аз (х) — paf (z, И’) (я) = 0, x€ Os, 
р(х) = 0, хє Гь. 
(17.38) 
OPW) RAAT A. Simpson (1972) 推广 了 Kuttler (1970) 
结果 BEE | APC) 一 в’) | = 000. ИЖ, НЮР > 0, 
Mn 17.2 的 一 个 推广 形式 { 见 Simpson (1972)), 对 一 
pls), A 
lgl diy = < с» (И) (min | 1 — ag (P| WL oll, Dae (17.39) 


为 了 应 用 $ 3.2 中 的 结果 ,定义 

B= CNCA), 3, = C(2),89,, 19, 都 是 

e 2, V BST ЯН, HERE 
lufi = maxClall.uo,. Iulius Lalas) Wells == ell... 
又 对 一 切 z€ On, EM m JU Qe) = UC), 并 用 RAU) 表示 格 
X (17.13) 的 逼近 误差。 
用 RR 表示 适当 小 的 正 数 , 则 对 一 切 ve BCU, В), 
(min|1 — ui (s)1)^7 = ¿s (U), 


Mame (17.39) 得 到 
П... SS са СО) eC Lalo Ф]: 


L (W je = | 


并 由 此 推 得 
Ф|, S ez CUI LC) pli. 
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AL RZ BS Green RYGER 
Er las =< eU) Asplinas 
所 以 


NES Sun ILEN elles. 


M ED < W, 并 根据 定理 3.13, La ZE BLAU, R) 


AX U Е X SS RENS. R. 
M(U, А) = ooh), 


ALA ERAT las == OCA), 故 对 一 切 适 当 小 的 А, 

КА 
Eal UY 
因此 ,根据 定理 3.14 和 定理 3.15, (17.13) Æ B,,(U, R) 内 有 叭 
— SRE =. 

若 把 上 面 的 方法 应 用 于 一 维 问 题 , 则 可 得 到 
lis = ОЙ... = O(47), 

这 方法 尚 可 应 用 于 更 一 般 的 问题 。 


| RACU ь <= r (ñ) = 


173 尘 线 性 方程 的 分 野 点 


关于 站 线性 方程 分 歧 点 的 计算 .主要 有 两 个 途径 ,第 一 个 途径 
是 利用 线性 主 部 的 Green 函数 ,把 不 问题 化 为 全 连续 算 子 方程 的 
分 歧 点 问题 ,然后 用 s 4.3 中 的 方法 来 处 理 ， 第 二 个 途径 是 直接 应 
用 差分 格式 来 研究 。 = 
”假设 0 是 二 维 空间 中 的 有 界 开 城 ,其 边界 适当 光 注 ， 
fix, V) E CUR x =), 


并 考虑 下 列 问题 的 正 值 解 
一 AU(*, 4) — АКх, U(x,3)) = 0, x€ Q, 
lutea) = 0, r€ T. (17.40) 


(17.40) 的 正午 解 的 存在 性 和 唯一 性 与 f(x, VO 的 性 质 和 上 
的 值 有 关 。 Simpson, Cohen (1970) ЧЕН, a f ROS V К 
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Ж, WAP А, (17.40) 有 叭 一 的 正德 解 。 aR f E: 
XT V РОПА Ж, fr, 0) > 0, 则 存在 1 < co, fESESEO a x 
By, (17.40) 存在 正信 和 解 ,但 可 能 不 唯一 ( 见 Keller, Cohen (1967), 
Laetsch (1969)). ЖЖ f ВЕЗЕ гра, EMR. BBE AT Е; 
25 ЕС, Krasnosel'skii, Stechenko (1966)), 

РЕБЕ Kr, 0) > 0, 并 对 一 团 <é OMVE 2, 


Fir, F) = PHz.) > 0, 


从 而 与 17.40) 相对 应 的 线性 问题 
m АУ (к) — УР, U(x, AYN СА) = 0, x€ Ө, 
F (zx) = 0, rer, (17.41) 
有 从 小 到 大 排列 的 正 的 特征 秆 OUr, 1)). Я 2 09 КСЕ, 
^)), WN U(x, 2) Æ (17.40) Юл. НТ Ее СО х 92). BN 
此 它 还 是 稳定 解 , 
U(x，4) з» 的 依赖 关系 还 可 用 图 来 表示 。 通常 选择 一 点 
x'. 然后 用 A’, U 表示 2 与 U(x', д) 之 间 的 关系 ， 为 书写 篇 全 
Н. — 810209 4(0). В КИ) 一 e” 或 
КИ) = [1 + (40/7 + 5, 
Я}, ACU) ЖЕ 17.2 所 示 。 显然 存在 А = I), M 


o 0(=', А) Dlx’, А) 
Bj 17.2 
L < 时 ,至 少 有 两 个 正 值 的 分 梳 解 ; 当 1 = À HJ, 两 个 分 枝 合 而 


Xj; 4 à Д И, MART AER. CJH Keller, Cohen (1967),， 
Joseph, Sparrow (1970)), 


FRR Я 5 de RVR FRE: 
(i) X да А «Д, a > 0 PF, (1740) EDERA 
正 值 解 Ule, 1) 和 U,(x, 4)， 并 对 一 切 veg, | 
U,( x, A) < U(x, A), 
(i) 对 于 固定 的 z€ 2, Ul, А) HEA RRRA, ifi Ur, 
А) 是 7 ЮДЫ РЕК. 
(iii) вах, А) = Dr, 1), ¿= 1. 2, 


(iv) 3j L < L =S аа, mnc 0 В, (17.40) HER 1718 

U(x, 2), ШИВ 
maxU (x, А) < maxUi(s, À — 4) == M, 
(v) 4il—-a<cl<i tt, 
rH U(r, ap Z< 2 < L =< (у(х, A). 

许多 实际 问题 都 满足 上 述 条 件 , 例 如 Keller, Cohen (1967) 所 
讨论 的 问题 的 最 小 正 值 解 UR, 1) 就 满足 前 面条 件 。 关于 
Ute, A) 的 性 质 , 则 所 知 不 多 ,但 对 灌 些 特殊 情况 , 则 也 满足 上 述 
See, 可见 Joseph (1965), Keller (1969b), Joseph, Sparrow 
(1970) 的 文章 . 

is 0, OF MTs MATT. А, HEAR Shortley-W eller 算 子 ,并 
用 下 列 格式 计算 {17.40)， 

r A,u(r, A) — afta, u(x, 10) = 0, rEg, 
a(x, А) = 0, хЕГ,. (17.42) 

用 tlu) = 25’, и) 表示 ake, A) ALAR. 根 
据 前 节 的 结果 , 44(w) 也 有 一 个 极 大 值 4; 一 AD. ВН А 7G 
分 小 而 4 < L, НФ, (17.42) 至 少 有 两 个 正 值 解 , 当 4 = L, Bf , 
ЭРЫ А > L, НФ, (17.42) 没有 正 值 解 。 为 简单 
Wm UG. 1), w(x', Aa) Mi U a. 

Simpson (1972) 得 到 了 下 列 结果 : 

定理 17.7 {Ый AU) 和 Аси) BRERA, 
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S (Hy eo, 


dU? 
那 末 
IU — š! 一 OC"), (17.43) 
IL— nl = O43"), (17.44) 
Жїн в 是 任意 正 数 ， 


证 明 ЗТ US [U,( x, 2 — а), Ux’, 1 — К а,)], ци) 是 
AE MACUL 17.3), BRU) ARKA (0,1). he BRE 
正常 数 ， A Å = 1,2, 3, 则 


图 17.3 
1 44 ‚= . — 
— RAT — k — А M T 4 CUCU QA) — UP -**, 
4% (0) < 0， 所 以 有 
2 b — g 
O( 4?) = U,(x', А) — U >< olh?) (17.45) 


Ri 


OCA?) = U (x ,A4) — Ua", a) о), j зе А, (17.46) 
MAKE (v). "Зал (а, 1,)) > X, A 
Y (D (z, 2,)) — X, >= 047), 
3i TE 25 2X — ТН 
一 AW(x, z(5)) — (АКА, W(x, g(5))) = 0, x€ ©, 
№’ (+, А0) = 0, xET, (17.47) 
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PLE AB A SE УЕ 
(— Am Ux, nCh)) Ar, w(x, ni h))) = 0 x€ 9,, 
wx, plh)) = 0, r€ I, 
(17.48) 
УБЕ A CA) Жо) 分 别 是 下 列 问 题 
m AV —=(A)f(r, Wix, u(5)))V = 0, x€ Q, 


F =O, rer, 
和 
n" Ar — s, (A) Cx, Wix, ale = 0, red, 
о == 0, r€ Г», 
的 特征 值 ， 


引 理 17.3 如 果 对 一 茹 1 lo lA) — oA) = OW), 3f 


а) — СЮ S OCA), [e «1l, (17.49) 
BARA LE (17-48) RI w, EA 
JW 一 wlio, = ОСА), (17.50) 


证 明 HRA SR SE eS 17.5 的 过 程 相知, 但 要 用 到 一 
个 与 引 理 17.2 相 类 羽 而 稍 训 推广 的 结果 , 而 这 又 要 用 到 一 个 与 引 
+ 17.1 相关 侯 的 结论 ， 由 《17.49)， 此 时 (17.17) 中 的 e; 应 改 为 
cA’, 从 而 引 理 17.2 中 的 e. МЕЖ сай, XX REGE EH T 
(17.50). 

现在 在 引 理 17.3 HS (в) = dy, 

FA) = Y ?(U,(x, a), W = Ukr, A) 


w = (x, А), Ü =< g < 2, g = 1 — gq, 
THE (17.42) 至 少 存 在 一 个 解 , 记 为 w(x, 44)， 使 得 对 一 切 
x€ Qs, 
Uir, Ag) — ale, 349 = ОСА), (17.51) 
我 们 利用 插值 方法 分 别 用 点 QU (x, 24). 24) 和 C(x 214), 
14) 构造 二 次 曲线 p( U) 和 p (U), 其 由 
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P(U) = af h)CU — Uile, 4,))(QU — ә", 22)) 
+ b(AY(U — U,Cx', м + U.C, А), 

PU) = ALANU — aCe’, 4) CU — im, 4)) 
十 BAMU — me, му) + а, ads 


其 中 
= А — 1, 
AA) U(x", 2.) 一 Ux, A 
B(A) = dy — h 


Hix’, Ag) — (x. Ay)” 
aCA) RI ACA) WSS BEE p(U) Aq p (U) XE Ue’ Ag) R ale’, A.) 
ЮГЕ НД. > 
W (A) = U(x", 41) + U,(x', 23) — (А) 


2 2a (h) 
= uix. M) sx, da) — B(A) 
wh) 2 AGY 


Mü WCA) 和 (А) 分 别 是 РОЛ) 和 ps(U) 的 极点 。 下 面 的 三 个 合 
MBA Y WA), wh), U жи ZO, 
命题 17.6 WU)— ÜU = ов). 
证 明 ”由 插值 理论 知 
uu) — ри) = + #2 (=) П (U — Ur’, 440). 


31 dl? 
EE (17.45) 得 到 
Iau) — (QU)! LOU 一 可 + 45y), — (17.52) 
因此 
РП) 2 oT), 
但 pCU) RAAR AAWO), 所 以 
PW) > PU) 21 — OU), (17.53) 
如 果 命 题 的 结论 不 真 ,例如 说 
W(A) — U = О(57), 
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其 中 ， 


FO 34 
2 
由 于 
d Hy <a 
dU’ И 
我 们 有 


НОА ОСА, 
从 而 由 (17.52) 得 到 
PWD < 1(W (A)) + OCCIW (A) — HI 


+) < 1 000), 
mis JE 5s (17.53) ЖЕ. 
命题 17.7 Жа< +, Wi W(4) — wth) = OUP"), 
证 明 经 计算 得 到 
WCA) — (А) 一 ion, n) + U (^, a) — m, k.) 


— atn 1 BO) 5) 
"t з 1,)) + 2 uw 20) 一 和 人 小 
(17.54) 
ЕН (17.51) 
UC’, 21) + Ur, à) 一 ux, à) 一 (x^ 542) 
= 00274), { 17.55) 


УЕН (17.46), (17.51) 得 到 


o?) = dux. А) — ша (х', 1;) >= о(51 +A), ре k, 
(17.56) 
因为 
= (U, Ce’, Aa) — Ute’, A) 
BU HU s D — ales 1) 
= Ula’, A, )— a(x’, А) iix, 3) U(x’, А) . 
bla) i ux, 13) — m, А) | 
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所 以 当 9 < HE ЕҢ (17.55), (17.56) 得 到 


BCA) = а + OCF), 


类 似 地 有 
ACh) = ав) + OC). 
4% а(#) 趋向 于 oe (D) 0; 所 以 


B(A) BOA) _ BCA) за 
E = DU LM LU os, 
АСА) ala) ah} at ) 
У.В (17.46) 得 到 
AAD = ots), 
因此 E- 00/79, 把 它 和 (17.55) AIA (17.54), WaT 
命题 的 结论 ， . 
命题 17.8 Бот, Ml w —й = 00D. 
证 明 我 们 有 | 
1 PA. a eno ut 
W) — 5407) = 3 QD Ц CU — «5,1». 
于 是 ,由 命题 17.6, 17.7 91 (17.45), (17.51) 得 到 
in, М) — wth) = EAEI A4) — U,(x, А,)) 
+ (UG, 2) — Ú) + (CU — WG)) 
OV) — wlh)) = OÈ), 
К = i, 2, 3, 
FU 
A wh) — pilw(h)) = OC 1), (17.57) 
id 
wth) = wh) + В, wilh) = wh) — Bi, 
НРА 2 УА, 404) = 了， 所 以 


+ 741 > 


OCAT) = (р ССА) — prtwth)) е обл), 
15—318, MARIE 
Гаев) — paw = OUT), 
BH 
РАСС) =< рг) 
得 到 
an(w*(h)) < tmwth)), 
ERE U w (A) < U сш (А) rh, HR AQ(U) 有 一 
个 极 太 点 ,所 以 8 ЕЛКА, MÀ fil 
(A) š <= OC), 
TE U AOE {ЫЙ E 
OU) = U — wl a) зе OCA у, 
例如 设 


U — elh = 0(3), r < 34, 


НВ, pi(w(h)) > ps(U) ОСА). LAF (17.57) 和 

gU) — ыи) = O08? ), 
te aU) <Aslwlh)), 这 表示 了 不 可 能 是 UU) МЕХА, 
因此 wh) — я = ОСЕ), ЭЕТ ИНОЕ. 


下 面 来 完成 定理 17.7 的 证 明 。 首 先 由 命题 17.6 一 17.8 得 到 
U— 38 = 0 — (А) в (А) — в) + Оф в 


= OS +), (17.58) 
Hg = = 就 得 到 了 (17.43)， 其 次 有 
E! =- Án — (1 一 和 | + |2, 一 А 
= 057) + FEN и) — &,(х', mir, "MI 
= OCh? + [а m m (z, ay. 
pRC17.58), (17.45) Ж (17.51) 得 到 


‚ 742 ° 


#—a(e,4) — 4 —U + U — Ux, à) 
+ UC, kk) — вс, А) 
# 
= OCA? + 227), 


因此 
11 — = OCA? + AN), 


E a= + — в, s 0, MERIT (17.44). 


$1 17.1 i$ s= 2, КИ) = 0, ORM A, Гельфанд 
(1959), Fujita (1969) ПЕЙН (17.40) 的 解 的 存在 性 .对 于 一 般 
的 马 ， 尚 不 知道 解 存 在 与 否 ,但 是 Keller, Cohen (1967) 证明 ,如 
Ж (17.40) 有 解 , 那 末 它 的 最 小 正 值 解 是 稳定 的 ,型 其 余 的 解 都 不 
稳定 。 Козер (1970) iEXET — Rb ERE ,但 修平 只 宜 于 稳定 解 的 计 
Simpson (1972) 刚 在 单位 正方 形 的 区 城中 计算 了 这 个 问题 ， 
数值 结果 显示 出 确实 存在 Дь, 

关于 计算 简单 分 睹 点 的 有 限 元 方法 ， 可 到 Brezzi, Rappaz, 
Raviart (1981) fjr E, 


17.4 生物 数学 中 的 离散 模式 


正如 $ 12.2 中 所 指出 的 那样 ， 有 时 需要 研究 半 线 性 精 融 型 差 
分 格式 的 解 的 性 页 假设 О, On, f, £ 和 ?如 5 12.2 中 所 示 , 但 & 
不 一 定 满足 条 件 С12.8). 我 们 考虑 下 询问 题 
r PAU (a) — IKU(x)) 一 0, *€ 9, 


U (x) = 0, z€ T, (17.59) 
RAMA 
{ rA (s) 一 Trt)) = 0, +€ Qa, 
ate) = 0, ХЕ Fs, (17.60) 


我 们 用 Guo Ben-yu, Chen Sui-yang (1986) 的 方法 来 分 ET 
解 的 姓 质 。 尖 于 (17.50) УКЖ CAL, ГОА ЕЛЫ ЕЕ. Е 
Ж Ж.Р КЕ ХЕ $ 12.2, 


Е РО, ВИКИ, ЕД Fog Gale, y, Da) 
是 离散 Green 函数 , 它 满足 
м АС (х, у, Dy) = 6(х, y), TED, уе Б», 
Galax, y, Рл) = O(a, y), wE€ Tas, УЄ D,. 
FE Gale, у, Ds) > 0， 并 对 于 一 切 函 数 el) 和 +€ D, 有 
v(x) = — A >) Cale, y, Di) Aw) 
EDA 


+ У) С.х, y, бе). 
An 
应 用 上 式 ,不 难得 到 下 面 的 结果 。 
引 理 17.4 Bik D,CO, дев, НН. 
» Аль (я) < — Ape (x), x€ Di, 

v(x) < w(x), r€ fp, 
则 对 一 切 re Dr, vGO < (=). 及 车 至 少 存 在 一 点 x € Di, 使 
得 


一 Awe’) < — Awl), X x'C Dy, 
或 者 
olx) < (z), Ж Е Гь,. 
那 末 ,对 一 切 x€ Da, vfs) < w(x), 
用 G (x, у) 简 记 Gale, у, 95). Ga 表示 线性 算 子 ， 


Gre) = 5* $1 GG, y)e (y). 


yeo, 


可 以 证 明 , 存 在 与 和 无 关 的 正常 数 с, 使 得 


[Gil = e. {17.61} 
又 记 т, 一 + G,-f, Bb (12.60) 等 价 于 下 列 算 子 方程 “ 
pc Tas, (17.52) 


用 eG 和 e GO ORP ER BR ,并 对 一 切 x € ©, 和 
px) =< ox). 
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vfi), Bele) > 460, 
fe, d, o)(e G2) =CKe@), Fels) < (z) < 600. 
of{ ф(х), Ж v < (ғ), 


T, d, в) = + Ga- К, d. o), 


ER, Tp: $, с) 是 一 个 连续 算 子 ,又 用 К( фр, Ф) 表示 闭 锥 
Elo (|) < И (к) Sle), x€ Os}, 

其 内 部 记 为 Kip, Ф), ЕЕ ТЯ. FR, Talp, d, 1) 在 
Klp, Ф) 中 的 不 动 点 一 定 是 (17.60) 在 Kip, $) 中 的 解 ， 

定理 17.8 BAS pls) 和 加 (x) 分 别 是 (17.64) RP FERE 
PORTH, ФС) GO. ЖЖ. Ta E К(ф, Ф) 中 至 少 有 一 个 
ЖАЙ. 

证 明 首先 证 明 , 在 Klp, Ф) Е, TI = Tile, 6,1), Е 
xb sé K(p, $) 和 хе 0, BA 

ф(х) =< +(x) x deo, 


因此 
Ti p, di, Do = 二 G, - Кр, $, YO) 


一 二 G+ Ци) = Tw, 
» 


EIKEN, Tale, dy 1) 的 全 部 不 动 点 都 在 Klp, $) 之 
rh. aid | 
Dj = (x€ G,Ju(z) < pi. 

Dy = {хє Dijele > ФТ. 

不 妨 假 设 Di ЯП DI RM. BeBe, +, 1) 的 不 动 点 ; 则 
对 一 切 re D; , 

— vAw (х) = fip, ps Do GO = Кф(х)) 2 — vA qGQ). 
另 一 方面 ,在 Гь; b. pO < eG, МЫ, 根据 引 理 17.4， 对 一 
HJ x€ Dz, ф(х) 所 v(x)， 而 这 是 与 Da EMP, МИ 
Dy 是 空 集 , 类 似 地 可 证 明 , D+ he, MLL UE К(ф, p). Wi 
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可 进一步 证 明 Ue К(ф, $). 
现在 来 证 明 , 存 在 一 个 正常 数 "， 使 得 Tile, p, с) 的 所 有 
不 动 点 都 在 球 BOO, г) 之 中 ,其 中 
BO, +) = {wj lwla = г}. 
事实 上 , 若 ” Talp, $, 0) 的 不 动 点 , 则 由 (17.61) 得 到 


Well, = Ср, Ф, wel. < A like, Ф, eel. 


= = maxi max |af(p(x))1, max [eftóQo)l, 


max ‘of(y)|}, 
Фе) у 
veg, 


MEL, FEER r, 使 得 Tole, ms) 的 全 部 不 动 点 都 在 B(O, г) 
m, 
Ea. BRR RI EER) SE ITI 
Degil — Tale, Ф, 1), B(9, +), 0) = Dez(I 
— Til, ф, 0), BCG, r), 0) 
= Deg( 1, B(0, r), 0) — 1, 
所 以 Talp, p. 1) 在 Kip, Ф) REDE SARJA. 
综合 上 面 的 结果 ,就 完成 了 定理 的 证 明 。 
定理 17.9 ”假设 存在 (17.60) OP К ФО, ФР) 和 
严格 上 解 QUOD. 000. FARE PORE: 
G) gp?) < pn), qx) s QD, oO SH), 
déP(x) = (=), 
Gi) КПК, BSR, К, = Kip”, 6°), Bid 
K 一 Rp”, 4m, 
PBA. Ts 至 少 有 三 个 不 动 点 sU. 1—1,2,3, En rPe Ky, 
ФЕ К, e€ K/(K,UK;). 
证 明 根据 定理 17.8， 存 在 下 列 三 个 算 子 
THK) = Tale, Ф, 1), THK) 一 Ty GP, 49, 1), 
TAK) = Tile, p”, 1), 
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使 得 
Deg(1 — ТИК), B(8, к), 0) = Deg( 1 — T,(K,), B(0, r), 0) 
= Deg( 1 — Т»(К,), BCO, r), 0) = 1. (17.63) 
AA T (K) FTA ASAE K ВТ Е BO, r)/K 中 
没有 TAK) 的 不 动 点 。 及 由 于 
B(0, r)/CBC0, r)/K) = B(0, r)NK, 
所 以 
Deg(! — ТИК), B(0, r), 0) 
= Deg(1 — ТААК), BOO, £21 K, 0), 
MRE K/(K ОК) 中 没有 ТИК) 的 不 动 点 , 那 末 
Degi? — T (K), B(0, r), 0) = Бер! 
— ТАК), BCG, r)N Ki, 0) + Deg? 
— T,(K), B(0, r)NK;, 0). (17.64) 
ВР ПЕНН ,在 К, Е, TACK) = TORO. SX B. # ve Ki, 
хе Q,, Ж 
qx) =< v (z) <b), 
所 以 


T(K.) 一 LG, pP, BY, 1)e 


= 二 G fe) = ТЕК)», 


BUE K, E, ТК) = Т„(К,), МЕ K, 上 
ТЕК) = Т.К), 
Bela otk (17.64) 得 到 
Degi? — Tal K), B(9, r), 9) = Degli 
一 T,(K,), BOO, r INK, 0) + Degli 
— TaK), B(0, 7) Ka, 0) = Deal 
— T4GK,), B(0, r), 0) + Degli 
一 T,(K.), B(0, ғ), 0), 
但 这 与 (17.63) На. НИД КИК: ЦК) m, TACK) B/D 
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有 一 个 不 动 点 。， 因 为 在 六 上 上 ， = T(K), AEE KICK, UK) 
E, T, 世 至 少 有 一 个 不 动 扎 v. 

因为 在 К, Е, ТЕК) = ТЕКО, BLL v € KNK, WY 
oP {064% TK) 在 K 中 的 不 动 点 ,从 而 v? € Ky, BRS 

PPE KICK, UR) 

FEAR PAUL PEK. KMH, PEK., BAR S ERREA. 

对 基 些 特殊 情况 ЕТНА AeA. FEE 
g(0) 2 0, НЯНЯ (12.80, 又 存在 正常 数 

Per, КР) = 0, 

5138 17.5 假设 4A 是 SZ: ца БСТ, {Ф.(2)/0< 

ф(х) < p, се А} 是 关于 = 连续 且 严 客 增 加 的 , 记 


Ne= iple Ф). Ma Dl... 


£. = pip Pato F = [Y .7., 


gh, G) 32€ р, E (17.60) 的 严格 上 解 , 且 417.60) НУ ие us, 
则 we, Gi) 3 p, AE (17.60) 的 严格 下 解 ， 且 (17.60) В 
нЕ» W ue. | 

证 明 ЛЕНЕ (D. 假设 (17.60) ЮЖ нЕ, 而 
ut. и, WWE ac Л, em m. UEA x€20, ER 

u(x) < qux), 
而 a(x") > oC’). В 
& = infle/a< фу «€ Aj. 

由 于 op. 关于 o 是 连续 的 :因此 存在 z” € On, 使 得 n) < pa), 
而 wn) = pale”), 

Wr 适当 小 ,并 用 nt) 和 ЕКС) 分 别 表 示 下 列 两 个 方程 的 
解 ， 

nt (z) = panta) 二 n(x))， +7605, K> 0, 

z^ (a) = 0, r€ Qn, k> 0, 

m (w) = u(x), f z € б, (17.65) 
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Ei (2) = нА, (а) + (SO), 0€ Q,, K> 0, 
#* (асу = 0, r€ Ок, & 22 0, 
E(x) = pi, хє Дх, < 17.66) 
AA pals) 是 严格 上 解 ; 所 以 由 定理 12.2 得 到 
a(x) = q(x) SE) < pee), REO, (17.67) 
特别 有 w(x") < pale”), FEX ES uU) 一 gale") FA 
HEN, 


定理 1710 如 果 当 ze& (0, 8] 时 ， Кю 对 * 是 严格 递减 的 ， 


那 末 (17.60) Æ KO, в) 内 至 多 有 一 个 正 值 解 。 | 

证 明 1810 (17.60) 有 两 个 正 值 解 e, ee RO, 8), AG 
在 EDs, HE (z) < (G). dE palt) = an), 
«€ (0, D, 由 于 e.€ K(0, 8), ВА 


— vAapa(x) — }СфеСх)) = из [eem 


KER] <o, (17.68) 


eu? (x) 


BO ф.(х) ЖРК ЕЕ. 

可 以 证 明 ， 存 在 8€ (0, 1), W фа) < w(x), 从 而 由 
引 理 17.5, ие, BD u(x) > KOC). 特别 有 C 

и (я) m u(x"), | 

但 这 与 前 面 的 分 析 相 矛盾 ,所 以 I GO = oH), 

现在 应 用 前 面 的 理论 讨论 一 个 具体 的 问题 , 它 是 生物 数学 
Logistic 模型 的 定常 问题 , 即 

" vAU C2) — U (xl 一 UG) = 0, x€ O, 


UG) =0, ` с жЕР, (17.69) 
祖 应 的 离散 模式 是 
— pau (c) — u(x)(1 — uC) = 0, +€ Qs, 
lc —, eer, (17.70) 
与 此 有 关 的 特征 值 问题 是 | 
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r mAw(2) — els) = 0, <€ Ó,, 


w (4) == 0, r€ Г». (17.71) 
可 以 证 明 , (17.71) 有 s(J 一 1) 个 正 的 特征 值 ,最 大 的 特征 值 是 
yea 2X... 
ansin? Z 
2 
ВАНЯ RAFTER w*Go. +НЖ— re Q,, 
w* (x) > 0, 
ЖУК, АН A oo Ce), 
lol = oF (ele + S(Qp.v)), (17.72) 


ША, (17.70) 有 平凡 解 BERTE ШК НЫ A TE AE НЕ Ce), ЫП 
对 一 切 re Qi, ulr) >O, - 
定理 17.11 ШЖ > > vf, ЯЖ (17.70) HA EH. 
证 明 假设 wutx) EER, 10 (17.70) Hale) 求 内 积 后 得 
到 
хи + pS(2, и) — lul? + [els = 0, 
H (17.72) 推 得 
(» — ов) (а + SCu, u)) = 0, 
因此 ulr) = 0, 
定理 17-12 >r E (17.70) 对 平凡 解 的 分 歧 点 . 
证 明 记 = 6, 1， 于 是 {17.70) 等 价 于 
ри == лы. 
AS, 表示 边 值 为 零 的 离散 函数 空间 。 其 范 数 为 小 |。。 用 8 RAR 
B HBL TEA, 是 从 B BS, 的 连续 算 子 , 且 
I А == 9, 
FE 2€, CRI Le s BR, 的 一 阶 和 二 阶 Frechet 导数 。 可 以 证 
明 , 存 在 正常 数 ci. 使 得 对 8 的 充分 小 邻 域 中 的 一 切 >, 
€ sr < са, 


X25 URBE AC fé (арй 
AMË aio = 00), 
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ESRF (1271). Я ов) 表示 o6, (0) КЛЕ, Ж 
ej (8) = 0007}. 
СА КН CURIAE PE IC SER ot Ae * <=). 
АЛЯ FR $ 3.3 НУ EE UEBH APE EM Ries, RGM lal =< c, 
IS 5 FF FE MEAD RER S, (a) Mae), ВНЕ. 


va = v; + fala), Fatiga =" P. ata y | 
tale) =alw*(x) + фь(ж}], Ф, € Rangeley —.#,(@)), 
ala) = Ola), ф = Oa), 


4a> 0, 于 是 对 一 切 ЕО, u(x) > 0, MARE 1711,34 
у — y» it, (17.70) 没有 正 值 解 ， 所 以 vf 是 (17.70) НА 
FEA. 
定理 17.13 ШЖ ale) Æ (17.70) HOS, ж 
9 « lul =< 1, 
证 明 设 нх) == fall, 0, 于 是 
a(x')(1 — u(x')) = — Анх) 20, 
因此 0 < а(х) < 1, ШЖ a(x’) = 1, № Ayal’) = 0, М 
ua’ + Bes) = u(x' Бе) m1, 19 т m. 
因为 2, 是 连通 的 。 最 后 导致 在 边界 点 *" 上 ，xx") 一 !， 而 这 
是 与 边界 条件 相 矛盾 的 . 
定理 17.14 # (х) Ж (17.70) WEHR, SI BE p — > Ir, 
lalo — 9. 
定理 17.15 Bat) Е (17.70) АЛЕН, W v — 0 时 ， 
alle — 1. | 
定理 17.36 对 一 切 > < x, (17.70) 孝 有 唯一 的 正 值 解 . 
WA Goo» < yy, В 1и — ofl 充分 小 ,于 是 
" v'AgpQ) — qeix)(1— p(x)) = 0, re, 
ф(х) = 0, wer, 
存在 唯一 的 正 值 解 . 外 定理 07.13, 
— pAgp ds) — ФО — ped) = (> — v) Asp (0 
1750 


= 2 rg) (px) — 1) < 0, 


НИ, eGO 是 (17.70) 的 严格 下 解 - (17.70) 8 PS IER 
o@)=1+8, 827 0, 


БЕЗЕ 17.3, (17.70) ЭР — НЕ „Со. ALAF Ка) 


Ж cH e PRAEC, 也 以 由 定理 1 17.10 ЯП, (17.70) Я 4 有 唯一 的 正 
值 解 . 
可 以 证 明 ，(17.69) 对 平凡 解 的 分 层 点 是 
. 23 


р" = — 


ma" 
m р < ь* 时 , (17.69) RAWE- EEEU, EH lU, a < 1. 
AES (17.70) EERO, BR ot < vt, dE B 5 A — 0 
В, pe рт, 

THRE z <", FE š 3.2 中 的 理 沦 来 估计 正信 和 解 的 计算 
AX СИ, Guo Ben- Yu (19853)). 用 C,CO) Bah SHE 
SOMA, № = COO) C'(CO), 9 = CG (8), 它们 的 范 数 
和 通常 一 样 。 B.S, 都 是 边 值 为 零 的 离散 函数 空间 ， 它 们 
的 范 数 分 别 为 

LE los = max( | > I TT [225 LE йз. = |. la. 


又 对 一 切 x€ Du, 定义 限制 算 子 УИ (о = UG), 


id 
— Aari) — 2(%)(1 — vix»), r€ Ө, 
dune = T =. | xeba, 
则 可 把 (17.70) 改写 为 
i Lul) = 0, + € &,, 
fu La AY Uréchet 导数 为 
ee — Ay. — I wle), xed, 
Г, xer, 
ЖИ File SBN (17.69) 和 《17.70) ЧА, TEA 适当 小 
HY at wx. 
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uc) а 


Па СОД). (17.73 
定理 17.17 <, UE C. JU — wll, = OC), 
TA de] AMSA SH MRR. Hid 
pe? = g U, 5 = 60 — r9, L, = Lp” -— Lye”, 

于 是 | 
— лг — 9 + 2(2U + 289 + 2) = L,. 
如 果 e € ВБИ, К), 


1 
К = че (2)? {Zilles s 一 


js (17.73) 得 到 
Yola < слу + RI + 11282), 
因此 ,或 者 
| — 2Re(U) + VU — RUY — $e DN ， 


ic 


211. = 2c,(U) 
(4224 
或 者 
a o 1— 2Ra (U) — Y —2R«Q)P АЕ]. 
120. = PAG) 
(17.75) 
# (17.74) Bu, н 
Jalle 22 а Е — 2Re(U) + (10 —2Re(U)) 
x (1 _ 2c:(U MIE s,s | m. d | 
(1 一 2Ве (я 2e(07) 
; ; 1 
x (1 — AUE |) = +e (U) f 
但 这 与 ve B, (U . К) НЕ, НН (17.75) 得 到 
l2]. < zu L — 2Re(U) — а — 2Rc(U)) 


ан 
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= ар «СЁ 


| — 2Rc 
Ft eT; 6 17.2 得 到 


285 7 


«c en IZ 


IPAE m 


根据 定理 3.13, L, 在 BCU, M RI U — Г S RE НУ, 
В 


= (и = H 
МЕ, A) = “©, NCU, À) = 8e Uy 

用 RU) RRR, MRO lan = O14"). Ab 2 
A 适当 小 时 ， 

[ R,CU as = т.(^) = min (- say 60), 

所 以 ,根据 定理 3.14 和 定理 3.15, (17.70) (Е Bia QU, R) ) due 
一 解 , 且 10 — uli, = OC). 

如 果 = 一 1。 则 可 把 上 面 的 结果 改进 为 

WU — ulus = ОС). 
Chen Sui- Yang, Guo Ben-Yu (1984, 1985) 还 研究 了 下 列 问 


да 


a cae М0) = 0, 0<p<i, 
P др 
aU 

|а, O U(1) = 


其 中 f(U) = UCL — U) 或 者 


—-UuU 0 _ 3 
KU) =U 0-55 27 BV 3 R>). 
17.5 拟 线 性 方程 的 能 量 方 法 


本 市 介绍 拟 线性 方程 边 值 问题 的 能 量 方 法 ， 假设 @— {| 
Ltn El, 1=< m < 3), PEE, 并 考虑 下 列 散 度 型 方程 
Cr (v(U)VU) =f, x€ Q, 

u= 0, rer, (17.76) 
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其 中 fe С*(0}, O< a c1, v(p) 具有 一 阶 和 二 阶 连续 导数 ,分 
别 记 为 »'(p) М slp), HEGET EEES 220. єз Me, (8 
91—01 peZ, BA 
` Ü< xu = (фа, led За, [ФУ = e. 
id | 
а, W, ripp = > Í. v()vV + vids, 


(17.76) Г SCR ap U e НСА), СЖ 
а, W, v(U)) = (f; М) об € C209), (17.77) 
Douglas, Dupont (1975) TERA, ERAH TF., (17.77) Ир X 
me ue co}, АЕ. 
НА х, ВК, Kuo Pen-Yu (1984) 用 下 列 格式 计算 
(17.76), 
全 Aja = J, xE Qy 
и = 0, rcl. (17.78) 
AR, жа RE, WA 
— AYU = f+ Ra, x€ Os, 
lu шо, rer, (17.79) 
Eh, A> OR, 8,1 0. 
eS 表示 边 值 为 零 的 网 格 函 数 集合 ,其 内 积 与 范 数 为 


3 
POPE i S Gu, We) + (en, юз )] +S, m), 


mz | 


Mole == (oiu. 


id 
aslo, w, API = + B Gps Penan + riu Ru 
+S Ce, ш), 
RASA 
ville fe Sele, v. рф) ) m + s (17.80) 


并 由 引 理 4.10 得 到 
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(— АДФ», w) = alv, w, обр). 
定理 17.18 对 一 切 #, ВА (17.78) RAR НН 


Маа < DOR 
Ts 


МЯ ENET c, u= ov 表示 
N Ag". f, кє By, 
w= 0, хє Ts, 
把 土 式 对 * RAR, MA 
| аи, шу p(e)) < ПН =< mig Їн! =. 
FR (17.80), 


tilla < ЕИ, 
> 


ATLA т ARES EPR Ч. M Ri e) = 0v, <= 1, 
2, Wi 
— Ар 十 AC, =, хє Q, 
Lo — н?) == 0, r&T,;. 
id Ro WU — и, g — y(q0) — le), Dg] 
全 д = Аи, x€ ©, 
z= 0, ХЕГ,. . 
拒 上 式 对 六 求 内 积 后 得 到 
aalis Ba LED DE 
FATE Г, E p = 0, В (17.80) 3I 
voll il] ie = calle? 一 Pla Pli. 
& vv, WIDE Wal — 0， 所 以 0 是 连续 算 子 .。 ТЯ, H 
Brouwer SURE, (17.78) РЕАЛ. Melle BLA iT 
E 17.19 存在 正常 数 rs， 使 得 
la — Ulle s 1Р4]. 
证 明 id s == s — U, ë= (и) — 00), W 
pars = ALU — Ry, x69; 


DE, P). 


& = 0, rely, 
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Gm Ltt a RARE SS 


ACE f. (и) = 一 a, (U, g, 5) — (4, Ri)» 
ii Es (17-80) 得 到 
КАРР = le, CU , &, il + К, Rajj. (17.81) 


下 面 来 估计 |4,00, 4, Р). HIT TET, EP = 0, БТ Sta, 
й, 5) = 0. RNA 
I, Ves ё.) < 107, Mee, 
Sess nl Us, elus, lls 


根据 引 理 4.7, 
alls < halali аР | ali, 
所 以 | 
le,CU , 2, A 
此 外 ， 
COR, 2)] < mi, Mele. 
取 8 适 当 小 ,并 把 以 上 各 估计 式 代 入 《17.81)， 就 得 到 
voli] ae ж Е + lx. . 
及 而 
lale =< esl Rall + 18р). (17.82) 
РЕН ПЕ. УЖ FE EE] 
— Ag? + > У] CO). аф, + Озь) =й, r€ G, 


т= 1 


Ф 0, ХЕ Py, (17.83) 
FERME leh < cel. R (17.83) Я RAREN 


3 
tal? = alp, 8, »(0)) + E >) (800), U. ve, 


+ Us ps). (17.84) 
Ex Ste, w, D) = 0 A 
алф, v(U)) = — alp, U, »(U)) + alp, a, »(U)) 
= алф, u,v(s)) — (9, U,v(U)) 
一 a.Cp, Е, i) — аф, m, ғ), 
#757» 


BREA FA (17.84) 得 到 
Hal? == ex(p. us v) — asp, U , vQU)) 


a 
H ~ m ~ 
一 E! ` G, Qu „а, + Qa, Ha, ) 
m=1 
1 < 
+ > СаСО) — 5, pu US, + pu Us). 
me] 


(17.85) 
下 面 来 估计 (17.85) 的 右 端 各 项 ， НВ (17.78), (17.79) 
对 9 求 内 积 , 于 是 得 到 
alp, s, v(u)) = (f, Фф), 
aa, U, vQU)) = (f, p) + (Rs, $), 


及 而 
lasl ps LE v(u)) 一 алФ, U, »(0))| 
=< ERA =< гь. (17.86) 
XH 
3 
> > (2, Ф. „х. + Petz) 
ту T 
= 2 он = eu ФИЛЯ 
«орана (17.87) 
最 后 ,因为 
|ë gr (U)| = |+ ££z)s — оС 
= Ië (U + Ae? © с |8, 
所 以 


з 
B M G— HW), oU, + pu Us, ) 
т= 1 1 


s сейф < cual ag. (17.88) 
jg (17.86), (17.87) Al (17.88) FEA (17.85), ， 就 得 到 
[дї e c CUR, + ИЯ), 
从 而 
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fet < es GR ПА). 
HPA А OR, ПВ, > 0, ВИДЯ (17.82) 代 人 上 式 后 得 到 
al! < cui RT ПА). 
因此 ,车 能 证 明 当 /~ Omp, [al] > 0, BBR, 就 可 由 (17.82) 推 得 
所 证 的 结论 . 
SS +, 十 典 解 U 也 一 定 是 [517.76) АЧГ УХ. 另 一 方 醒 把 
& V1 uu, 于 是 对 一 切 We CiO), W8 
CE W ,v(mn)) = (f, W). (17.89) 
把 和 用 分 片 线性 揪 储 方法 和 и, PE SE „(куе НСО), Wü] 
WU Mui SS сә. 所 以 Они» 对 一 至 有 界 , 从 而 可 选择 
ATEA (U, Сар, ВВ p —> 0 Bp, (UG) ЖОНО) 
НН КЗ Ute), 同时 在 1200) Paes. АН 
ARGS Dua. ARERR ee We Maa), щш 
in > On, | 一 W a Maka, — 0. FE 
la(U, W , »(U)) — С, Werol = la(U , W 


— Was vB) + ||, Ove 


一 »(U4) Us) VW ids | 

+ j8(U ays Ws. v(U,)) 

— Ba нь, W aps ETADI + {fs Wap) 

— Cf. ука: |, 
REIH, ERA mA mAT E, 

a(U, W, »(U)) = Cf, W uo; 
BU Я f (17.76) WP Le, М U = О. 
因为 对 每 个 子 列 (GU. G0). НЯ, ВЕРЕН 
SEE UG), MUET {Utx)} 都 在 L^(9) 中 强 收 第 到 U (z). 
IE дз, 
Wel? = lla, — UIP = |, — UW? < о 7, О leros 

FU à — 01], ЦДР 0, ХХ Y ERA. 
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BLE bs RE SSE A, in 
| У. CE, DVD = IDs rea, 
Ш = р rer, 
其 中 > 对 x 各 也 部 有 连续 的 二 阶 依 导数 ,并 且 一 致 Lipschitz ES, 
Е х 10. BAER LAF, g 是 适 妆 正则 的 函数 ， 


17.6 粘性 流体 涡 度 方程 的 定常 问题 
不 可 压 争 粘性 流体 的 二 维 定常 问题 是 


БАН + 2 (82 н - 2. (22H) = 4, z€ Q, 
Ox, ‘Эх. Әх, \Ox, 


A@ + H = 0, кєй, (17.90) 
НН r >Ô, 

Janssen (1956) 最 早 用 模拟 机 计算 【17-90) 的 外 部 问题 。 六 
АЖ, ШЖ Т ХЕ {ИН ЖТ FE, ОШ и} BL Greenspan 
(1969), Davis( 1972}, Dorodnichn (1972), Roache (1972, 1976) 
POS AMY (1976, 197931) 的 文章 . 

MA Hit 9 == {1/10 Kaye <1}, 并 在 上 

H = $ = 0. 

计算 (17.90) ВУ АУРА. BORER To, Pa FU 
格式 计算 (17.90), 

— Алба) + (Ск), eG) = К), ХЕ 9, 

A,p(s) + (х) = 0, r€ 9», 

(ж) = p(x) = 0, z€ Ta, (17.91) 
其 中 Ля, p) HEX S 12.7. RAH (1976, 1979a) 采用 
e = а", МВ а ЗЕЕ. 

离散 函数 空间 «22° 的 内 积 及 其 范 数 的 定义 与 前 节 相 同 , ть 的 
ЭНА. REO. OEE БИЗЕ ЕЖЕ ТЕРИ JE Н ЧЕЛ; 
FC, EI (Е, we = (1, w), FE 

СР, e)l < ПЕЙ. 
7817.20 # a= o", [Fly ДЕ -RAR, Д] H А, 
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Mex (17.91) SEE AR — A n, HA 11 Vie, 


ШЕВА 把 (17.91) 的 第 一 式 对 we QE. RAR, H SLE 4.16 
得 到 
v(n, we + Go, (д, 9)) = Ц, m). 
AAA FEA fe, Cw, Ла, ф)) he € LMR 
SEIS DATEL AR FETCH one Je. 19 
Con, we = Ge, Fn, 9)). 
Ash, (17.91) 又 等 价 于 下 列 算 子 方程 的 定 解 间 题 


n + 1. (оу — Е) = . (17.92) 


假定 有 序列 67, CE OC 中 是 收 化 的 ,并 且 
Аф + qi? = 0. 
于 是 , 当 i УКИ, l le ВЯ. 又 把 (17.91) 的 第 二 式 
对 pn 求 内 积 , 由 引 理 4.10 18] 
heal = T PILLS mpe 


和 
lol = с Р. (17.93) 
X B SI 4.11 
fp |? = ШР (17.94) 
id £V = (ay? — on н) ез ME 
gov) = tw ， fer dg? — g^), go) 
+ tw, ПАСА gt — o2). 
ESI 4.6 ЯП (17.93), (17.94) 得 到 
| Ceo, Ja — де, pl уу| о — | Cf ogy] 
+ Ф|) « cont? — 42d ul | e 112 
X |g^? |)? << ey 
— ell eel ПО = cally? 
аи». 
类 伏地 可 估计 Ie, JPG? ei? 一 фон) |. FRA 
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[87/2 | Selig’? — morfu. 
ҢЫ we = on? — e» 2, ДЇЎ}! 
lon^! — au = = ст 


Alito 是 连续 算 子 ,所 以 根据 Brouwer 定理 ,只 要 证 明 , 当 


Tl > 


Wh. FRA 

xy? + Aan) — F) = Ü 
的 一 切 可 能 解 是 一 致 有 界 的 。 事 实 上 ， 把 上 式 对 I RAR AE 
到 


DT Ee I Feline 


从 而 In Mlle < 二 Ee， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


方程 (17.90) 的 解 不 一 定 是 稳定 的 ,也 末 必 是 唯一 的 。 但 在 一 
定 条 件 下 ,例如 bu) ВА А ЧА J.B ЕАК, WE 
有 解 ,并 且 是 稳定 的 ， 格式 (17.91) UG AUGUE. 下 面 
用 R. GR] S Reynolds ВЫ 

E 2м 2 т] 
Уя, ФИ ЛЖ п, p EET 
定理 17.21 Bema", К < Y, М Wale = с. 
证 明 误差 满足 下 列 方程 组 
一 А, (к) + SOO), oe) + PD) 
+ FON), ФС) =F), хє 9,, 

| Aug (x) n) = 0, гє 0, 

ux) = pC) = 0, x€ Гү, (17.95) 

{ш (17.95) WEAH ARAM, BS 4.10 #0 (12.69) 
得 到 


У < 1. JG, @))| 105, р 
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we e V 


< (G7), BI! вы + = UP. (1796) 


X. pi (17.95) 的 第 三 式 得 到 
ИФ sms. ФВ xus. 
A% 
Tal), $00) = фа GO — te, (Ps GO 


+ > фе s COS (ж) 一 E pan ia) 


4 TAOM + 2 paan O), 


所 以 出 引 理 4.0 得 到 
Gs 70, BY) | < 21a, + афа Д 
« 24/ 2 191191419 #16 211? 
=< 24/ 2 my" lloro tial lal 
< 2/ 2 ту. 
又 把 (17.91) ўт 求 内 积 得 到 _ 
vind < [ШЙ < өн РЇЇ е, 
БИ 
lala < И, 
ИЕП 
ab ale < 2 Ul 


把 它 代 人 (17.96) 后 就 得 到 
«Q— к, — в) < E Wu, 
从 而 得 到 所 证 的 结论 ， 
上 述 定理 表示 ,格式 (17.91) 对 了 是 广义 稳定 的 , ЕГУ 
定性 指标 ;一 一 00, 所 以 二 次 守 包 格式 具有 很 好 的 稳定 性 质 ， 还 
可 出 此 推出 解 的 唯 - 性， 
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如 果 (37.91) 第 二 式 的 右 端 也 有 误差 ， 则 稀 微 修改 前 面 的 证 
明了 过 程 , 也 可 得 到 * == — со. ПН, p Я (17.90) НУ, (17.91) 
xj (17.90) BUB XLEHBARU. Hk. HES 3.1 中 的 理论 ， 格 式 
(17.91) Жи ЗЕЕВА), РЕМ, Kuo Pen-Yu( 1977) 的 文章 . 

计算 《17.90) 的 第 二 类 方法 是 基于 传输 律 . Greenspan (1969) 
荣 用 通常 的 特征 型 格式 ,例如 当 фе, (x) < 0, pele) < 0 B), М 
Я PAS (17.90) 中 的 第 一 式 

— vA4g(x) 十 pe, (х). (x) — фа, (Oma (3) — fe), хє ©, 
35 Ж. Du] ЧЕ FE EE AE 26 М, 55, ВП 
T vån) + F(q(x)) = fle}, z€ ©, 
—Asp(s) + n(x) = 0, z€ ©, 
其 中 Fial) 的 意义 网 $ 12.7, 

对 于 大 Reynolds ивр, Ша Я Петров-Галеркин 方法 
НИЖЕ. 

РЕВ A BAH BA, n] LBA EC 1980c) 的 文章 ， 


17.7 定常 流体 动力 学 的 动态 松弛 法 和 稳定 化 方法 


通常 采用 Newton $, 简化 Newton 法 或 松弛 迭代 过 程 计算 
流体 力学 中 的 定常 问题 ， 例 如 谤 虽 是 矩形 区 域 ， 则 可 采用 下 列 选 
代 过 程 
nt (x) = Ск) + r[|vA4g"*P Cx) -— Квт) 
+ (1—8) (ж), pP) +f], z€ 05, 


APP e) + (ж) = 0, x€ Q,, 
(ж) = pO) = 0, ren, 
т (17.97) 


Жн RPA, т ERBAT, 0 < 8 < 1. 

车 = 0, r— оо, М] (17.97) BRE Dorodnicha (1972) HOR 
PR, X; a= a, B= 1, WER N-S 方法 【 见 Greenspan 
(1974)). 85238. (1976, 19792) 则 令 a = a", 8 一 i, HERY 
FAAR, 
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定理 17.22 Жа-=а”,# == 1, В, << 1, WE (17.97) 


BADER ЛАВ BRR a, 
证 明 记 
n) (x) = 1G) FPG), DG) = pe) + PPG), 
Du 
HIM) — HOC) + rivagi Qo) — LOC HTP Ce) GP Lee) 
+ (x) — ЈС (а), BC), SUP 
Asp (o) + s) = 0, r€ Qs, 
gU = gU) = 0, x€ Г», 
(17.98) 


把 上 面 的 第 一 式 对 £709 ЖЖ, НЭ 4.10 40 (12.69) 得 到 


(ipo — аер ae at? — sop + ру 


一 GU, pn, BY). (17.99) 
НОЕ 4.6, 4.10, 4.11 21 (12.69) 得 到 
(5*9, f, n, POV] = 10, LOCH, p 


2 2 lat} | фо 


24/ 2 misi? tg vila Es 


2 V 2m 


A А 


从 


FIL PAS P 
els * [i + + 2 (Ao. 


把 它 代 人 (17.99), ， 就 得 到 
, 1699 + 2т(» — BA le = (1 + img ) laf. 


A 


45 8 <», Hic 


1+ m Mt 


mu 
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poop < Ө]. I 
E J 2 mi^ll 
y 5 


Es TH 


73 ea ll? 
+ EP 


и» 2 2 тт] 
т P 
W К. «1, 所 以 8 < 1， 由 此 即 得 所 证 。 

关于 内 有 挝 代 过 程 误 差 的 影响 ,可 见 Kuo Ben-yu(1977). 

可 以 从 物理 角度 来 解释 上 面 的 柴 代 过 程 , 若 把 w(x), Cs 
АЕ AP E ir Т х EM BH, (17.97) 又 可 视 为 解 不 
定常 问题 (12.63) 的 差分 格式 (12.71), Ж нб = c= 1, BOS 
FARA JEE. f ES c JO MAR ae, MM Е, 
似 于 非 定常 问题 的 近似 解 趋向 于 定常 问题 的 近似 解 ， 

关于 定常 问题 差分 格式 的 先 代 解 与 不 定 溃 问 题 差分 格式 终 态 
解 之 间 的 粗 互 关系 ， 是 Frankel (1950) 最 时 揭示 的 ， 他 研究 
了 Richardson 选 代 过 程 与 抽 物 型 差分 格式 之 间 的 关 ЖА. Engeli, 
Ginsburg, Rutishauser, Stiefel(1954) 和 Albrecht(1963) 则 研究 了 
ЕВА. Hodgkins (1967) 还 研究 了 Vargar (1962) № 
Чебышев GRA SAAR RR XE t IS AS EZR ЖА. Otter 
(1965) З) ARR MAE. Ju F, Harlow, Fromm 
(1965), Macagno (1965) 等 把 这 个 方法 应 用 于 流体 计算 ，Hung， 
Macagno(1966) 出 很 蛋 就 用 同一 个 计算 程序 计算 定常 与 不 定常 问 
Bl, (BFE, Frinkel(1950) 的 分 析 方 法 不 能 简单 地 应 用 于 非 线 姓 
T! gH, 

RAH (19794) 以 另 一 个 角度 来 考 虐 这 一 问题. 事实 上 在 
一 定 条 件 下 , (12.63) Я (17.90) BAAD УМ. 若 广义 Reyno- 
1а: 数 К. < 1, MERER, НН 

g. 2729 liso, 


le, m == sup {Т ә, 
M ” ° репи | V [ТҮР 
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S252 17.23 Gis (12.63) ЯП (17,90) НЯ f. 1 与 
or E$, HG), OC) 是 (12.63) BRE, Н.Ф Я: (17.90) И, r 
R, < 1! 时， 
HG) 一 Blue x e НСО) iia, 
其 中 a = wm (1 一 R). 
TA dd Н) = Ho HOD, Фо = G+ Фо, WE 
17:10) + Ofte) Ә(Ф + Ф)) ӘЙ) OP + (o) 


| д; Or, Өх, Ox, Ox, 
— vAlG) = OH 30) _ ЭН IPU) 
Ox, Ox, Ox, Ox, 
ЕЯ, #20, 
ato + Но) =, r€ Q, > 0, 
(z) = 6@) = 0, x€ Г, #20, 
(17.100) 


把 上 面 的 第 一 式 对 AG) RAR WA 
SUFRE, + 2»| HG) | heo) = Е, (17.101) 
£ 
其 中 


Fe? (Rico, OH PU) _ OH 20) 
Ox, Om Ox, Ox, 


a oH 06G@) _ ЭН B60) 
2(н, Әт Ox; Bx, Ör, ) 
EH Ладыженская (1961) 著作 的 第 一 章 中 的 引 理 1 得 到 


— à 1 ` 
Е 4 2 Оо, 191 


" 2 _ + 
x 16012,1912. 


М (17.100) 的 第 二 式 和 Ладыженская (1961) & — Apg (20) 
式 得 到 
PO) аа < n CO | нз, 
ФС) = ПАФОС < ЯС) Bar, 
此 外 ,把 (17.90) 对 扎 求 内 积 得 到 
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= NA 
т 
А ыа, = E Е 


所 以 
me, 
(rho HÀ, <” v По 


Mar 


4 m ~ 
{Fy = DEL: со FOO) a. 
把 它 伐 人 (17.101)， 就 得 到 
oe + 2 (1 — RARO < 0, 
t m. 


HH Ey BUGS PT UE BY 2S YE. 
根据 上 面 的 分 析 , 可 以 得 到 下 列 结 论 ; 
Ci) 对 任意 的 6, TER To 使 得 当 eS T, В, 


LEM, < >, 


其 中 
£ 
2| 80)!" 
又 用 $12.7 中 的 某 种 格式 计算 НО.) 的 近似 解 CO, FERRER 
REE Ra |R,l Sak, BBE RE M 
IG) — по © слей te To, 


T, = 2 | log 


їс aTe 


因此 当 < "je enc B ICTs) — 9С оса < +. EAE 


Ay ak, BRAT AM BADE, WA 
llai Ta) 一 Fills коз B. 
Gi) ВЕК БН, # R, AKA 
п» ЖЛ, fllio. KARE m AK), 就 会 破坏 定理 17.23 的 条 
tE. FREER EA ERM. Bt KA, 则 可 能 破坏 12.7 
rt ВЕ ВЕСЕ ME APA Tm ale) da] HER El 
На), Abert LEE В AW ax, 
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Git) RRR SFS AREA., Tah, HG) В 
ARK, MADE AGA BAAS РЕК. RZ, ARK, M 
HG) 5 nG) 相关 大大 ,从 而 无 说 Т, SARK BREDA. XE 
АЕ КН. 00 ЧАК 203, ИКИ 
处 理 方 法 有 关 。 


(iv) ga = E ARK RYO Т.Е ЖЕ Lo, 


4010, =. 


в? 


L = Те 2 lo — —X | p 


i Е 
1 dal № LECH а d 2]HCO eo! ^ 

显然 , 当 v.s RAR, Log: 而 当 Wille, DHCOM S S сз. 
ei RAR, Го BRK. УЗА Ea CTA, s MRK, MA L, 也 较 
小 。 

ase” HRA ACO Rea, ЗРЕНИЯ 
SEAR. B ELEC BAAR. 

上 上面 的 分 析 与 Roache (1972, 1976), Greenspan (1974) 所 
总 结 的 实际 计算 经 验 相 吻合 ， 

郭 本 瑜 《1980c) 还 研究 了 三 维 涡 度 方程 的 稳定 化 方法 .。 th 
ЕВН, ЛЯ АЈА, НСО) 在 右 的 某 个 邻 域 大 , 则 稳定 化 方 
UU АЧ. 


17.8 Navier-Stokes 方程 的 定常 问题 
设 s= 3, в & Navier-Stokes 方程 的 齐 次 边 信 | 间 题 是 


(U: vU) — AU + VP =f, x< O, 
V.D = 0, x€ Ө, 
g = 0, xer. (17.182) 
其 差分 格式 格式 是 
йа (к), иж) 一 34 + С(р(х)) = f(x), x€ 0, 
Ри) = 0, хє 0, 
(aix) = 0, ЖЕ Г», 


(17.103) 
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其 中 差分 算 子 de, и), Do) 和 Gip) 的 定义 见 $ 12.8, 
A зй ЗЕ Die) 一 0 的 函数 的 集 人 台 , 其 内 积 与 
范 数 是 


(s, 2) == A > (irs Ww.) T Craps 05,.)) + Sle, и), 
m=] 


lel} = (z, oe. 
REG. w) BE LR eRe, WER РЕ, dm 
得 (7, и) = (F, 0) ж» ЯН. IG. w): < ИЕ жө +. 


定理 17.24 # a= > IF lor 对 上 一 至 有 界 , 那 末 (17.103) 
至 少 有 一 个 解 , 并 县 


ОРЕ УТРЕ 
证 明 把 (17.103) № — юе RAR, WW H 
(12.83), (12.85) 和 引 理 4.10 得 到 
vin, m). + Ce, (и, ну) == (Е, whe. 
(AS ВУ и, 由 引 理 4.6 和 4.7 得 到 
(4 (ии), и) | == (dtl w, н), )| 


Al 


< аЛ T lhe < elole» 
PRE, (Plu, a), o) EE 27 ERR. 因此 存在 元 
X cuc 2, EE (w, dP (и, н) = (ви, ш) ж, MiG (17.103) 
等 价 于 下 列 非 绕 福 算 子 方程 


at (он — Е) = 0, ue X. 
v 


We) 是 CE ЧЕНЕ, 2 FRAY, Mele 一 
SUR. MEH 
TC — gu? , в) | = (о, gd buo» — a>, и?) 
+ |=, guis, a? — ий) | « eljutt 
— unl |. 


Bow = of!) — ончо, ЩИ 
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Albeo НЕТ. 根据 Brouwer 定理 , 只 要 证 明 下 列 方程 的 -- 
切 可 能 解 都 是 一 臻 有 界 的 ， 


a? H lh F)= 0, ae |, i|. 
Р 
SCR E ERE VP ЕЖА, MWS 
П < Ali sll File, 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
下 面 来 讨论 稳定 性 ， 假 定 s, 训 和 上 于 的 误差 分 出 为 立 ， 记 和 元 


记 


型 ú- 
27nmQ a 
e 0n PF [x Mh == sup 


а 17.25 x а= +, к, < 1, W П, < E. 


证 明 ”误差 方程 是 
PURE) a ele) + SG) + Pula) КУЛУУ; 
+ GROS = f(x), r€ Ө, 
DCE) = 0, r€ Oh, 
a(x) = 0, хЕГ,. 


把 上 面 的 第 一 ， 二 两 式 分 别 对 тр ЧЕХ, 于 是 由 (12.83), 
(12.85) 和 引 理 4.10 得 到 


(> — ev WANE =< | CH, dP C4,%))] + 2 HP. (17.104) 
НН (12.85) 和 引 理 4.6, 4.7 得 到 
1G, d5(, 8))1 = (0а, dC, 2»! < "ale 
«я + Mal lil 5 1415, 


< nm в [аш * lali. 
XE (17.103) 的 第 一 ,二 两 式 分 别 对 * 和 也 求 内 积 ， 相 加 后 得 到 
vlahi < Hell sll < me flatum, 


所 以 
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A-r 
lal + li mm (lull LU. 


把 上 式 代 入 (17.104)， 就 得 到 
vl — В, — egli < 5 |. 


BY e 适当 小 , 即 得 所 证 的 结论 ， 
定理 17.25 表示 格式 (17.103) BAT S yE E Нк 
s= — 00, 
并 县 它 的 解 是 唯一 的 。 如 果 (17.103) 的 第 二 式 也 有 误差 , 那 末 稍 
微 修改 定理 17.25 的 证 明 过 程 ， 也 可 以 得 到 类 疏 的 结果 ， 并 根据 
$3.1 中 的 理论 ,得 到 格式 的 驮 伊 性 ， 
还 可 以 构造 (17.102) 的 特征 型 赂 式 和 Петров-Галеркин 格 


REFAH RRA A (17.103)}。 另 一 个 途径 是 稳定 化 
方法 , 它 基于 下 面 的 结果 : | 
定理 17-26 HE UG) nU AWB (12.80) Ж (17.102) 的 
解 ,它们 有 共同 的 与 上 无 关 的 右 诡 项 #， Нома. PA. c 
R. < 1 时 ， 


lUG) — Uo < e" | UC ка, 
其 中 

271 — R), 

Fy 


п б 
5 2 пто 4 fle, 
R, = p > 
z зар lI 


ves BETH 
F = (ele € H(Q), V-v—0]. 
与 定理 17.26 有 关 的 结果 还 可 见 Finn (1965a,b), Smith 
(1965), Finn, Smith (1967) 和 Heywood (1970) 的 文章 ， 
关于 定常 粘性 流体 问题 的 计算 方法 还 可 网 Roache (1972, 
1976) 的 节 。 在 该 节 中 ,还 详细 地 讨论 了 边 值 处 理 方法 。 
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g = 


и R 
$18 ” 偏 微 分 方程 反问 题 的 数值 方法 


未 节 介 绍 偏 微分 方程 反问 题 的 -一些 数值 方法 . 


1&1 反问 题 的 一 般 概 念 


Rix s A 93, ZR Banach 空间 ， 算 子 LE SR DIL) « Е 
% (AR R( LIEB, ge 9», HSB PAS | 
LU = в, . (18. 1} 
那么 ， 存 在 两 类 互 反 的 问题 。 第 一 类 问题 是 根据 已 知 的 二 和 上 来 
确定 也, 另 一 类 则 权 据 8 和 工 的 结构 ,以 及 某 些 附加 条 件 来 确定 U 
LAMAN. 由 于 遂 常 对 第 一 类 问题 的 研究 比较 完善 ， 故 
一 般 把 第 二 类 问题 称 为 反问 题 ， 对 应 于 不 局 的 工 , Е 和 不 同 的 附 
加 条 件 ,就 得 到 不 同 的 反问 题 , 这 可 参见 Тихонов, Арсеннн( 1974) , 
Keller (1976) 的 文章 . 
反问 题 的 四 想 及 其 研究 方法 很 早 就 提出 了 ， 例 如 Heygens 曾 
在 1673 И T — ERE ER PSHE the E PRX E Sw 
始 角 无 关 ， 叉 例如 Abel (1826) 设计 了 一 种 等 时 曲线 、 即 使 得 质 
点 在 重力 作用 下 。 从 此 其 线 上 任何 一 个 位 置 运动 到 底部 的 时 间 部 
FAS. 由 此 提出 的 Abel 变换 已 被 成 功 地 应 用 于 地 层 结构 分 本 . 
№№, Radon (1917) 变换 也 是 求解 反问 题 的 有 效 工具 .射线 全 
信息 照相 技术 的 发 明 , 了 原理 上 就 是 利用 了 它 的 逆 变 换 。 近 来 ,由 于 
КРУ, SEAR TOR RR AK Ж 
ЗЕНОН, Mi TEEST RIB ATR. 
ELERA, Н eA, 
$618. 地球 物理 勤 探 ， 即 利用 人 工 测量 得 到 的 地 震波 来 确 
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ФАБ. Alia fe ЛА Lame АЖ, U ЯП p PMR 
称 向 县 和 密度 ,于 是 它们 满足 下 列 方程 


p ZE — (1 + aYV(V - U) + ААО + VA(V - U) + Va 
X (v X U) + 20795: WU, (18.2) 


ЖЕ ЕЕ ЖИВ Е ДЕ А, МЕРНО АРНЕ. 
法 向 导数 ， 此 外 .在 地 面 下 的 边界 上 REM E OE SEE, 我 们 需 
要 确定 的 是 4 和 pg。 这 样 就 构成 了 一 个 二 阶 双 曲 型 方程 组 的 反问 
题 . 

例 18.2 海洋 物理 学 : 即 从 测量 得 到 的 表面 声波 ,探测 海洋 的 
结 攀 。 假 设 海 水 是 可 时 缩 的 无 粘性 流体 ,速度 分 布 是 层 状 的 ,海底 
平坦 光 衫 且 是 刚性 的 ,海洋 深度 是 H, PEEN, U 是 流体 粒子 的 
ERE, o 是 平衡 密度 ，* 是 绝热 声速 , 10) lola, x ЕН 


压缩 系数 ,于 是 它们 满足 
OU pp) OP ОН, 0 T. 
or ax 
P Lee) E, 0 < x < H, (0 < < T', 
ai Ox 
U(H, 1) = 0, 0 < = T, (18.3) 
P(0, D = JK), (== T, 


U(x, 0) = Р(х,0) = 0, 0= <= 1, 


其 中 Ко 可 由 测量 得 到 ， 此 外 还 可 测 得 22. (0,0) 的 值 。 需要 


确定 的 是 oQO 或 cx)， 这 样 就 构成 了 一 个 一 阶 双 曲 型 方程 组 的 
反 间 题 ， 

例 18.3 应 用 微波 测量 决定 电解 质 的 非 均匀 性 用 EG 2) 
和 Ba, r) RRA SRB, pa, +, В) ЖЕ „в (хи, E) 
是 解 电 常数 ,它们 满足 下 列 Maxwell 方程 


[PED —v x E, r€ O, 0 < < T, 
ë 


|Р хв, r€ 0, 0 < < T, 
f 


(18.4) 
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н 和 初始 时 刻 的 万, в 是 已 知 的 。 测量 所 得 的 数据 是 人 射 和 反射 

的 和 8B。 需 要 确定 的 是 e。 这 也 基 一 阶 偏 微 分 方程 组 的 反问 题 ， 
9118.4 确定 非 均 匀 材 料 内 部 的 热传导 性 质 ， AU RoR tie 

BE, к 是 热传导 系数 , ERE, с, Fa 

oU PU 


=> "sae {<< x= 1,29 <= == T, 

JUCO, 1} = golt)s 0 < = T, 

WWO, D = 22), ф< г Т, 

— ocu PN (0, 1) = ACD, 0 < < T, (18.5) 
c 


其 中 py с, д, в Ш ВЕНУ. 需要 确定 的 是 系数 aO. 这 是 
一 个 掀 物 型 方程 的 反问 题 . 
有 时 把 时 间 反 演 间 题 也 称 为 友 问 题 ， 例 如 帝 虑 下 列 问 题 


ou au 

0; мда? Qr], tars Т, 

U(0, 1) = gle}, 0 <= Т, (18.6) 
U(1, г) = gG), 0 <; = T, 


Hhp>od, UG, T) 是 已 知 的 。 需要 确定 的 是 U(xz, 0). 经 过 
适当 的 变量 替换 ,可 把 这 问题 化 为 5 10.7 中 的 反 热 传导 问题 。 

在 Chen (1981) 中 ,还 列举 了 许多 实例 . 

关于 有 反问 题 的 狼 储 方法 已 有 许多 结果 .一 个 好 的 算法 大 致 应 
满足 下 列 条 件 : 

G) 便于 测量 数据 。 因为 在 求解 反问 题 时 ， 需 要 在 边界 上 测 
量 车 分 的 数据 ， 而 不 同 的 数据 对 应 于 不 同 的 数值 方法 。 如 果 所 需 
要 的 数据 很 难 测 量 , 则 就 会 失去 方法 的 实用 意义 . 

Gi) 便于 计算 并 且 误 差 较 小 。 由 和 于 反问 题 的 数值 方法 往往 导 
ВОВЕ КЕ МАИ, АННЕ ИРАНУ 
ik. 

Qu) 所 提供 的 方法 便于 推广 到 多 维 问题 和 较 复杂 的 区 域 ， 

在 今后 几 节 中 我 们 将 介绍 一 些 常用 的 方法 . 

关于 偏 微分 方程 把 问题 及 试 数值 方法 的 理论 研究 ， 也 有 某 些 
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Е. Я Jones (1962), Douglas, jones (1962) WEE T (18.5). 
证 明了 解 的 在 在 性 „К -ER RE АХ SES. Suzaku, Murayam: 
(1980) 和 Murayama (1981) 介 证 明了 茶 一 类 抛物 型 方程 反问 题 的 
解 的 唯一 性 ， 关 于 其 他 类 型 反问 题 的 理论 研究 也 有 一 些 结 果 ， 例 
Ц Гельфанд, Левитан (1951) 淆 于 反 和 散射 问题 的 研究 ， 


182 脉冲 谐 方法 
Tsien, Chen (1974) 和 Chen, Tsien (1977) 在 计算 流体 动 筷 
学 的 一 区 反 问题 时 提出 和 发 展 了 脉冲 谱 方 法 ， BU PST У. ЭЗ 
Ж, Tsien, Chen (1978) 和 Hatcher, Chen (1983) 分 别 把 它 应 有 出 
Fg ЖИЕ [a] A PSE НЯ, Chen (1979) 还 证 上 明 ， 在 一 定 的 条 和 件 
ТТН АЕ. 
PST HED RE: 
(i) ЖЕБЕ bk Gin АТ ГОК, Agam Ux, г) 或 " Ger), 


并 测量 传递 或 反射 的 输出 脉冲 Ule, 0) BEA Gu). THE 
高 精度 ,一 般 在 的 不 同位 置 上 进行 这 种 实验 . 

Gi) 用 关于 变量 + 的 Laplace 变换 或 Fourier ЖЕЙ, МЕЖ 
数据 转化 为 谱 域 上 的 数据 TE (z, 0), (r, 8) 和 
Bee. (s, су 等 ,并 对 一 系列 {5) 进行 采样 ， 在 实际 问题 中 , В 


所 得 的 数据 往往 木 身 就 是 离散 的 ,此 时 可 应 用 离散 Laplace 变换 或 
离散 Fourier 变换 , 抬 它 们 转化 为 诺 域 上 的 数据 ， 

(ш) 对 方程 本 身 也 进行 相应 的 Laplace 变换 或 Fourier 变 
ж. SUB-PAR HMSO AAR RA, АЖ. 
上 面 采 样 得 到 的 数据 ,近似 地 得 利 方 程 中 需要 确定 的 一 些 系 数 ， 

下 面 以 线性 偏 微分 方程 组 的 反问 题 来 说 明 PST 方法 ， 设 
ха (моо), Q J A HARA, 了 是 适当 光 请 的 边界 ， 
0 = QUT, La 是 线性 偏 微分 第 子 , Ls 是 相应 的 边界 微分 算 子 , 它 
满足 一 定 的 正规 性 条 件 ,L; 是 初 值 算 子 . Bike LADERA 
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au, 
д 


cU), L, 对 c (x) 是 线性 的 . OSE FRG 
Lalele, QU(x, 0) = 0, x€ 9, О.Т, 
L+U(x, 1) = (Е), ХЕГ, <= T, (18.7) 
L;U(x, 0) = Ex), x € Q, 

TEA MEM с, 2,8 ЖИЕ UL 反问 题 则 是 和 根据 z, š 
Mur Lipi (Ilan v, PU) ЖЕ ОЖ е, Дз Г Ж 
г 的 适当 AUiEze YU. 

把 (18.7) 在 :方向 进行 Laplace 变换 或 Fourier 变换 , 于 是 
得 到 


IË (e ху, NOG, +) = Ка, 0), 
ÉD, +) = dx, з), 
其 中 Ox, ғ) EL U(r, 2) AY Laplace 变换 或 Fourier 变换 , Ё, ЯП 
Ё, 分 别 袁 示 经 变换 得 到 的 相应 的 关于 x 的 微分 算 子 和 边界 微分 
HT, 是 参数 . 类似 地 , 把 D 上 的 数据 也 转化 为 它 的 Laplace 
变换 或 Fourier 变换 ， 
ТЕ (18.6) D&A RRM D (n, 5) Miele), SBR 
ЖЖ. РН И, Hid 
[бе r) = MER ғ) + RER 5), 
€ka C) = eux) + $e (z). 
RA (18.8) 并 略 去 关于 20,00, 了) 和 бе, GO) BN, SERE 
后 得 到 


(18.8) 


(18.9) 


(rea) Эзе s) = f(r, s), хє®, (18.10) 


LDilx, ғ) = B(x, х), хЕГ, 
和 


Ё.с) ғ)60,.0х, s) = P(x, 7,0-5), хЕЯ, 
le oe. s) = Ù, ХЕГ, (18.11) 
Sich BF z, +, Sc G, One, +) 以 及 Oe, 5) 对 = 的 某 些 
Gage S. 
Eg Ea ськ) 是 线性 的 ,所 以 及 对 cg) 也 是 线性 的 , ЯК 
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可 应 用 关于 微分 算 子 L, 的 Green АЖ СИ, y, ), 把 (18.11) 
化 为 关于 c Cx) 的 第 一 英 Fredholm 积分 方程 ,也 就 是 说 ,对 xe F, 
有 


n Ga(x, y, ;)Ë (y, s, бе, (у), dy 


= Dintr, s) 一 U,(x, ғ), (18.12) 
或 
OG, 
|, On (х,у, PCy, ғ, 80,3, 77 dy 
AO gas 90, 
On (х, ғ) — Os (x, s), (18.13) 


AT sr Sk R ЯН АЈ, A EE HS. у < € Г 
Ht, Я БАИЯ (18.12) 


|, Galas у, ғ) РУ, s, 8640), 2  )dy 


= (+, r) — ОК», $). (18.14) 
АЛИВ, x € P Bp, Я КАТЯ (18.13) 
| 96% (x, Vs s)Ë (y, Sy Scaly), +} dy 


я 
ao 
一 90 (x, 5) 一 Se (x, 5). (18.15) 
在 具体 计算 时 Jeo). 假定 a) 已 经 得 到 ， 则 在 一 
AU, 


系列 by) E. (18.10) 计算 Oe, я), FMA ESET a 


n 


(r, D. 然后 结合 在 T 上 测 得 的 数据 的 Laplace 变换 值 或 “Fo- 
urier 变换 值 O(a, я), өй (х, s), М (18.14) Ж (18.15) 中 解 得 
я 
crl). HJR (18.9) 得 到 с... (ж). 
Веник, Il 是 用 来 度量 迭代 误差 的 基 种 
mx ,那么 , 当 lle à — Calle = в BY ,就 把 € ci (z) fex cx) 的 和 近 
似 解 ,否则 重复 上 百 的 选 代 过 程 . 
下 面 举 两 个 例子 来 说 明 上 面 的 为 法 ， 为 方便 计 , 设 # 一 上 并 
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把 ы 简 记 为 we, г), BS, 


81 18.5 (Chen, Tsien (1977)) ЖИ (18.3). 为 方便 计 ， 
ШН == = 1. 应 用 Fourier 2640458 
(p (G)P'(x, 5) + ?P(x,:) = 0, Oe cl, 
B(0,:) = gs), | (18.16) 
P'(1,5) = 0. | 
相应 地 把 P (0, г) 变换 为 P(00, ғ). 假设 
Pax, s) = Вах, +) + BP a(x, ғ), 
PAIN s) = pyle) + брас). 

HATA (18.16) 后 得 到 

нок s) + ВИ, 5) = 0, erl, 


Palt, s) = 245), (18.47) 

P.(1, 0 
和 

Саве, s))' + 28Р Каж, +) 

= (8o, CO ox GO Pile, у, б<х<1, 

8P,(0,:) = 0, (18.18) 

8P,(1,5) = 0, 

Gil, у,5) RAB (18.17) 第 一 式 左 端 的 微分 算 子 的 Green 
BK FER = 0, 于 是 得 到 关于 борк) 的 第 一 类 Fredholm 积分 
方程 


| бо, у» 0G Dei РАС, 1)) dy 
= (0, ғ) — Pí(0, ғ), (18.19) 
BE - 
|, 6400, у, г) (вр Oo? GOL 024 
= P'(0,:) — 6400, ғ), (18.20) 
下 面 来 写 出 更 具体 的 表达 式 ， 例 如 ,从 (18.20) 出 发 应 用 分 
部 积分 公式 和 边界 条 件 得 到 
X + 


" au, 
— | e G) gygy (Os 75 ғ) РАСУ, Ded 
= P’(0,5) — №, (0,3). (18.21) 
f G(x, y, s) 的 表达 式 是 
— M», SN, (Ce, 5); 0x х =< y, 
х,у) = 18.22 
(бабку) момо, y < x= 1, (18.22) 
其 中 M,N, 分 别 满足 下 列 方程 组 
(pr! М) + SM, 0, 0 xl, 
M,(0, 5) = g(s), (18.23) 
МЕТ, 5) = 0, 


N,(0,5) == 0, (18.24) 
NCO, ғ) = o(0)8^7 (s). 
GA, My Ng 是 线性 无 关 的 ， 不 难 验 证 在 上 一 了 外 ,GUY Yat) 
是 连续 的 ,并 且 还 有 ( 见 Chea (1981)) 


К +°N,=0, ф<х<1, 


lim 2. Gla, у, ғ) — im e. GG, y, s) = ery). 
Бу ôr ray OF 
比较 (18.17) Я (18.23) П M (y, +) = fly, ғ), Ak 
8G,(0, y, s) 
EP = Mly, NCO, 5) 
= —2(0)8 (Ву, +), 
&G,(0, y, ғ) 
Эду — = —2(0) Gs) P3Cy, £). 
把 以 下 两 式 代 入 《18.21) 后 得 到 
|, (oi Су) ВАСУ, 24 G)dy = о 0920) (20, +) 


— P,(0, s). | (18.25) 

ТЕРМЕ ЖН, 2625328 GO. 假定 a(x) 已 经 得 到 , MR 

— Я isi}, 并 由 (18.17) 解 得 Р(х,). 再 应 用 差分 方法 计算 

Pix, я) 的 近似 得, 并 结合 测量 数据 000,5). ЕН (18.25) 计算 得 
.780 ° 


TT 


E] ap (z), ВНЕ ор) 修正 为 ex (z), nins EVE, 直到 达 
到 给 定 的 精度 

PST 方法 也 可 应 用 于 确定 非 均匀 物体 的 热传导 性 质 。 Do- 
uglas, Jones (1962), Cannon (1963, 1964), Cannon, Duchateau 
(1973 а, b, 1978, 1980) 等 都 研究 了 抛物 型 方程 反问 题 的 数 展 方 
法 ,但 他 们 的 方法 要 求 测 量 边界 上 土 的 热流 量 , 而 这 是 很 困难 的 .此 
外 ， 他 们 的 方法 也 不 易 推 广 到 多 维 问题 和 较 复 杂 的 区 域 。 Chen, 
Liu (1981) 提出 了 另 一 种 模式 ,并 应 用 PST ARERR, 这 就 是 
下 面 的 例子 , 它 易 于 推广 到 三 维 丫 题 . 

例 18.6 HE ctx), оС), nls), of) MAG) 是 已 知 的 ， 并 
需要 根据 下 式 来 确定 (x), 


au ө ( au 
9U 8 9UY oere sT, 

ре 25 T a V эх T 

U(0,0 = g(t). o < = т, 

U(1, в) = n(O, 0 <, =< T, (18.26) 

20 (0,3) = AQ), << T, 

ax 

U(x,0)-— 0, Qs к= 1, 


由 Laplace 变换 得 到 

(nO (x, Y — ое, = 0, 0x1, 
0,5) = &G), (18.27) 
(1, +) = bls), 

D'O, s) = ACs), 

& 

[Dantas s) = Bx, s) + 8Ú (x, s), 
ts Сх) == ux) + 6px), 

把 它 代 入 (18.27), 并 略 去 高 阶 小 量 ,就 可 以 得 到 关于 Oe, +) 和 
8. (x) 的 两 个 方程 式 及 其 边界 条 件 . 由 此 导出 和 的 微分 算 于 的 Gre 
en ЮЛ) Gala, y. s), 
—M,ly, ЭМИ, ғ), 0 =< r< y, 
Ма, s N UY, з), y< x= Ц, 


Gu x, Ys 5} -| 
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其 中 M, ALN, 是 线性 无 关 的 ,并 分 别 满足 下 列 方程 组 
(p, MY — pesM, = 0, ф<х< 1, 
m s) = hols}, 
Mall, s) = 0, 


(uN) — pes N, = 0, ogrel, 

N,CO, s) = 0, 

NC, ғ) 一 a ODE; G). 

不 难 验证 ,在 x = y Ж, Gu y, $) 是 连续 的 ， m 的 跃 度 恰 


vay). MEAG) = 0, W M = Ôr MEE PST 方法 的 
三 个 基本 方程 

(aI, (x, s) Y — рек, я) = 0, eral, 
0,C0, ғ) = б). 

Di(1,s) = 0, 


| (о, DY Seedy = CALADO, 9) — AG), 


KI 
шаб) = plx) + бы Qe). 
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Ж PST 方法 中 应 用 了 Green BH (BAIL Ry HOS ib 5 k 
рН, TA, Gray (1980), Hagin (1980,1981a, b) #1 Gray, 
Hagin (1982) 的 文章 例如 考虑 由 Fourier 变换 得 到 的 下 列 问 题 
ub (x, + вх, sy= 0, ОН, 

vx) 


+, 9-28, (18.28) 


lew, ;) — "iT (Н, ғ) = 0. 
e 


BE r= |. V Uless) = wle, s), c(t) m oe), 于 是 把 上 


в os)” 
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式 化 为 
е ғ) — = Ü (x, s) + Ú (r, s) = 0, crah, 
c 
LÖO, z) + &0(0, s) = 2isc( 0), 
LO CH, вн, = 0, 
2925 [E YT Я H, = (0) = 1, WB 
го = (Ey +20 = 0, terel, 
Е! € 
Ó'(0, 5) + is€ (0, 5) = 25, 
D'(1,:) — iD(1, s) = 0, 
Er Or, n) BOC, ғ) 的 一 次 近似 解 ， 它 和 了 (re) 满足 相 
同 的 边界 条 件 . +h, = 0 — O,, 则 得 到 


| (020, — D,L.0)ar = ( OLD dr 一 | (Ú, + Wy LO ar 


(18.29) 


= аб, р — 00,000,521 
(1) 


— 000, ғ)0;00, ғ) + 0 (0, $280, ғ) 
= — 2586.5), (18.39) 
如 果 r = YN WR Or, m e^. 18 Bar (е, 0) = 
W''(r,s) + PW (+, г), W 1.0: — 0, 从 而 有 
Í (ED — 0L,0,yar = | DPbar 


= | eft (<) Ü'dr— | eft (°) ие" + Ут 
= 250, ғ), | (18.31) 
Gray (1980) 证 明 , 如 果 irie = Ofe) « 1, ШЕНЕ 
W BORA у O (e°) , MAX 


| ey (тат = 2W (0, ғ), (18.32) 
Ba и, ЕЯ 


і *78&3+ 


1 bp 
| Y(r)sin&zrdz 一 2Im W,(0, за) = EX 
5 


其 中 Ime 表示 = ВБ АВ. But 


= 
¥(r) = M é, sin æt 
#=1 


一 4 >) Im КО, s) sin ter, 


k=. 


并 由 此 推 得 


c(r) — exp (4 >> Im #7300, sey 一 совАлт)/ kx), 
Gray, Hagin (1982) 还 证 明 ， 略 去 W, ЕЖЕ 
= Ia aa 
如 果 W , 很 小 ,而 7 不 很 小 ,那么 宜 取 如 (rr = Vel) es, 


(Я, Hagin (1980, 1981 b)). 4 (18.30) 中 略 去 关于 И, 的 项 后 得 
到 


1 А 1 | r 
| Ü LÜ dr = 1 | gin (= _ 3 v) dr 
0 2 Jo 2 


e 
= —2isW (0. ғ). 
EL 


"3r a 
|, (7 T) cos kurdr = 2K=Im Wo, sk) = > 
所 以 
r у? e” 3 ce 2 = 
T 73 -*-i(t) Da onn, 
并 由 此 得 到 
" Ay 


1 П 
f 7’ (т) соз erdt = ~y c + | Tr) cos атас) =>, 
3 р 


+ 784 = 


k=l, 2, (18.33) 
和 
Ay = | (De =r(1)—7(0). 
Be ='{0) 一 e'(1) = 0, 则 Ay = 0, 从 而 
(rs > A, cos тт. (18.34) 


ixi 


在 其 体 计算 时 , 先 选 取 初 始 近 局 解 Yot Tr)， 
Yir) = > gç COS RAT у 


к=з 
并 由 此 得 到 


y (z) 一 У) та зіп ant y 


k-1 
er) = exp (5 = 0 一 cosker)). 


e Ст) EUG Н, ЖЕЗ „ШЇ (18.33) 18355 И, ИА, 
Fil (18.34) VES v Cr) Al y (z) PARRA и ЯУ, Ë 
到 达到 所 给 定 的 精度 ， 

更 一 般 的 计算 方法 是 直接 从 (18.30) 出 发 , 详 见 Hagin (1981b) 
的 文章 


184 摄 动 方法 

计算 反问 题 的 另 一 个 重要 途径 是 基于 此 斩 解 和 证 阔 的 摄 动 理 
论 ( 可 见 Марчук, Орлов (1961) 和 Марчук (1973)). 

Bk 29 是 实 Hilbsr ZE, KARA 

(U, V) = n U (x) (ж)4х. 
LEM D( L) Е gg 到 gg 的 线 姓 算 于 ,并 考 虚 下 列 问题 
LU = g. . (18.35) 
XE J (U) RHR, JU) = QU, P). В L* 表示 工 的 共 
HAF, RB (U, LV) = CV, L*U), i UF FAH ЖЕНЕ 
2985 + 


L*Us = p, 
于 是 JU) = (ОВ, z). 
ЖРЕТ, LOE +a, ëL 适当 小 ,0 为 下 列 方程 
的 解 
LU = (L — 8L)U =g, 
相应 地 有 JU) = JD) + 8J,. 
FB L* CR L EPA, UF RoR U BSE BD 


ІО =f, (18.36) 
FE 


(Uf, LU) – (U, ЕЖ) = (UF, БЕЈ), (1837) 
另 一 方面 又 有 
F, g) — (U, py = JoU) — и) — 8, (18.38) 


所 以 _ 
8], = —(UF, BLU), (18.39) 
因为 eli за, ТУ ИЕ e UF, U == U , MOREAU. 
8], = —(U£f,B8LU), (18.40) 


“FTES — BPR Gu ‚ИП 
L = У) (а, + В..(8,.()С,)), 


其 中 Am Bn 是 微分 算 于 ,积分 算 子 或 者 是 两 者 的 组 合 ， 而 os C) 
和 Pmt*) 是 需要 确定 的 系数 , 令 
[^ == Emn F ба, 
fm = Bm + 58». 
其 中 a, (*) #7865) REC ADU, РЕ L = L + 6L, И 


(18.41) 


M 
L == >, Я „Ат + B.C), 


m= 1 


M 
81, = DS) ба, Ат + BARS CA). 


mimm 


18 LARA (18.39) 后 得 到 


M 
B], — — > ЦИ, sa, AU) + (BUT, 88, C, U)]. 


т=1 
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假定 Jo, eA LE A, DN, в] 是 可 
测 最 得 到 的 。 又 设 tenet 和 {rma} ЕДЕ Я IED 


NE rey 


Ba = > | Яой нр $ 


uml 


Nm) 


BB. = > Eze ptt en a 


utd 


于 是 有 


M мы 


GRET = 一 M У La aU u; SU) 


+ mal BAUS, еа С). (18.42) 
Wd R OUS 
LU = р, (18.43} 
在 具体 计算 时 , 先 由 【18.43) 得 到 U 的 近似 解 . 再 由 《18.36) 
得 到 UT. ЖЕН (18.42) 计算 ev 和 Ome, 最 后 内 (18.41) 把 а» 
和 BB 修正 为 as 和 和 Pn， 可 此 反复 计算 ,直到 满足 后 给 定 的 精度 . 
WE N = 2ММ( т), 则 在 计算 过 程 中 ,可 由 测量 值 87», 唯一 
地 确定 аа ЯР. {ЕС AROMA. 如果 М> 
2MN(m), 则 可 用 最 小 二 莱 法 计算 ane 和 Pus. 
早期 应 用 报 动 方法 进行 研究 的 有 Fuchs (1949), Кадомцев 
(1957), Марчук, Орлов (1961) 等 ， 他 们 研究 了 辐射 理论 中 的 计 
算 间 题 。 在 模式 识别 和 最 优化 理论 中 ,也 应 用 这 个 方 法 ， 详 见 
Pontryagin, Boltianskii, Gamkrelidze, Mischenko (1962), Pala- 
krishnan, Neustadt (1964) #1 Lions, Magenes (1968) 的 文章 . 


18.5 Backus-Githert 方法 


FEAT ILU AE, Gu PEE Ra LSS 25 Fe BA OS 2: £87 
可 以 导出 第 一 类 Fredholm 积分 方程 ,例如 


( KC, эзе GM» = be), (1844) 
其 中 KG у) EP * 是 连续 的 ,并 在 Oy S< 1 Нем. — 0 
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说 来 Е — PAE EDU, Backus, Gilbert (1967, 1968, 1970) 
提出 了 一 种 有 效 的 计算 方法 ， 
«Е (18.44) 的 近似 解 为 


eG) = РАС, ш 08), (18.45) 


其 中 AG, y) RRA PRR. WR AQ, y) 6(#— У), l 
и ба) = (к). POE ААН Хун A(x, y) PR ERE 
И êle — y). Backus-Gilbert 方法 就 是 根据 Sa 一 y) КЕМ 
选择 合适 的 Atx, у). B46, c F 


| ae — узду = 1, 


[ at, yay = 1. (1846) 
其 次 ,在 * = y Sb, Or 一) 有 尖峰 ,所 这 Ax, У) л ЗИ 
kig, f ERRE, oe 
Ix, A) 一 wo | Qla — y)d C, Y)dy, (18.47) 
Е ОС — у) IS 4 CIB AE (A, 它 是 1x — y| eee, 
ЗВ 000) = 0, ag 是 规范 化 常数 . 选择 Ole — y) Moa 的 出 发 
AR: (x, уу IRB Ie, АУ. 这样, 就 把 原来 
的 问题 归结 为 在 约 来 条 件 (18.46) К, Ж Кл, A) 的 航 小 值 问题 ， 
FIRK, WEIR AGE SCS TR Абу, y) 对 B(x — y) ARIE 
度 , 因 为 还 涉及 到 尖峰 的 位 置 ,所 以 应 考虑 Jun. A) НИ dec Cn] 
HL Chen (1981)), 此 中 


I, A) == во | QG G) — АЦ» — y)ay, 


|, Ae, vay 
cix} == 2 


| Ale, y)dy ` 
但 是 ,这 会 给 计算 带 米 许多 困难 。 叉 由 于 在 实际 间 题 中 ,通常 c (a) 
"ox, 所 以 一 般 只 考虑 (18.47) 的 极 小 但 问题 ， 
» 75% + 


现在 取 一 系列 {ху}, 则 有 
ка» y)w G)dy = glx}, 1=< =< M. (18.48) 
7; 一 方面 , z(a) 也 是 = бу) BREE DB „ШОН 
rix) = > ai(x) oxi), 


j-1 
其 中 a (x) БЕРЕРИ. 把 (18.48) RAEE, 并 与 (18.45) 相 比 
较 后 得 到 


А(х, y) = > а (жук (а, Y), (18.49) 
从 而 № 
Jo, 4) = У J а1()а„ (х). С), (18.25) 
其 中 ТЕТ m=i 


Kim = kmi = ао | Q(x — Kiai, ЭК (ха, y)dy. 
而 条 件 (18.46) 则 转 北 为 


M 


DM ails = 1, (18.51) 
其 中 | 
b; == f Kiri, y)dy. 
id 
fax) i & 
K= (bbe), a(x) = : } ЕН! 
Ам Кым Laue) bu J 
则 得 _ 
Hr, А) = a* GoOKGOaQx, (18.52) 
a* (x)^ = 1, (18.53) 


BU J > Ө, ЕН: ERI RH EOS XE AE EF (18.53) 下 ， 求 正定 二 次 证 
PASH ЛУН Т8. 引 人 Lagrange 3E 7 1, Hid 

dix, A) = a*Ka + Aa*b, 
> 


+ 789. 


2j 
ШҮ ЕЕЕ! 
a= z K's 
2 
А (18.53) 后 有 
А = — 
BIRT 
因此 m 
а(х) == — 5 
DER 
UG . 
+ ele) = a^, (x)g, 


Е = Сабл) у" E gu)". 


18.6 ”正则 化 方法 


计算 (18.44) 的 另 一 个 途径 是 正则 此 方法 Phinlips (1962) 和 
Тихонов ( 1963а, b) 又 早 提 出 了 求解 不 适 定 问题 的 正则 化 方法 ,并 
iE Тихонов, Арсенин (1974) 中 作 了 严谨 和 又 完整 的 论述 ， 

ik 9 mu 3, 是 两 个 Banach 空间 „НЕ | lls 和 lela» 

Ви, 8) = {w |w E€ B, lle — wil «8j. 
LEM 8 到 8, 的 算 子 ,并 考虑 下 列 癌 题 
LU = f, (18.54) 
又 假设 当 f 一 8 时 , 它 的 解 为 Us. 

定义 18.1 算 子 R(f,8) 被 称 汶 在 & 的 邻 域 中 ,对 方程 (18.54) 
FE iE ABS , UR EP SRE: 

Gi) 存在 正 数 如 ， 使 得 对 一 功 068 < 8, Al fe Bi(g, 0), К 
(F, 36) 有 定义 . 

(i) 对 任意 的 6 > OME = Ole, g) =< &, f 18 fe € 
Balg, 8), 8 < 8,6, U, € В.(0,, в), 其 中 Us = Rf, 8). 

ANKE FHNERBMAH. ИЙНЕ КП. 

定义 18.2 WAFER o MAL RU, e) BRYCE Е Н 
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城内 ,对 (18.54) Rak MS, MARERE FaR 

Ci) FETE 5,, 使 得 对 一 切 w > 0, 8 <8, 30 1€ Ble, 23, 
RG, в) Eb HE X. 

(ú) ТЕЖЕ К РЕВУРА ЖЕ a = (8), OPERA) > 0， 都 看 个 
8(8) € 4,, Е ВЕ Balg, Cg) В, € В (О, в). = 
Ris, a(8)), 

RHE U, HR (18.54) AEWA, с 被 称 为 正则 参数 .显然 、 
3 € Bilg, 8) HN, A [EE FE a == als), EIEH 8 О, IV 一 
U, ||, 一 9. 

下 面 鸭 定理 表明 这 样 和 的 正则 算 子 是 看 在 的 . 

定理 181 ЕО а) 1—07 Е 95 ос oA E X. H 
HRTF FEER, LAHU EB, 

lim RCLU,a) ~U, (18.55) 


ДИ R, а) 一 定 是 (18.54) 的 正则 算 子 ， 
TEAL SAS up X 18.2 由 的 条 件 GO. ЕЕ К, WHS, 
€ Blg, 8), ВЯ 
IRs, a) — Оз! S ERGs, o0 — RGg adh 
+ REg, e) — |, 
因为 RO. o) ЕЕ MO 6 aS; H F € Bg, 8), WA 
Refs, e) 一 Rig, a) = @(8), 
НА s + D P], (8) — 0, МЕ (18.55), ЕЕН 9 > 0, & 
TE в = (8, Us), #1 СА aca В}, 
IRCg, =) — (21, < o8). 
EREXEEESERU e > 0， 都 可 找 得 б(®), В 6 8e) = o ЖП 
= = e, Ug) 时 ， Е, a)€ BUs, =), thi BILE. 

在 Тихонов (19632, b, 19642, b, 1965}, Тихонов, Гласко 
(1964) 和 Турчин, Нозик (1989) РЈУ ЕН T E Bl Der 
的 构造 方法 .下 面 假 定 , 当 f = ЕШ, (18.54) 8 HE— NEU, 

MIU) 被 称 为 是 稳定 的 , 如 果 它 满足 下 列 条 件 ; 

Gi) ДО) 是 连续 且 非 负 的 ,其 定义 域 OU) 在 B iH eis. 
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(ú) Tree OCS}. 

(ш) AHER d, RAE, 9) = [U EBIJU) « d) BRE 
EUN 

下 面 假设 Бе B.(z. 4), 并 记 

Qs = (U € BLUE BGs, 3)}, 
D; = QN DCI). 

我 们 在 D, ESECR ICU) 的 极 小 化 元 素 ， 并 记 为 Ue, FRU, 
ЭДА 2 5 8 ARABS RAT f 的 结果 , PH U, = RS 8). 
下 认证 明 , ВЕ АЧ RC, в) ХЕ: (18.54) 的 正则 算 子 , 故 可 把 U, 
作为 Ue 的 近似 解 ， 

首先 证 明 ， 算 子 RG, 8) 对 一 切 3 和 方 E Eig, 8) PREM. 
事实 上 , J(U) RIEA, ВИА ТЕТЕ Л — inf J(U). it {U} 是 


JO) 的 极 小 化 序列 。 不 妨 设 对 一 切 1 > 1, 都 有 
ICA) SI) < < К). 
于 是 可 从 中 选取 子 列 (Unb CKA] U, € OU), 因此 JU) 对 
Us 有 定义 ， 
又 由 JU) 的 连续 性 得 到 
Ки») 一 lim JU). 


另 一 方 涟 有 
h= Em 0), 
所 以 
= KU = int KU), 

这 就 证 明了 RU, 5) 满足 正则 算 子 的 条 件 G). 

其 次 ,因为 Vee€ Dos š IUa) < JUs). Yd 

я. {UU € DU), Ко) <M}, 

因为 ЛОО) 是 稳定 的 , 故 Sr, 是 紧 致 的 ,显然 U, € Fe. 

yk (91) 是 收 化 到 叭 的 正 数 序 列 , (fh) 是 这 样 的 一 个 序列 ， 它 
WE lg — fala S< 81/， 对 于 每 一 个 6, 确定 出 集合 8w ,并 记 Ds, = 
DU) 9s， 于 是 在 每 一 个 D, 中 ,都 有 航 小 化 元 素 U, € He, N 
此 可 从 中 选取 于 列 (Un) HERRERA U. hF Ue, € рас 
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Os, 2 AUR 


IEU, 一 |, < Pu. 


ib h =» оо, 就 得 到 
LU = Bs 
ВЕ U == Us, В U; — lim Us. 
ms 


因为 对 {Us} РАЈТ Wr a ERA, КЕНЕ ВЫ, ALA, 
对 任意 收 俩 到 者 的 正 数 序列 (9,] . 相应 的 (Us) ЖЫШ Ue, 3€ 
样 就 满足 了 正则 算 子 的 条 件 Gi). 

ЕЯ. 18.1 即使 Vr 不 是 唯一 的 ,也 可 以 用 上 述 方 法 建立 正则 
算 子 ,而 相应 的 Us, RRA HT E. 

根据 上面 的 论述 ， 就 把 求 (18.54) 的 近似 解 后 题 转 化 为 在 D, 
中 求 JOD 的 极 小 值 问题 。， 用 Mo 表示 在 DU) Efi JCU) — Лю 
TREA. AHAH, THRA M. 只 包含 一 个 元 紊 0, Ш 
М.П D EARS, WU, 就 是 J(U) XE D, 上 的 极 小 值 问 题 的 解 ， 
和 否则, LUoEB2(f;,#)。 但 是 在 很 多 销 况 下 ， 又 可 把 原 疝 题 转化 为 
在 РОЈ) ЕЖ КИ) 的 条 件 极 小 值 问题 . 

УРА JQU) 被 称 为 扳 单 调 的 ,如 果 对 于 任意 的 元 素 UEM 在 
它 的 任何 邻 域 中 都 可 找到 元 素 U” e DU), ERJEN < КИ). 
可 以 证 明 ( 见 Тихонов, Арсенин (19742) , 如果 JOU FEU ТАА, 
M.D, 2223 Tú U ICU) AE PR, AREA ILU — 
fal; = 5. | 

mum КЖЕ, ХЕХЕ ЕН ILU — fal = 5 
下 ; 求 AU) 在 DG) ЕВЕ ЛМЕ ААЙ, ЕН ЭУ Н Lagrange 3€ 
子 法 来 计算 ,其 就 是 说 原 问 题 可 转化 为 求证 范 ICU, №) 的 极 小 值 
问题 ,其 中 


PU, fe) = [LU — feli + а (U). 
TERT BRT rz BR 
Ји, Р) = LU Pics) 
РЕЈА Щщ]. ТЕД ШЕННЕ, ДАЈ k; = > 0 和 
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fe 3, MALIK ULES, 使 得 
PQU,.f)-— inf Л, р. 
VEDD 
THEMEN fe 8, 和 a > 0, ЕТЕШ Е R, <), 而 
U, = RG, а), 
ПЖ ФєФ%,, ЖЕФ Б Г-К, MRO OU. 


U, e p, 
Ш, — Vall, = IU, — Villo 


PA RA (UU 一 Ulo < а} dk 8, HE Raw, WEF 
FE РЕНО РЕЛЕ U. EG, 
PU, j) = Lu — 8 + alit. 
ЗП Я Ued, П — JG > om j e ,, 给 出 使 得 IU. f) Bh 
LEICA U. ШТ RG, am)， 就 是 一 个 正则 算 子 . 
下 面 举 一 个 具体 例子 . 4 D = {e0 < rch}, Bm СФ), 
у Д" ФЕ, Соболев 空间 Ф,, 其 范 数 为 


IU le, = (| (> «o (£0) а), 


тож ` 


Я а, Са) FESR PAZERA, gel) > 0, q(x) > 0， 而 相应 
的 正则 解 Ue) Æ F BSE eR EGR , 


JU) = i (> q, (=) (29) үзе, (18.56) 
其 约束 条 件 是 


JU — LUl|reu: = 8, 
BS St FPR AR EUR 
PCO) = ПИ — LU fea + «ИУ, 
通常 把 (18.56) #R2 p ИЕР. 
现在 应 用 上 述 方法 来 计算 (18.44)。， 此 时 有 ОС) = we), 
LUG) = | KG, y)U Gd», 


设 ве LD), 并 采用 Иа, Д] 


PU, а) [pk эш уду — aco] de 
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M ^ И UII M 
al (Yate (20) a 
аА 加 + e 


Ж Euler 方程 是 
| KG; DOA + « D С [ФИ — (ж), 
9 рар dx’ dx 1 
其 中 
Kis, y) = | KG, OKE, ds, 


oe) = È К, (ее. 


ZAR BOR V ME ЕЕ, ШЕТ 
UCN) _ PULI) Й 
ax” ax’ 


= 0, 0 =< r=? — 1. 
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У Жане RMN ATA EE WO У. Моп Newnan, 
Richtmyer (1950) BAR T iX THEE. Олейниқ (1957) RI Lattes ` 
Lions (1969) 等 系统 地 发 展 了 这 个 方法 。 该 方法 与 正则 化 方法 有 
FEAR LASHES ,下 面 来 举例 说 明 这 个 方法 ， 

WV ALA дя] 2313: Hilbert 空间 , ved y ER Ille 
Mlle. BIR VCH, HEN. Г ARV ЕН, V 
CHOK’, ЖЕУ, ЕТ, (|, РЖИ au, o) 
是 了 7 x V 上 的 双 线 性 连续 汉 函 ,并 满足 下 列 条 件 : 

Gi) W—Wlae,e€ V, alu, v) = e(v, u), 

(ü) 存在 正常 数 с, 使 得 对 一 切 #,w EP, 

latu, #)| Sellellyllelly, 
Я: SW et V. s — z(u, г ERASER, Mint 
在 线性 算 子 A, 使 得 clu, v) = (Ин, v), 
(n) PARAM a> 0， 使 得 对 一 切 ec V, 
alv, e) + A| vll ze alei 
ЖЕ, ле H, Да FA, 


* 795 « 


dU 
dt 
tua) "UE {15.57} 


Am е LO, T; e, eg UC L(0, TV). ЗЕ 


+ dU = 0, Ü < ; =: Т, 


КЕ) == и UG. T3 E) — Хы. 


AAIR, E ERRET., 
inf JG) =, 
£ cH 
它 等 价 于 求解 下 列 不 适 定 问 题 
Я L4aU-0, O<; <, 
dt (18.58) 
CT) = X. 
id 


D(A) = {vlv £ V, Av€ A}, lelo Chol + 142022, 
D(A) EH B EME, 3EH DCA)CHC[DCAO Y, MARR 
Ант. HT BDA 35 Е ЕЗЕТ ЖАЙ ШИЕ 

Pa 


d + AW — EA*AW' = 0, 0=< Т, (18.59) 
£ А 
WET) = X, 


Hu ww eL(0O, T; DUA, È 
计算 下 列 问 题 


- € LO, T; DU), RAN 


di > (18.60) 


{Е 
ее от 
Нео) = Wwe), 


"T py UW p 
其 中 Ue £00, T; V), a € L,(0, T;V'), 


Lattés, Lions (1969) ПЕВН IE] (18.59) ЖП (18.60) 分 天 具有 
唯一 解 ;并 且 尖 6 — 0 у, JUPCT) — xl — 0， 此 外 ,如 漆 
O — ет) у, 
其 中 心 一 mit ,1 是 算 了 了 4 的 谱 , 那 未 
UOT) — аа, 
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稍 助 问题 的 选择 不 是 唯一 的 ,例如 可 朋 《〈 一 D" Ct Ж 
代替 (18.59) 中 的 4*4, 

机 游 方法 也 可 应 用 于 定常 问题 .例如 设 о Ж TN sb 
F Г, ЖП T, 充分 光滑 ( 见 图 18.1)， 于 是 问题 


图 18,1 
—AU(x) = 0, r€ Q, 
| ou (18.51) 
U(x) = nC», On (x) ам, я € Г. 
是 不 适 定 的 ,但 只 能 有 一 个 解 . 
В x € OB) Г, IRR RIC d(x, T). Я > 0, My) eo 
ЕКА, OSM, CO < 1, HE. 
1, # d(x, D.) 2g, 
Ma) = n E dle, P.) < в, 
| 1, 若 dlx, Гу) 2 So, 
pa x) = m Р) 
в ° Ж d(x, Гү) в. 


W в: 770, в = Ces, 81). 计算 (18.61) ВИЕ 


= Bim NO Brn 
= 0, r€ 9, 


一 一 z AMi AU) 十 1—8 - (8 BU 
[^ »" (18.62) 
20" - (ж) = aC) 


veo = g(x), 


= 0, een, 
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Lattés, Lions (1969) НЕНН, Æ mé HET), pne€H rn), 
ЖЕ. (go> n) Sf Laplace Ж — ^ FEA, БП (18.61) 有 唯一 
KE, ERK, (Mi (18.62) 也 具有 唯一 解 ， 并 且 当 8 -> 0 和 对, [U 一 


ALTOS? BU |! 
Өх Ox, -| Eo: 


UH ay — 0, ү Pr, +0, ПМ AUT a= 


ale) — 0, 

Lartés, Lions (1969) ЖЕНЕ A CA HE, JEEE M] н 
各 种 不 适 定 问题 Н рк OR a] AIR AA PE 
[epe „ҖЕ ZR CT] ЖП ЕРЕ БЕН] Я PEOR AS BAUR RT EL НРА, р 
Lp 9 4. BS, 
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